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TESTES DA GRAVIDADE/RELATIVIDADE GERAL

COMO PODEMOS ALTERAR A FORÇA DA GRAVIDADE?

▸ Potencial gravitacional generalizado 

▸ Rel. Geral + ausência de estresse anisotrópico: 

▸ m, β dependem do tempo, espaço, densidade, tipo de 
matéria…
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TESTES DA GRAVIDADE/RELATIVIDADE GERAL

▸ Em geral, teorias covariantes + homog. e isotropia: 
potenciais Ψ e Φ. 

▸ Fenomenologia dos modelos de gravidade modificada: 
lentes (eq. geodésica), Eq. Poisson 

▸ Podemos descrever qualquer modelo de gravidade em 
termos de dois parâmetros fenomenológicos:

⌘MG = ��
 

COMO PODEMOS ALTERAR A FORÇA DA GRAVIDADE?

r2 MG = 4⇡GYMG ⇢m�mYMG =
r2 MG

r2 GR



TESTES DA GRAVIDADE/RELATIVIDADE GERAL

▸ Modelos f(R): 

▸ Modelos tipo Horndeski:

COMO PODEMOS ALTERAR A FORÇA DA GRAVIDADE?

Yf (k, a) = ↵cham
1 + 4m k2

a2R

1 + 3m k2

a2R

⌘f (k, a) = 1 +
m k2

a2R

1 + 2m k2

a2R

⌘H(k, a) = h2
1 + k2h4

1 + k2h5

YH(k, a) = h1
1 + k2h5

1 + k2h3
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LENTES GRAVITACIONAIS

INTRODUÇÃO

▸ Na vida real: B1938+666 (IR)

1

Introduction to lensing 5

Example: Multiply-imaged quasars

Identification of the lensing galaxy in a double quasar
system: the left panel shows on infrared (J-band) ob-
servation of the two images of double quasar HE 1104-
1825 (z

Q

= 2.316, ✓ = 3.200). The right panel obtained
with some new deconvolution technique nicely reveals
the lensing galaxy (at z

G

= 1.66) between the quasar
images (Credits: European Southern Observatory).

Example: Einstein ring

B1938+666 is another multiple-image lens, and was
discovered in JVAS (Jodrell/VLA Astrometric Sur-
vey). This is a survey of flat-spectrum radio sources
designed to identify gravitational lens candidates.
HST observations show an Einstein ring in IR. The
lens redshift is 0.878, but the source redshift is not
yet known (IR spectroscopy required).

The bottom figure shows a MERLIN image of this
system at 5GHz. In radio there is a significant arc
visible.

Credit: JVAS/CLASS

Example: Arcs in galaxy clusters

Abell 1689 is a galaxy cluster at z=0.183. The gravity of the cluster’s trillion stars -
plus dark matter - acts as a 2-million-light-year-wide ’lens’ in space. This ’gravitational
lens’ bends and magnifies the light of galaxies located far behind it, distorting their
shapes and creating multiple images of individual galaxies.

Credit: NASA, N. Benitez (JHU), T. Broadhurst (The Hebrew University), H. Ford
(JHU), M. Clampin(STScI), G. Hartig (STScI), G. Illingworth (UCO/Lick Observa-
tory), the ACS Science Team and ESA.
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INTRODUÇÃO

▸ Não é apenas o caminho da luz que muda: o tempo de 
“voo" também → time delays (B1600+434)

6

Example: Time delays

B1600+434 is a double gravitational lens
system. A distant QSO at redshift z =

1.59 is lensed by an edge-on-late-type
galaxy at z = 0.41 and has two images,
labeled with A and B in the upper image.
QSO’s are characterized by intrinsic vari-
ability of their luminosity. The light curves
of the two images have the same shape,
as expected since they arise from the same
source. However, the light curve of the im-
age B is shifted by ⇠ 50 days with respect
to that of image A. The reason is the dif-
ferent path of the light coming from the
two images.
Credit: I. Burud, Institut d’Astrophysique
et de Gophysique de Lige, Avenue de
Cointe 5, B-4000 Lige, Belgium

1.2 Fermat’s principle and light deflection

Starting from the field equations of general relativity, light deflection can be calculated
by studying geodesic curves. It turns out that light deflection can equivalently be
described by Fermat’s principle, as in geometrical optics. This will be our starting
point.

Example: Fermat’s Principle in geometrical optics

In its simplest form the Fermat’s principle
says that light waves of a given frequency
traverse the path between two points which
takes the least time. The speed of light in
a medium with refractive index n is c/n,
where c is its speed in a vacuum. Thus, the
time required for light to go some distance
in such a medium is n times the time light
takes to go the same distance in a vacuum.

Referring to the figure above, the time required for light to go from A to B becomes

t = [{h2
1 + y2}1/2

+ n{h2
2 + (w � y)

2}1/2
]/c.

We find the minimum time by di↵erentiating t with respect to y and setting the result
to zero, with the result that

y

{h2
1 + y2}1/2

= n
w � y

{h2
2 + (w � y)

2}1/2
.

However, we note that the left side of this equation is simply sin ✓
I

, while the right
side is n sin ✓

R

, so that the minimum time condition reduces to

sin ✓
I

= n sin ✓
R

We recognize this result as Snell’s law.
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▸ MACHO: Massive Compact 
Halo Objects; (b) exoplaneta 
OGLE 2005-BLG-390LB, 
Beaulieu et al. 2005

INTRODUÇÃO
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LENTES EM RELATIVIDADE GERAL (E ALÉM)

▸ Luz: geodésicas nulas 

▸ Podemos escrever, com licença poética: 

▸ Portanto, é como se os potenciais gravitacionais gerassem 
um “índice de refração”:

ds

2
null = (1 + 2 )c2dt2 � a

2(t)(1 + 2�)d~x2 = 0

cnull =
|d~x|
dt

= c


1 + 2 

1 + 2�

�1/2
' c (1 + � �)

nG =
c

cnull
' 1� + �



LENTES GRAVITACIONAIS

▸ Princípio de Fermat: a luz percorre o caminho mais rápido 

▸ Caminho ao longo da geodésica:

�t ⇠
Z B

A
nG[~x(l)] dl ) �

(Z B

A
nG[~x(l)] dl

)
= 0

dl =

����
d~x

d�

���� d�

~̇x(�)

~x(�)

LENTES EM RELATIVIDADE GERAL (E ALÉM)
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▸ Princípio variacional: 

▸ A direção de propagação do raio de luz é 

▸ Mas o último termo do lado direito é a derivada de n na 
direção paralela ao caminho do raio de luz… 

�

Z
d�L(~x, ~̇x;�) = 0 L(~x, ~̇x;�) = n[~x(�)]

����
d~x

d�

����

) @L

@~x

� d

d�

@L

@̇~x

= 0 ) d(n ~̇x)

d�

� ~rn = 0

~e ⌘ ~̇x

) n~̇e = ~rn� ~e(~e · ~rn)

LENTES EM RELATIVIDADE GERAL (E ALÉM)
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▸ Portanto, sobra apenas a derivada de n perpendicular ao 
caminho do raio de luz: 

▸ Mas o índice de refração é: 

▸ Lembre-se também que a linha de visada é 

▸ Deflexão integrada ao longo da linha de visada (aprox. 
Born:

LENTES EM RELATIVIDADE GERAL (E ALÉM)

) ~̇e =
1

n
~r?n

r̂ = �ê

M

n = 1� + �

~↵? =
1

c2

Z
d� ~r?( � �)
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▸ Na prática, o efeito da lente gravitacional 
decai rapidamente com a distância à lente, 
portanto podemos fazer:

LENTES EM RELATIVIDADE GERAL (E ALÉM)

1

Introduction to lensing 9

Evidently, ˙~x is a tangent vector to the light path , which we can assume to be normalized
by a suitable choice for the curve parameter �. We thus assume | ˙~x| = 1 and write ~e ⌘ ˙~x
for the unit tangent vector to the light path. Then, we have

d

d�
(n~e)� ~rn = 0 , (1.30)

or

n ˙~e + ~e · [(

~rn)

˙~x] =

~rn , (1.31)

) n ˙~e =

~rn� ~e(~rn · ~e) . (1.32)

The second term on the right hand side is the derivative along the light path, thus the
whole right hand side is the gradient of n perpendicular to the light path. Thus

˙~e =

1

n
~r?n =

~r? lnn . (1.33)

As n = 1� 2�/c2 and �/c2 ⌧ 1, lnn ⇡ �2�/c2, and

˙~e ⇡ � 2

c2
~r?� . (1.34)

The total deflection angle of the light path is now the integral over � ˙~e along the light
path,

ˆ~↵ =

2

c2

Z
�B

�A

~r?�d� . (1.35)

The deflection is thus the integral over the ”pull” of the gravitational potential perpen-
dicular to the light path. Note that ~r� points away from the lens centre, so ˆ~↵ points
towards it.

As it stands, the equation for ˆ~↵ is not useful, as we would have to integrate over the
actual light path. However, since �/c2 ⌧ 1, we expect the deflection angle to be
small. Then, we can adopt the Born approximation familiar from scattering theory and
integrate over the unperturbed light path.

Suppose, therefore, a light ray starts out into +~e
z

-
direction and passes a lens at z = 0, with impact pa-
rameter b. The deflection angle is then given by

ˆ~↵(b) =

2

c2

Z +1

�1
~r?�dz (1.36)

~↵? =

Z 1

�1
d� ~r?( � �)
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▸ Exemplo: massa pontual 

▸ Integrando em z, temos:

LENTES EM RELATIVIDADE GERAL (E ALÉM)

r = (x2 + y

2 + z

2)1/2 = (⇢2 + z

2)1/2

 = �� = �GM

c2r

[2x resultado Newtoniano]|~↵| = 4GM

c2 ⇢
=

2RS(M)

⇢

~r? =

✓
@

x

 

@

y

 

◆
=

GM

c

2
r

3

✓
x

y

◆
=

GM ⇢

c

2
r

3

✓
cos'

sen'

◆
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▸ Lentes: regime de “lente forte”

LENTES EM RELATIVIDADE GERAL (E ALÉM)
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▸ “Shapiro time delays": o índice de refração já nos dá 
diretamente o “atraso" do raio de luz, 

▸ Quasares com variabilidade e imagens múltiplas

LENTES EM RELATIVIDADE GERAL (E ALÉM)

�t =

Z
dz

c/n
�

Z
dz

c
=

Z
n� 1

c
dz



LENTES GRAVITACIONAIS

▸ Milisecond pulsars (J1022+1001)

LENTES EM RELATIVIDADE GERAL (E ALÉM)
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A EQUAÇÃO DE LENTES

▸ Note que a distorção (lente gravitacional) causada por 
uma massa pontual é linear com a massa. 

▸ Portanto, podemos utilizar muitas massas pontuais 
(infinitas, no limite do contínuo) para representar qualquer 
distribuição de massas — desde que o Teorema de Birkhoff 
permaneça válido 

▸ Massa pontual: 

▸ N massas pontuais: 

|~↵| = 4GM

c2 ⇢
=

2RS(M)

⇢

~↵(~⇢) =
4G

c2

NX

i=1

Mi (~⇢� ~⇢i)

|~⇢� ~⇢i|2
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A EQUAÇÃO DE LENTES

▸ É claro que em geral precisamos lidar com distribuições 
contínuas de massa 

▸ No caso das massas pontuais, elas seriam equivalentes à 
densidade superficial de massa multiplicada pela área na 
superfície:

dM ⌃(M) dA
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A EQUAÇÃO DE LENTES

▸ Temos, portanto: 

▸ É evidente que essas “distâncias 
transversais” são descritas, em FRW, 
em termos da distância angular: 

▸ Equação de lentes (plano da fonte):

~↵(~⇢) =
4G

c2

Z
d2~⇢0 ⌃(~⇢ 0)

~⇢� ~⇢ 0

|~⇢� ~⇢ 0|212

Figure 2.1: Sketch of a typical gravitational lensing system (Figure from Bartelmann
& Schneider, 2001).

Remark:
It is not guaranteed that the relation between physical size, distance and angular size
can be written as [physical size] = [angular size] · [distance] if space is curved. It
is however possible to define distances in curved spacetime such that this relation
from Euclidean space holds. Then, however, distances are not additive, such that
DL + DLS 6= DS.

We first define an optical axis, indicated by the dashed line, perpendicular to the lens
and source planes and passing through the observer. Then we measure the angular
positions on the lens and on the source planes with respect to this reference direction.

Consider a source at the angular position ~�, which lies on the source plane at a distance
~⌘ =

~�DS from the optical axis. The deflection angle ~̂↵ of the light ray coming from
that source and having an impact parameter ~⇠ =

~✓DL on the lens plane is given by
Eq. (1.36). Due to the deflection, the observer receives the light coming from the source
as if it was emitted at the angular position ~✓.

If ~✓, ~� and ˆ~↵ are small, the true position of the source and its observed position on the
sky are related by a very simple relation, obtained by a geometrical construction. This
relation is called the lens equation and is written as

~✓DS =

~�DS +

ˆ~↵DLS , (2.4)

where DLS is the angular diameter distance between lens and source.

Defining the reduced deflection angle

~↵(

~✓) ⌘ DLS

DS

ˆ~↵(

~✓) , (2.5)

from Eq. (2.4), we obtain

~� =

~✓ � ~↵(

~✓) . (2.6)

ρ

Fonte : ⌘ = �DS

Par. impacto : ⇢ = ✓DL

~✓DS = ~�DS + ~↵DLS
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▸ Definindo a deflexão reduzida, 

▸ Obtemos a equação de lentes em sua forma mais simples: 

▸ Note que α depende de θ, e é isso que torna o efeito não-
trivial. 

▸ No caso de uma distribuição de massa com simetria axial 
(só dep. do módulo de ρ), obtemos:

A EQUAÇÃO DE LENTES

↵r =
DLS

DS
↵

~� = ~✓ � ~↵r

↵ =
4GM(⇢)

c2 ⇢
[Exercício!]



▸ Exemplo simples: massa pontual 

▸ Eq. lentes: 

▸ Quando β=0 os raios de luz são focalizados e a 
magnificação é máxima: Einstein ring

LENTES GRAVITACIONAIS

A EQUAÇÃO DE LENTES

↵ =
4GM

c2
1

⇢
=

4GM

c2
1

DL✓

� = ✓ � 4GM

c2
DLS

DS DL

1

✓

0 1 2 3 4 5

0

2

4

6

8

✓E =

r
4GM

c2
DLS

DS DL



▸ Einstein ring

LENTES GRAVITACIONAIS

A EQUAÇÃO DE LENTES

✓E =

r
4GM

c2
DLS

DS DL
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▸ A distribuição de massa determina um potencial 
gravitacional; a densidade superficial de massa (projetada 
ao longo da linha de visada) determina um potencial de 
lente: 

▸ O gradiente desse potencial dá o “deslocamento" da 
imagem no plano da lente:

O POTENCIAL DE LENTES

 =
DLS

DL DS

2

c2

Z
dz�(~✓DL, z)

DL
~r? = ~↵r
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▸ A segunda derivada do potencial nos dá a convergência: 

▸ Também podemos escrever a convergência em termos da 
densidade superficial de massa e da densidade crítica: 

▸ Pode-se também mostrar que:

O POTENCIAL DE LENTES

D2
L r2

? = 2

(~⇢) =
⌃(~⇢)

⌃crit
⌃crit =

c2

4⇡G

DS

DL DLS

~↵r(~⇢) =
1

⇡DL

Z
d2⇢ (~⇢ 0)

~⇢� ~⇢ 0

|~⇢� ~⇢ 0|
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▸ Um dos principais efeitos das lentes gravitacionais é a 
distorção da imagem original: 

✦ Lentes fracas: as imagens das galáxias de fundo (fontes) 
são “achatadas" na direção da lente 

✦ Lentes fortes: uma galáxia elíptica ou esférica se torna 
um arco 

▸ A distorção ocorre porque há um campo de “maré”, que 
puxa os raios de luz mais numa direção do que na outra

MAGNIFICAÇÃO E DISTORÇÃO
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▸ Há dois efeitos principais de distorção:

MAGNIFICAÇÃO E DISTORÇÃO
16

Figure 2.2: Distortion e↵ects due to convergence and shear on a circular source (Figure
from Narayan & Bartelmann, 1995).

image positions can locally be linearized. In other words, the distortion of images can
be described by the Jacobian matrix

A ⌘ @~y

@~x
=

✓
�
ij

� @↵
i

(~x)

@x
j

◆
=

✓
�
ij

� @2
 (~x)

@x
i

@x
j

◆
, (2.33)

where x
i

indicates the i-component of ~x on the lens plane. Eq. (2.33) shows that
the elements of the Jacobian matrix can be written as combinations of the second
derivatives of the lensing potential.

For brevity, we will use the shorthand notation

@2
 (~x)

@x
i

@x
j

⌘  
ij

. (2.34)

We can now split o↵ an isotropic part from the Jacobian:

✓
A� 1

2

trA · I

◆

ij

= �
ij

� 
ij

� 1

2

(1� 11 + 1� 22)�ij

(2.35)

= � 
ij

+

1

2

( 11 + 22)�ij

(2.36)

=

✓
� 1

2 ( 11 � 22) � 12

� 12
1
2 ( 11 � 22)

◆
. (2.37)

This is manifestly an antisymmetric, trace-free matrix is called the shear matrix. It
quantifies the projection of the gravitational tidal field (the gradient of the gravitational
force), which describes distortions of background sources.

Narayan & Bartelmann 1995
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▸ No plano da lente: 

▸ Jacobiano: 

▸ Da discussão anterior, podemos expressar esse Jacobiano 
em termos do potencial de lente:

MAGNIFICAÇÃO E DISTORÇÃO

⇢i ! ⇢(im) = ⇢(f)i �DL↵i

Ji,j =
@⇢(im)

i

@⇢j
= �ij �DL

@↵i

@⇢j

Ji,j = �ij �D2
L

@ 

@⇢i@⇢j



LENTES GRAVITACIONAIS

▸ Essa é uma matriz simétrica. Escrevendo: 

▸ Nesse momento pode-se notar que podemos expressar o 
Jacobiano da seguinte modo: 

▸ Onde:

MAGNIFICAÇÃO E DISTORÇÃO

 ij = D2
L

@ 

@⇢i@⇢j

J =

✓
1� � �1 ��2

��2 1� + �1

◆

 =
1

2
( 11 + 22) �1 =

1

2
( 11 � 22)

�2 =  12 =  21

} Shear
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▸ A convergência aumenta ou diminui o tamanho das 
imagens por um fator, sempre conservando o número de 
fótons (a “surface brightness”) 

▸ Já o shear, distorce as imagens. Sob rotações, ele se 
transforma como uma “direção sem sentido definido”, um 
“campo de spin 2”:

MAGNIFICAÇÃO E DISTORÇÃO

Shear =

✓
��1 ��2
��2 �1

◆
= ��

✓
cos 2� sen 2�
sen 2� � cos 2�

◆

� = ±(�2
1 + �2

2)
1/2



LENTES GRAVITACIONAIS

▸ Um círculo de raio r, sob a ação do shear e da 
convergência, se torna uma elipse de semi-eixos: 

▸ A magnificação é dada pelo inverso do determinante do 
Jacobiano:
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▸ A magnificação é dada pelo inverso do determinante do 
Jacobiano: 

▸ Os auto-valores do tensor de magnificação M = J-1 , 
determinam as linhas críticas, tangenciais e radiais: 

▸ Idealmente, a magnificação é máxima quando as duas linhas 
críticas se cruzam
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▸ Linhas críticas
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▸ Limite de lentes fracas: cosmic shear
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