-

Considere o seguinte problema (P1) de otimizagdo condicionada:

Maximize ou Minimize F(x) onde X =(X,,X,,...Xy)€R"

Sujeito a h(x):c

As condi¢des de 12 ordem (ou condi¢des necessarias) e as de 22
ordem (condicdes suficientes) séo estabelecidas nos Teoremas 1 e

2, respectivamente, apresentados a seguir:
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Teorema 1: Sejam F(x) e h(x) fungdes continuas e diferenciaveis,

ondex =(X;,X,,... X ) €R".  Suponha que X" =(X;,Xj,...xy) é uma
solucdo do problema P1 acima. Suponha também que X~ ndo é ponto

ah(x")

critico da fungdo h(x), ou seja, que o #0,paratodoi=1,2, .., N.
X .

Entfo existe um numero real 4", tal que (x*,ﬂ*) constitui-se num ponto
critico da fungéo de Lagrange L(x,u)=F(x)-u[h(x)-c]. Ou seja,

no ponto(x”, u*), tem-se que:

oL(x", i
( 'IJ):O, :O’ 7207 7:0
X, oX, OXy ou

Teorema2:  Sejam F(x) e h(x), onde X=(X;,X,,...Xy)eR",
fungdes continuas e diferenciaveis. Considere em relacdo a essas

funcBes o problema de otimizagao P1 acima especificado.
Defina a fungdo Lagrangeana L(x,u)=F(x)—-u[h(x)-c] e suponha

que:

a) X" =(X;,X,... Xy, ) satisfaz a restrigéo, ou seja,h(x") =c;
b) existe 4", tal que junto com X, as seguintes condigdes sdo atendidas:

aL(X*,/f) 0 aL(X*,,u*) 0 '8L(X*,,u*) 0 6L(X*,,u*)

OX, OX, OXy ou
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] N
) oh
0X, OXy
oL oL
c) a Matriz Hessiana Orlada ~ H =| X, ox? OX  OX,
oh o°L o°L
| OXy 0%, 0Xy xy |
calculada no ponto (x”, «*), € tal que:
c.1) os seus k-ésimos menores principais alternam de valor da
seguinte forma:|H,| <0, |H,|>0, |H,[<0, etc
ou
c.2) os seus k-ésimos menores principais sdo todos negativos:
H,| <0, [Hy|<0, [H,[<0, ..., [Hy|<0
/
\

Entdo X" =(X;,X;,...Xy) € um ponto de Méaximo Local Estrito do

problema P1 (se a condicdo c.1 é a verdadeira), ou é um ponto de

Minimo Local Estrito do problema P1 (se é a condicdo c.2 a

verdadeira).




Exemplo 1: Resolver o seguinte problema:

Maximize F(X1,X,) =X,

sujeito a h(X,, X, )=x{ +x; =1

Verificacdo Prévia: solugéo (xl x;) pode ser ponto critico de h(xy, X,)?

Ndo, dado que j—h=2xi =0 apenas no caso em que Xx;=0. Mas
X.

X, =X, =0 ndo podem ser candidatos & solu¢éo do problema, dado que

esses valores ndo atendem a restrigdo de que h(x,,x,)=X; +x; =1.

Condiges de 1* Ordem: definindo a fungdo Lagrangeana

L (X0 Xz 2) = XX, — ] X +X5 ~1] @ solugio (x;,x;), junto com um

multiplicador de Lagrange 4, devem atender:

aL(xI,x;,y*)

1 =X, -2 X, =0
(1) %, X, =2l X,
OL( X, %5, 1 X .
@) %ﬂl—m X, =0
(3) —6L(Xla’:2’# ):—(XI)Z—(x;)2+1=O
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(1) x,—-2u'x; =0 implicaque X,=2u'X; ou yz% se X, #0
Xl
(2 X, —2u'x,=0 implicaque X, =24X, ou yzle* se X,#0
XZ
Portanto,
LX, X RCRIRY.
=2 = "L ou que X ) =(x
H 2X1 2X2 q ( 1) ( 2)
%
\
Essa condicdo, em (3)
3) —(xi)z—(x§)2+1=0 implica que
2(x) +1=0 e -2(x;) +1=0
ou
X*_+i e X*_+i
1 _\/E 2 — + >
%
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Dado que

*_X
H 2X

*

2

*

1

*

X .
2—1*, temos os seguintes vetores de valores
2

(x7,X;, ") candidatos & solugo do nosso problema:

FE B EE) e
- /
.

Condicdes de 2* Ordem - a Matriz Hessiana Orlada do problema é:

[, &
ox, &
éh oL oL 0
A== > =(2x, —2u 1
&, ox KX,
. , 2x, 1  2u
o oL 0oL
| &x, ox,x, Ox; |

onde os segundo e terceiro menores principais sdo dados por:

IH,|=(2x,)" <0

‘ﬁ3‘: 4x X, +4x,X, +8uxi +8ux] = 8|:X1X2 +,u(xf +X§)]

/
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Para os vetores [ 1) e [ 1 4 1} temos que |F|3| > 0.

1 1
\/51\/512 \/51 212

Portanto, esses valores de (xlx2 /f) resolvem o0 nosso problema.

Por outro lado, podemos verificar que para [i L —1]
’ 27 202
(—i = —EJ temos que |F| | < 0. Ou seja, esses valores seriam
\/El\/zl 2 1 3 . ]
solugdo se o problema tivesse sido especificado na forma de

minimizacdo daquela funcao.

~

/

CASO 2: OTIMIZACAO COM VARIAS EQUACOES DE
RESTRICOES DE IGUALDADE

Considere o seguinte problema (P2) de otimizagdo condicionada:

Maximize ou Minimize F(x) onde X =(X;,X,,...Xy)eR"
Sujeito a h,(x)=c,

h,(x)=c,
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As condicBes de Primeira Ordem (ou as condi¢Oes necessarias):

Teorema 3:  Sejam F(X) , hy(x), ha(x), , hu(x) funcdes continuas e

diferencidveis, onde X =(X;,X,,...Xy)eR". Suponha  que
x*:(xj,x;,...,x’;,) é uma solucdo do problema P2 acima. Suponha
também que no ponto x”, as fungdes h(x), ha(x), ..., hy(X) satisfazem a
Qualificacdo de Restricdes Ndo Degeneradas (QRND).

Entio existem os multiplicadores y*z(yf,y;,...,,u;), tal que

(X747 ) = (X, XG0 X1 £y My 11y ) CONStitU-s€ NUM ponto critico da

funcéo Lagrangeana:

L(x, 1) =F(x)= [, (x)=¢, | = s, [ h,(X) =€, | == g [Ny (X) =y
ou

L ()= F(x) =35 [ ()¢

Ou seja, no ponto (X", "), tem-se que:

6L(x*,,u*)=0’ al_(x*,;/‘)zo, al_(x*,y*)zo
0X, 0X, OXy
€
8L(X*,y*) ~ 8L<X*,y*) B 8L(X*,y*) B
o L o, ’ Oty

~

09/11/2017



09/11/2017

\
Observagdo: Diz-se que um conjunto de fungbes hy(x), hx(x), ...,
hm(x) atendem a chamada Qualificacdo de Restricdes Ndo Degeneradas,
(Nondegenerate Constraint Qualification), num ponto
X" =(X],Xj,... Xy, ), se @ matriz jacobiana Dh(x") dessas funces tem
posto ou rank igual a M:
| ahl(x*) 8h1(x*) ahl(x*) |
0X, OX, OXy
ahz(x*) ahz(x*) 6h2(x*)
Dh(x")=| "~ ox, ox, X,
ahM(x*) ahM(x*) ahM(x*)
| OX X, Xy |
/
\

Condices de Segunda Ordem (as condicdes suficientes)::

Teorema 4: Sejam F(x) , hi(x), ha(x), ..., hy(X) funcbes continuas e
diferenciaveis, onde x=(X;,X,,..,x,)eR". Considere em relagéo a

essas fungdes o problema de otimizacdo P2 acima especificado.

Defina a fungdo Lagrangeana L(x,u)= F(x)—ZM:yi [hi(x)-c ] e
i

suponha que:

a) x° =(xj,x;,...,x;) satisfazem as M equacOes de restricdes, ou seja,

hy(X7)=cp, hy (X7) =y vy Ny (X7) =5




b) existe " =(/,11/12/1M) tal que junto com X" =(x1x2xN) as
seguintes condicGes sdo atendidas:
oL(x, 1 oL(x", i oL(x", 1"
0X, oX, OXy
oL(x",u) oL(x", ") oL(x", ")
o I/ ’ Oty
o
/
b) a Matriz Hessiana Orlada
0 o M on, |
2 Xy
. LN oh,,
o OX, OX,y
T it
OX, ox, ox? OX \OX,
o AL AL
| Xy Xy OX.0X, ox?
calculada no ponto (X", 4"), € tal que:
o
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c.1) os valores dos seus Ultimos (N-M) k-ésimos menores principais

alternam em sinal, sendo que o sinal do ultimo (|F|N+M

)é igual ao
sinal de (-1)";
ou

c.2) os valores dos seus Ultimos (N-M) k-ésimos menores principais

. . .. M
apresentam o mesmo sinal, sinal esse definido por (-1)";

Entdo X" =(x],Xj,...Xy ) € um ponto de Méaximo Local Estrito do

problema P2 (se a condicdo c.1 é a verdadeira), ou é um ponto de

Minimo Local Estrito do problema P2 (se é a condicdo c.2 a

verdadeira).

/
Exemplo 2: Resolver o seguinte problema:

Maximize F(x,,X,,X;)=(X,+X,)X,
Sujeitoa  Xi+x5=1

X X3 =3

Verificacdo da condicdo QRND:. dada a sua matriz jacobiana

Dh{o 2X, 2x3}
X, 0 X

Essa matriz ter4 posto menor do que 2 apenas se 0s determinantes das

seguintes matrizes forem iguais a zero:
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0 2x, _ 0 2x, ) 2X, 2X,
X, O X, X ’ 0 X
Ou seja, apenas se X,=X;=0. Mas esses valores ndo podem ser

candidatos a solucdo do problema, dado que os mesmos ndo atendem as
duas equaces de restrigdes. Portanto, a condicdo QRND ¢ valida nesse

Caso.

Condicdes de 12 Ordem: definindo a fungéo lagrangeana

L(Xl,Xz,X3,,LLl,,uz) :(Xl +X2)X3 _M(Xg +X§ _1)_1u2(X1X3 _3)
os valores (xj,x;x’;) que resolvem o problema de maximizagéo acima,

junto com os valores dos multiplicadores (,uly;) devem atender as

seguintes condicdes:

oL . .
1) a_xlzl—x1 =Xy~ X3 =0
2 L,, =X;—24%, =0

09/11/2017
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4 N
(3) Ly, = X1+ X, = 244X = X, =0
. *\2 «\2
(4) L, =—(x;) —(x;) +1=0
(5) L, =—XX;+3=0
\_ /
4 ] N
Resolucgéo:

Em (1), se x; =0, entdo u, =1.

. e X
Em (2),se x, =0, entdo g = 5 s
X2

*  x

. . x « 2XX . .
Em(3),se x, #0e x;#0,entdo X, = 23*3 ou (x2)2=(x3)2
2

Esse Gltimo resultado em (4), implicaque 2x, =1 ou X, = J_ri.

V2
x 1 « 1 . .
Logo X =J_rT e 4 == SeX,e X, apresentam o mesmo sinal
2 2
x 1 " o -
€ == seX;eX; apresentam sinais contrarios.
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Finalmente, em (5), temos que

* 3 * *
X;=— ou X =#3/2 para x;=%

1
X, 2
Portanto, temos o0s seguintes pontos criticos (x1 X Xgr s + 1y ) da funcéo
lagrangeana:

1
2!
1 11
N SN
> >3]
o /
4 N
Condicdes de 22 Ordem: Seja a Matriz Hessiana Orlada do problema:
o 0o o 2x, 2%, |
0 O X5 0 X,
H=l 0 x, 0 0 (1-4,)
2x, 0 0 24 1
2%, %, (I-p,) 1 24 |
Dado que N = 3 e M = 2, temos que verificar apenas o sinal do quinto
menor principal dessa matriz.
Se esse sinal for o mesmo que o de (—1)N =(—1)3 =-1, entdo o ponto
critico estara associado a solugdo do nosso problema.
o /
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Assim sendo, para o ponto critico p, = (Sﬁiillj temos que:
V2’22
2 2
0 0 0 E E
0 0 % 0 32
|Hs(p)|=| 0 % 0 0 0 |=—4
% 0 o -1 1
% W2 0 1 -1
\_ /
4 N

Analogamente, temos que:

|Hs(p,)| =4
|F|5(p3)|=4

|F|5(p4)|:—4

Portanto, a solucdo do nosso problema esta associado aos pontos p; € pa,

- ~ Ve * * * 1 1
ou seja, a solugao é dada por (x},x,X;) =i(3\/§,—,—
V22
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Observacdo: Note que nos pontos p, e ps, tem-se que o0 quinto menor
principal tem sinal positivo, ou seja, 0 mesmo sinal de
(-1)" =(-1)" =1, indicando que esses pontos seriam as
solugdes do problema, se o mesmo tivesse sido

especificado como o da minimizagéo da fungao objetivo.
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