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A equacao de Schrodinger independente do tempo

2
WD) | W) = i D)
2m o ox ot
Metodo da separacgao de variaveis transforma uma eq. diferencial
parcial em um conjunto de egs. diferenciais ordinarias. Solucao
deve ser produto de fungdes: W(x.1) =y (x)@(?)

Caso o potencial I"(x,7) nao dependa do tempo, seja apenas 7(x):

) , IE
VD) ) = Ep) = Wn=pioe
2m  dx” -




Servavels € operaaores

« Um observavel é uma propriedade da particula gue pode ser medida.
Exemplo: posicao, momento, Ec, K
« Na mecanica quantica associamos um operador a estes observaveis

e Com um operador podemos , , _
- Observavel | simbolo | Operador associado
calcular o valor médio de um

correspondente observavel posic&0 X X
O operador energia total: _ ihg
. . momento P
chamamos de Hamiltoniano OX
P Energia Pot U U(X)
H]¥ =in—¥ P,
ot Energia Cin K L
2m ox°
[H] envolve somente a Hamiltoniano H h* 07
———+U(x)
coordenada X m ox>
[E] depende somente do .. 0

tempo Energia total E 1A a



Valores esperados
Conteudo basico:

1. Valor medio de uma funcao de x:

f)=(f(x)= fxp () fw(x)dy  Alincerteza quantica de
uma determina variavel

2. Desvio padrao de uma variavel pode ser encontrada a

/ partir dos valores
Tx = \/<IE>_<I> = A esperados

3. Momento da particula: p= —zha—
X

4. Energia: E = ihi
ot

Condicao de normalizacao: f \W(x,r)f dx=1




Propriedades das autofuncoes
Por representarem propriedades de um sistema fisico, as

autofuncoes devem apresentar caracteristicas que reflitam isso.

Assim:

w(x) deve ser finita (1) dy(x)/dx deve ser finita (4)
y(x) deve ser univoca (2) dy(x)/dx deve ser univoca (9)
w(x) deve ser continua (3) dy(x)/dx deve ser continua (6)

Autovalores e autofuncoes
\P(X,t) _ Aei(kx—wt)

pPY(x,t) = (-7 i)‘P(x,t)
OX

W (x,t) = (=if)(ik) Aeit™) Y (x,t) = autofuncao
5% (X, t) = AP (x, 1) ik = autovalor




O potencial nulo: (x) =0, Vx.
Particula livre, pois F(x) =— dF(x)/dx = 0.

Particula livre VO oo

2m dY?
valido para qualquer valor de £ > 0.
Momento da particula: d” 2mE
P VD 2 ) =Ky

+00 a
= — ® Y _-h_ _ y d{._ _
P=(r) !:,u (1)( I ax.)w(l) ‘ w(x) = Ae™ +Be* deve ser a solucgao geral

Mas -ifi a"g( Y __in - 9 ppiton —ihiky(x) = hky(x) =+ 2mEy(x)
X X

Portanto, <p> = ]‘ Y (ON2mEY(x)dx = 2mE I-w*(.r)w(.r)dr =2mE

No outro caso, ¥(x,r) = e+, teremos: (p)=—v2mE

Posicao da particula: W' = 4™ o' = 4" 4

|1II|211

Nesse caso, Ax = «. Mas Ap = 0.
1 qualquer ¢




[

Pocos de potencial: E <V

v, |- [

Dentro, —a/2 <x < a/2:
Y (x) = e’ + Be™™
2mE  p,

g com. kl = —
-a/2 0 +a/2 h h

Ondas com a mesma amplitude nos 2 sentidos.

A=B= y(x)=Bcoskx= ¥(x,1)=y(x)e ™"

A autofuncao tera nos fixos nos pontos onde cosk,x = 0.
A=—B= y(x)=A'senkx = W(x.1)=y(x)e ™"

Se ambas sé&o solugdes = solucao geral sera uma combinacgao
linear: ¢ (x)=A'senkx+ B coskx

Regides fora do poco:

2m(V, - E
Y(x)=Ce™ +De™ parax<-a2.Com: f, =‘/ m(Vo — £) _ b

h . h

fyx —kax v,
Y(x)=Fe* +Ge™™ parax=>al2 ] = s e e
E \/ o% \/

0
v
/ \1\
al2 o a2




—al2

5) Normalizacao: neste caso, o limite de integracao reduz-se ao
Intervalo [- a/2. a/2], unica regiao em que as fungdes de onda

[# ]

JTe,

o

sao ndo nulas.
2
dx =

|

afl2

f %(lw::os

—al?

1

a

2NTX

2
a a

al2
2

f —COS

_an @

> NITX

a

dx =

|

al?
a 2nmax

X+ —sin
2nma

a —al?



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Particula presa em um poc¢o quadrado”

Comparando o primeiro estado do sistema do poco infinito com o poco finito

¥, ) W, (x)
a cos [ (+/ ImE, h)x]
— e ¢og [(+ 2mE, /h)x]
'?f_[ k) EHI(;";—Ejh'lhl_:
I [
~af2 +afl —:r.:'E val2 ¢

O fato da funcéo de onda ndo ser zero nas paredes aumenta o comprimento de onda de De
Broglie na parede (em comparac¢ao com o poco infinito), e isto torna menor a energiae o
momento da particula. Esta observacdo pode ser usada para aproximar as energias
permitidas para a particula ligada. A funcé@o de onda penetra na regido exterior, numa escala
de comprimento definido pela profundidade de penetracdo 8 dado por:

A funcéo de e onda no exterior € essencialmente
S — 1 . h zero além da distancia 6, em ambos os lados do

= de potencial n*z’h®
K 2mVv, — E Poso E, ~
1 \/ Mo ) "7 2m(L +25)?
Energia da particula ligada no poco finito




Estados Ligados e nao Ligados

Um estado no qual y/(X) — O  quando

X—>00,e, X —> —00
se denomina estado ligado. Para um estado ligado, a probabilidade
de encontrar a particula se concentra em sua maior parte em uma
regido finita do espaco.
Para um estado nao ligado, a funcao de onda y nao tende a zero
conforme X — oo e ndo € normalizavel.

« Para a particula em um poco retangular:
os estados com E<V,séo ligados e
os estados com E>V, sao nao ligados.
« Para a particula na caixa de paredes infinitas, todos os estados
sdo ligados,
« Para a particula livre, todos os estados sao nao ligados.



O potencial degraul — E<}

V s
Vog,sex>0 )
Vix) = V(x) = Vo
0,sex<0 E
V(ix)=0 ,
X
2 72 2 32
v<0:- T4 Y_Ey: x>0 _fd Y Vyy = Ey
2m dx 2m dx’ Penetracéo
Regiao x < 0: solugéo para a particula livre: 1(x) = 4¢’™ + Be~®  da barreira
A 1 A
com: f, = 2;;”E 0= o ~/2m(v, —E)
Solucao geral, para x > 0: y/(x) = Ce™ + De™™ f
Determinar as constantes 4, B, C e D, que satisfagcam os /\ [\ [\ /\ [\j\
requisitos para y e dy/dx: finitas, univocas e continuas. \/ \/ \/ \/ \/
y(x) finita Vx = C = 0. D, ik ) D iRy N s <0
Continuidade nopontox =0  y(x)=12 1 2 ky
De™ x=0

w



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

‘ E<Vo ‘ “Barreira de Potencia” | E>\o

Vix) -

b Vo 0<x >a Vo :

V(X)=
’ . () 0 x<0,x>a
@ @ @ Regido 1 x<0‘
1) Caso E< Vo
dy(x) _ 2m J2mE
Vix) TR El//(X) k1 —
dx h i
Vo ) _
v, (X) = Ae™* + Be™™* Solucio da particula livre
E
; Regido2 O<x>a | d°w(X) _ 2m

@ @ @ dx? _h_Z(E —Vo)w (X)

Regido 3 x>a ko oy \/2m(\/0 —-E)
i i x)=Ce ™ +De™” k; =
w,(X) = Fe'" + Ge ™ V2(X) 2 h




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

‘ E<Vo ‘ “Barreira de Potencia”

Vix)

Vo Vo 0<x>a
—> 7 V(X) = = V2mE

. 0 x<0,x>a 1= #
@ @ @ \/ 2m(\/0 o E)
k, =
h

Regiso 1 x<0| (X)) = Ae" + Be ™

K Kk
Regifgo 2 O<x»a| W,(X)=Ce " +De™

ikq X

4 Ge X Nao tem onda vinda|da
direita G =0

Regido3 x>a| w, (x) = Fe




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Barreira de Potencia”

Regiiol x<0|  ,(X) = Ae™ +Be™ k, = v Z;lnE
Regiao 2 0<x>a| ,(X)=Ce "+ De" J2m(V, —E)
, =
h

1k X

Regido 3 x>a v,(x) = Fe

2) Condicao de continuidade a funcao e de sua derivada

Wl(x:O) . WZ(X=0) WZ(Xza) = WS(x:a)

d d d _4d
& YWiix=0) = & Y >(x=0) dx Woix—a) = dx ¥a(x-a)



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

‘ E<\o ‘ “Barreira de Potencia”

Vix)

Coeficiente de Transmissao:
Vg

—_— T = Jtransmltlcb _ transF F
- VincA A

Jincidente

@ V., — Pinc _ Ak,

Iinc m m

Vtrans — ptrans — hkl
_ 1 m m
Ao chegar a fronteira das regides 2 e 3 a funcao
F F senh? k2 a de onda volta a apresentar o comportamento
T =——=|1+ E E senoidal — probabilidade de encontrar a
A A 4 —(1-—) particula do outro lado da barreira

VO VO W*(x, t)bix, 1} Qualquer ¢

1

Na situacdo em que k,a >> 1

T =16E(1—E)e-”‘2“ N
430

Tunelamento

Ay




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Barreira de Potencia”
E> Vo
Vo) Coeficiente de Transmissao:
— ’ . _CGC
CA'A
B -1
CC 2
T-="%_|1 séen IIE<2a
A A 4= (= +1)
| 0 VO _




 Este fenOmeno, a penetracdo numa regiao classicamente
proibida, ¢ chamado de tunelamento quantico”.

* Penetracao de barreiras por particulas, e € uma consequéncia
da natureza ondulatoria das particulas

O decaimento alfa é um fendOmeno gue consiste ha emissao
espontanea de uma particula alfa por um ndcleo atdmico instavel
(radioativo). Particula alfa é constituida por dois protons dois néutrons
ligados pela forca nuclear forte. E um produto de desintegracéo de
algumass espécies de nucleos como Ra, Th, U

Vir)

Alfa no interior do nucleo: potencial
nuclear atrativo (poco) + coulombiano g
repulsivo

Coulomb potential
J(-n(-rg‘\'

N r'=rytL
Radius




Alfa no interior do nucleo: potencial
nuclear atrativo (po¢o) + coulombiano
repulsivo

 Particula alfa ndo escapa s
classicamente V(r)

 Particula livre mas confinada
ao nucleo pelo potencial
nuclear

Coulomb p(m-nli;tl
j J1CTEY

Fora do ndcleo a particula alfa r'=ry+L

experimenta apenas a repulsio
coulombiana

K2ezZe  2kze’
r r

Radius

aio nuclear = 10-4m

U(r)=



 Este fenOmeno, a penetracdo numa regiao classicamente
proibida, ¢ chamado de tunelamento quantico”.

* Penetracao de barreiras por particulas, e € uma consequéncia
da natureza ondulatéria das particulas

O microscopio de varredura por tunelamento, ou STM (Scanning
Tunneling Microscope), foi desenvolvido por Gerd Binning e Heirinch
Rohrer em 1981, que receberam em 1986 o prémio Nobel de Fisica por
este desenvolvimento. O STM e um aparelho notavel que usa o
tunelamento quantico para obter imagens tridimensionais de superficies
com resolucdo da ordem de um Unico atomo, e € composto por uma
pequena sonda com uma ponta metalica muito fina (parecido com a
ponta de uma agulha) que varre toda a superficie da amostra a ser
analisada, e essa varredura e gerada por um cristal piezoelétrico, que €
um tipo de cristal que transforma pressao mecanica em sinais elétricos e
vice-versa.



No STM, a ponta fina da sonda faz a varredura muito préoxima da
superficie de uma amostra, e 0 espaco vazio (vacuo) muito pequeno entre
eles, que ¢ da ordem de nandmetros (10 °m), funciona como uma
barreira de energia potencial aos elétrons ligados da amostra. Quando
uma peguena tensao elétrica € aplicada entre a ponta metalica da sonda e
a amostra, elétrons da amostra atravessam pelo espaco vazio (barreira)
entre a amostra e a ponta atraveés do tunelamento quéntico. Para obter
uma imagem da superficie em 3-D, € preciso manter uma corrente de
tunelamento constante, no qual é feito através de um mecanismo
eletrénico que move a sonda para longe ou perto da superficie, sequindo
0 contorno da superficie.

Tensdes de controle do tubo piezoelétrico

Amplificador Unidade de
da corrente (1) varredura e controle
de tunelamento da distincia




Equacao de Schrodinger em trés dimensoes

Até o momento com consideramos apenas uma dimensao (X)
Na realidade para o sistema fisico temos 3 dimensdes

2 .
I g0y + V(U 1) = in 2
2m ot

0? i s
2 _ | _
Vo= dr2 = Ay? T 0z2

Podemos fazer separacao de variaveis:

U(7,t) = (F)e HH"



Particula em uma caixa retangular

E n
/ hY ® Vamos considerar uma

particula livre “presa”
x em uma caixa retangular

¢ Este problema e
equivalente ao pogo

a infinito, porém em trés

dimensoes

2

Nz
wn(X)=ACOS(?X)’A= 5 n=135..

U(z) = \/2/a\/2/b\/2/¢ - cos (?I’) - 08 (n%:y) - 08 (%z)

- ™ ™



Particula em uma caixa retangular

E n
/ hY ® Vamos considerar uma

particula livre “presa”
x em uma caixa retangular

¢ Este problema e
equivalente ao pogo

a infinito, porém em trés

dimensoes

2

14
Wn(X)=Asen(?X),A= o N=246...

P(x) = +/2/ar\/2/b\/2/c- sen (MT) - 8ETL (ﬂi;ry) - 8ET (EE)

(L e




Particula em uma caixa retangular

242
72' h n2 C ¥
2ma’*

E=E,+E,+E., "

Temos a quantizacao de energia E =

222

212
122
221

232 2 2 2
m=h (”1 n; ﬂ3)

B =En, + En, + En, = 2m \a?2 B2 2
112
211

121

111




Particula em uma caixa retangular

c y e/ ¥ Porém, se os lados do retingulo
forem iguais, isto &, existir uma
. s * simetria no problema, .
b o I diferentes combinagoes de
‘ numeros quéinticos (n; , nz , n3)
B podem levar ao mesmo valor
B de energia
222 222 _
212 —_—271, 212,122
122
221 L A
degenerescenCIa
211, 121, 112
112
211
121
111

111




