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mecanica estatistica quantica

1- As vibragoes eldsticas de um sélido harmoénico unidimensional, com um
tnico tipo de dtomo por célula primitiva, podem ser descritas pelas energias
cinética e potencial,
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em que m e k sao constantes positivas, u; ¢ um deslocamento em relagao
a posicao de equilibrio do j-ésimo dtomo da cadeia, e nés vamos adotar
condigoes periédicas de contorno, uy1 = u;.

(i) Mostre que, na representagao (discreta) de Fourier, com N par, é

possivel escrever
1 A .
= —— Y ugexp (iqj),
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com o nimero de onda ¢ na primeira zona de Brillouin,
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Note que hd N valores de ¢q. Obtenha explicitamente esses valores para
N = 6, por exemplo. Note que seria igualmente possivel trabalhar com N
ifmpar.

(i) Levando em conta que u; € real, e usando as condigbes de ortogonal-
izagao,

Zexp (@14 ¢2) ) = Nbgy s,
mostre que a energia desse sistema pode ser escrita na forma
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em que
ﬁ\q = aqexp (iwgt) + a”  exp (—iw,t)
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Esboce um gréfico de w, contra ¢ na primeira zona de Brillouin (—7 < ¢ <
+). Verifique a forma de w, para valores muito pequenos de g.
(iii) Introduzindo as transformagoes

d
dt
e fazendo uma escolha conveniente da constante real a;, mostre que é possivel
escrever um hamiltoniano classico,

H = Z{ P2+— 2 5}.

(iv) Supondo que esse sistema esteja em contato com um reservatério
térmico a temperatura T, obtenha a energia interna e o calor especifico a
volume constante.

(v) Trate agora as varidveis canonicamente conjugadas @), e P, como
operadores quanticos e introduza as transformacoes

Qq = o [agexp (iwgt) + a} exp (—iw,t)] | Py = —Qq
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em que ag e s sao reais e dependem apenas do médulo de ¢. Com uma es-
colha adequada dessas constantes, mostre que a4 € ag sao operadores bosoni-
cos, e que o operador hamiltoniano pode ser escrito na forma

A 1
H= Zq: [hwqagaq + éhwq} .

(vi) Utilize o formalismo quantico para analisar o calor especifico a volume
contante cy. Qual o valor da temperatura de Debye, Tp, desse sistema?
Obtenha o resultado assintético ¢y ~ AT no regime de baixas temperaturas
(T' << Tp). Qual o valor das constantes A e c?

2- O hamiltoniano de um modelo de Heisenberg ferromagnético de spin
S, numa rede hiperciibica de dimensao d, é dado pela expressao
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em que o parametro de troca é positivo, J > 0, a primeira soma deve ser
feita sobre pares de vizinhos mais préximos da rede, H é o campo magnético
aplicado, e os operadores de spin obedecem as regras usuais de comutacao
dos operadores de momento angular.

(i) Mostre que o estado fundamental desse sistema é dado pela funcao de
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em que a produtoria representa um produto direto, cada fon estd num estado
em que S* = 4S5, e a energia é dada pela expressao

Ey=—JdNS? — gupHS.

(ii) A transformagao de Holstein-Primakoff, dada por
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em que a; e a} sao operadores bosonicos de criacao e aniquilacao, ¢ um dos

recursos conhecidos para transformar operadores de momento angular em
operadores bosonicos, que obedecem regras candnicas de comutacao.
Vamos restringir o problema a campo nulo (H = 0) e utilizar uma forma
linear da transformagao de Holstein-Primakoft,
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Nesse limite linear, a campo nulo, mostre que o hamiltoniano de Heisenberg
assume a forma

= ——JZ [ <aRaR+aR+5aR+5> +S<aRaR+5+aRaR+5>}

em que R designa um sitio da rede cristalina e 6 € um vizinho desse sitio R (e
estamos omitindo a notagao vetorial). Em particular, verifique o resultado
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que confere uma interpretacao sugestiva para o operador “nimero de exci-
~ t

tagoes™, a;a;.
(iii) Introduzindo uma transformacao de Fourier,
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b, = —— exp (igR) , b= — " exp (—igR) ,
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com condigoes periédicas de contorno, mostre que o hamiltoniano dessa
aproximacao linear, na auséncia de campo aplicado, é dado por

A
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em que a soma ¢ sobre a primeira zona de Brillouin, e
€q=2J5d —2JS (cosqy + ... + cos q3) = JS¢* + O (¢*) .

(iv) Nesse limite linear, mostre que a magnetizagao esponténea do sistema
é dada por
M. =Y (Sp)=NS-> (blp,),
R q

em que as médias sao canonicas e a soma é sobre a primeira zona de Brillouin.
Utilize esse resultado para obter uma forma assintética da magnetizagao
espontanea no limite de baixas temperaturas,
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Obtenha o prefator A e o expoente w. Compare o valor de w com resultados

experimentais para compostos ferromagnéticos.

3- Considere um gés de Bose diluido, a baixas temperaturas, incluindo
apenas colisoes bindrias com pequenas transferéncias de momento. Na rep-
resentacao de Fock, o hamiltoniano pode ser escrito na forma
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em que a constante g desempenha o papel de um pseudopotencial (e estamos
omitindo a notacao vetorial).



(i) A baixas temperaturas quase todas as particulas pertencem ao con-
densado. Vamos entao supor que N — N, << N, em que N é o nimero total
de particulas e N, é o niimero de particulas no condensado. Nessas condigoes
torna-se razodvel substituir os operadores af e a, pelo nimero v/N;. Man-
tendo apenas os termos dominantes, e descartando as interacoes que nao
envolvem o condensado, mostre que o termo de interacao desse hamiltoniano
¢ dado por

g
Hint = G {NOQ + 2N, % (azak + aT_ka,k> + N, % (aka,k + aLaT_k) } )

(ii) Nessa aproximacao o operador N,, associado ao nimero de particulas
pode ser escrito como
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Portando, dado o nimero N de particulas, é possivel eliminar N, do hamilto-
niano. Descartando termos de ordem superior, mostre que obtemos o “hamil-
toniano de Bogoliubov”,

1 1
H = §Vgn2 + 5 Z {(GZ + ng) <CLLCL]€ + aika_k> —+ ng <aka—k; + ala]:k>} :
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onde n = N/V e €} é o espectro de energia de quase particulas livres.
(iii) Diagonalize o hamiltoniano de Bogoliubov através da transformagao

A = U — ’Uk;OéT_k

T 1
Q. = Uy — Vg,

onde uy, e v sao fungoes reais e esfericamente simétricas do vetor k. Impondo
a condicao

up —vp =1,
mostre que essa transformacao é canonica, isto é, que preserva as regras de
comutacao de bdsons. Obtenha o hamiltoniano diagonalizado,

1 1 ] 1
H = §Vgn2 — 5 kz;éo (Ek +ng — Ek) + 5 kZ#OEk (OJLO{]C + ozikoz_k) ,



com o espectro de quase-particulas

B, = [(&f +ng)* - (ng)?]'"”.

(iv) Supondo que €, = h*k%/2m, esboce um gréfico de Ej;, em termos do
momento k. Mostre que E;, ~ k para k — 0 e que E;, ~ k? para k — oo.
Qual o significado fisico dessas formas assintéticas?

(v) Vamos agora discutir uma situacao ligeiramente mais complicada,
supondo que o pseudopotencial ¢ seja uma funcao esfericamente simétrica
do vetor de onda k. Os célculos podem ser facilmente refeitos, levando ao
mesmo resultado para Fj, com a substitui¢do de g por g (k). Vamos ainda
supor que g (k) tenda a um valor constante nos limites £k — 0 e k — oo.
Encontre uma forma de g (k) para que o espectro Ej, tenha um minimo em
ko # 0, como é observado experimentalmente, e que foi associado a existéncia
de quase-particulas denominadas rétons. Escreva uma expansao de Ej nas
vizinhancas de k,, até termos de segunda ordem, e calcule a contribuicao dos
rétons para a entropia e o calor especifico desse sistema (como foi feito em
trabalho pioneiro de Landau!!).

O espectro de energia do hélio 1T (superfluido) pode ser obtido através
de experiéncias de difracao de néutrons. Veja o trabalho cldssico de D. G.
Henshaw e A. D. B. Woods, “Modes of Atomic Motions in Liquid Helium by
Inelastic Scattering of Neutrons, Phys. Rev. 121, 1266 (1961), em particular
a figura 4.



