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Infroducao

®» Pesquisa Operacional;

®» Problemas de programacdo (linear, discreta, mistq,
ndo-linear) aparecem em larga escala na vida real e as
aplicacoes ocorrem nas mais diversas areas

» Modelagem de problemas e elaboracao de modelos.




Avula 6: Modelagem e Solugao
Grdfica




 Solucao factivel e regiao factivel

« Dado um problema:

Minimize ctx
Sujeito a: Ax = b
x =0

« Umasolucdo x = (x4, x,,...,x,) € dita factivel se satisfaz todas as
restricoes Ax = b,x =0

« O conjunto de todas as solucdes factiveis S = {x e R : Ax = b} €
chamado reqgido factivel




. Solucdo Otima

« Uma solucao particular x* = (x5, x5, ..., x,) de um problema
de otimizacdo de minimizacdo (min f(x) = ctx) & étima se:

f(x], x5, 0, xp) < f(xl,xz, ...,xn),v X = (X1,X3 w,Xn),

 Dado um problema de otimizacdo de maximizacdo (max f(x)
= ctx), uma solucdo particular x* = (x5, x5, ..., x3) € otima se:

f(x], x5, 0, Xp) = f(xl,xz, ...,xn),v X = (X1, X2 o) Xp),



Exemplo: Metodo Grdfico

Maximizar Flxq,x5) = x1 + 2%
Sujeito a: X1+x, < 4
X4 <2

X, < 3




o factivel
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Solucdo Grdafica — Regido factivel

S = {(x,, x,))tal que x, + x, =4, x, =<2, x, =<3, x, =20, x, =0}
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Resolucdo Grafica - Exemplo
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Interpretacdo Grdfica: Tipos de regido de
factibilidade

» A Regido de factibilidade pode ser limitada;

» A Regido de factibilidade pode ser ilimitada:




Exemplos:

S1 ={(xy,x,) tal que — x1 +4x, < 4,x,x, = 0}

So ={(x,x;) tal que —x; +4x, <4, x1 +x, <6, x,x, = 0}




« A Regido de factibilidade pode ser limitada:

1 T

11921 + 20 = 18

max 4z + xo
sujeito a : 9z + x9 < 18
3x1 + 22 < 12
I 2 0
i) > 0

T




- Interpretagcao Grdfica: Tipos de regido de factibilidade

A Regido de factibilidade pode ser ilimitada

\'
ry =0

\ xr=0 /

ITin 655 + 30y

sujeito a: 2oy + 3= 7T
311‘11 + 2.1‘1:' =49
Loy +0xp =1




Interpretacao Grdfica: Tipos de solugao
encontradas em um PPL

» Solucdo otima Unica: Se a solucdo 6tima é Unica, entdo
ela estd num ponto extremo (vértice).
=» Solucoes otimas alternativas (Multiplas solugoes otimas):

Note que Vf(x) € multiplo do gradiente de uma das
retas que definem o espaco de solucdo.

= Valor objetivo 6timo ilimitado: Neste caso a regido
factivel e o valor 6timo sdo ilimitados.

= Problema infactivel.



= Dado que o problema é de minimizagdo

Veértice otimo

v

Vértice 6timo

Regido de factibilidade limitada Regido de factibilidade ilimitada



- Dado que o problema é de minimizagdo

Multiplas solucoes 6timas

Multiplas soluctes dtimas

T

—_—

C

e

C
MUlnplas solucoes ofimas.

No’r que a regido e limitada e existem
dois erfices 6timos (¥ ).

Multiplas solucoes ofimas.
Note que aregido € ilimitada e
existem dois vértices otimos (¥ ).




« Dado que o problema é de
minimizagcao

Multiplas solugtes dtimas

A

Vértice c'>ﬁmg\A

«—— Raio otimo

S .

C

Note que aregido ¢ ilimitada, o valor da funcdo objetivo € limitado,
existe um vértice 6timo, porém o conjunto de solucoes otimas € ilimitado



- Dado que o problema é de minimizagdo




 Problema infactivel

1200z + 360022 > 800

1 405x; + 14802, < 100

minimize 3,892, + 5x9

sujeito a : 1200z, + 3600z, > 800
40521 + 148029 < 100
x1,22 2 0

0 0.05 01 0.15 02 0.2 03 035

04

0.45 05 055 06 065 m
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» Resumindo:
» O problema admite solucdo factivel?
» A solucdo determinada € facftivel?

» A solucdo € o0tima?
» O problema admite solucdo otima limitada®?
» A solucdo otima € Unica®?

» Observacao: A interpretacdo grdafica servird de apoio
para a compreensdo do método simplex.




« Teorema:

« Se um problema de ofimizacdo linear tem uma solu¢cdo
ofima, entdo existe um vértice ofimo.

« Observacado: A afirmacdo € verdadeira?

— se uma solucdo é otima, entdo ela € um vértice.




« Teorema:

« Se um problema de ofimizacdo linear tem uma solu¢cdo
ofima, entdo existe um vértice ofimo.

« Observacado: A afirmacdo € verdadeira?

— s€ uma solucéo e otima, entdo ela € um vértice.
Resposta: NAO!!!

« Se existir mais de um vértfice otimo, entdo toda
combinacdo convexa desses dois vertices serd uma
solucdo ofima.




« Conjuntos Convexos
 Geometricamente:

(O




« Conjuntos Convexos
 Geometricamente:

A

convexo NAO-CONVEXO convexo NAO CONVEXO convexo

« Um conjunto X ¢ R™ € convexo se para quaisquer x; € x, € Xe para
qualqguer A € [0,1] temos que Ax; + (1 - 1) x, € X.




« Conjuntos Convexos

A regido de factibilidade de um problema de programacado linear &€
convexa. A X2

X1,X2,X3,X4 = 0
211X +aX; + X3 =D;

/

\o
Ap1XqFaxX, + X4 =by

e OsconuntosS={xeRY :Ax=b}ouS={xeR}:Ax <b}ouS={xeRl}:
Ax = b} (denominados poliedros) sQo convexos.




Desigualdade ativa
Dizemos que uma desigualdade estd ativa se alx = b;

Na figura qguando x; = 0, entdo a desigualdade a,;x; + a;,x, < b; estd
ativa, isto é:

ai1X4 ~+ A12Xy = bl'
O conjunto {x € R? : a;;x; + a;,x, = b;} € denominado hiperplano.
O conjunto {x € R? : a;;x; + a;,x, < by} € denominado semi-espaco.

A
X2

X1,X2,X3,X4 =0
a11Xg+apXy + X3 =by

/

821)(1\-822)(2 + X4 =b,



« VERTICE

* ©spontos em azul sGo vértices

/

A regiao de factibilidade da Figura é:
Ax < b,x =0
A € R3*% b € R?, x € R?

-

T

« Existem 5 semi-espacos que definem a regido de factibilidade

« Em cada um dos vértices da figura existem duas restricoes ativas, ou

seja, dois hiperplanos (linearmente independentes) passando por eles.

- Portanto no R? dizemos que um ponto é um vértice se existem pelo

menos dois hiperplanos ativos em x.



 VERTICE no R"

« Seja o problema de programacdo linear dado por:

Minimize cixq + cyxy + -+ + cpxy,
SUJe”-O a. a11X1 + A12X + .- +a1n Xn < bl
aAr1Xq + aArrX- + .- +a2n Xn < b2

Xj > 0,] = 1,...,n
« Aregido de factibilidade € definida por m+ n semi-espacos.

« Entdo: Um ponto x € S = {x € R": Ax < b} € um vérlice se existem pelo

menos n hiperplanos ativos em x.




 VERTICE no R"

Dizemos que x € S = {x € R}: Ax < b} € um vértice de § se ndo existem dois
pontos distintos de x em S tal que x seja escrito como combinacdo
convexa destes pontos, i.e.,se x = Ax! + (1 -1)x?, com0< 1< 1, com x?,
x* € Sentdox = xt oux = x2

. mbrando que:

« Uma combinacdo convexa de k vetores do R”: x1, x?, ..., x* &
definida por:

X = /’llxl + ..._|_/’lkxk
k Li=1e2,>0,i=1,...k




- Vértice degenerado:

A

N

/ Solucdo degenerada

Considerando § = {x € RY}: Ax < b}

Se mais que n hiperplanos (ajx = b;) passam por um ponto x € S,
entdo este ponto € uma solucdo degenerada.




- Vértice degenerado:
« Exemplo:

Maximize x; + 3x,
sujeito a: x; +x, < 6

5x1+ x5, < 18
X4 <3
X, < 4
X1 =0
X, =0

= (2,4)

Vértice degenerado

T 1 T 1 ;
3 \4 | (\8



Exercicios

1) Considere o seguinte problema:
Minimizar f(x;, x;) = -X; = X,
Sujeito a: -X; + Xy < 2
2xX,-X, < 6
x; 20, x,20
d) Resolva o problema graficamente (isto €, desenhe a regido factivel e
a(s) solucdo(des) otima(s) ).
b) A solucdo x; =x, =0 & um vértice da regido factivel?
ldentifique todos os vértices da regido factivel.
c) Desenhe as solucoes x1=( )=(1 1) e x2=()=(5, 1).
Estas solucdoes sdo factiveise Por que?
d) Considere agora uma outra funcdo objetivo:
Minimizar f(x;, X;) = X;- X,
Verifique se a solucdo otima obftida no item (a) € tambéem
otima considerando esta nova funcdo objetivo.
H& multiplas solucoes ofimase Identifique no grdafico.




Exercicios

2. Considere o seguinte problema:
Minimizar f(x,, x;) = x; + X,

Sujeito a:

-X;+ Xy = 2

2X, =X, < 6

x; 20, x,20.

a)Resolva o problema graficamente.

b) Considere agora: Maximizar f(x;, x,) = Xx; + X, sujeito s mesmas
restricoes. O que mudou?

c) Construa uma nova funcado objetivo de modo que o problema tenha: i)
um segmento de solucdes otimas; i) uma semi-reta de solucdo otimas.

d) considere o problema do item (a) e inclua a terceira restricdo X, + X, <1.
Resolva o problema resultante
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