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Selecao Adversa

Resposta 1. Nessa economia temos um conjunto de agente © = {61, 62} indexados
por sua produtividade. As propor¢oes de agentes de cada tipo sdo A e (1 — A),
respectivamente. Um equilibrio competitivo é (©*, w*) tal que ©* = {6 : r(6) < w}
e w* = E[0]0 € ©*], ou seja, essa defini¢do de equilibrio exige uma consisténcia.
Na verdade, como ©* é funcao de w, podemos nos limitar a buscar equilibrios

variando apenas o suposto salario que o compoe. Temos que, como 0y > ro > 01 >

r1, definindo ©(w) = {6 : r(0) < w};

{91,92} , Se w 2 T2
O(w) =< {6:} ,8€ T9 > w > 11

0 ,8e ry > w.

'Definimos E[f : § € ©] = E[f], para © = ()



Entao temos que

M1+ (1 =Ny ,se w > ro;
E[0]0 € O(w)] = ¢ 6, ,8e T9 > w > T
M1+ (1 =Ny ,ser > w.

Emtao basta sabermos se existe w tal que w = E[0|0 € ©(w)].

Podemos ter um saldrio de equilibrio em 3 faixas:

a)

w > r9 = Nesse caso terfamos w* = \; + (1 — \)f2, mas note que é necessario

e suficiente para isso ser um equilibrio que

O — 1o

M1+ (1 =X >rg =A< ——.
1+ ( )02 > 1o (02— 61)

ro > w > r; = Nesse caso terfamos w®

= 61, mas note que é necessario e
suficiente que

ro > 0y > 11,
o que sabemos que valo por 0y > ro > 67 > rq.
r1 > w = Nesse caso w* = M + (1 — A)f2, o que caracteriza um equilibrio se

01 — 71

7’1>)\91+(1—)\)92:>)\> .
0y — 64

Sabemos que uma alocacao é eficiente de pareto se todos estao trabalhando.

@ . Nesse

Caso contrério, o individuo tipo 6; poderia trabalhar ganhando r; +
caso o trabalhador e a firma estariam melhores. Também podemos ver que,
uma vez que todos estao trabalhando, a nao ser que haja desperdicio todas as

alocagoes sao efcientes de pareto (a melhoria de um implica a piora de outros).

Resposta 2. a) Quando as firmas observam os tipos dos trabalhadores, o saldrio

pode ser contingente nessa varidvel. Entao o equilibrio competitivo sera ©* =



[00,01] e w*(ﬁ) =4.

b) Assim como no Exercicio acima, defina ©O(w) = {6 : r(0) < w} = {6 : 0 <

w + a}, ou seja

[0, 01] ,se w > 01 — «
O(w) =< [fo,w+a] ,seb; —a>w>0 —a
0 ,se 0 — a > w.

O que também gera, sabendo que a distribuicao é uniforme,

w ,sew > 01—«
B[00 € O(w)] = ¢ fotte 00 —a>w >0 —a
W ,se 0 — a > w.

O equilibrio competitivo, mais uma vez, pode ser de trés tipos:

i)

i)

Oo+61
2

w* > 01 — a = Nesse caso ha pooling total, e w* = , 0 que sé serd, um

equilibrio se

0 0 0 0
O; L 291—a:>a270; Ly

Isso significa que a outside option do melhor tipo tém que ser pior do que
se misturar com todos os agentes no mercado de trabalho. Nesse caso

O* = [0y, 1)

01 — a > w* > 60y — a = Nesse caso ha pooling parcial, e

. Bt uw +a
W= ——

5 = w" =0+ a.

Mas precisamos estar no intervalo [y — a, 01 — @),

01 — by

0Hh—a>w" >0)—a= >a>0

Entao, se a condi¢ao acima é valida, ©* = [[0p, 0y + 2a] e w* = Oy + « é



um equilibrio.

iii) fp — @ > w* = Nesse caso, mais uma vez, w* = %. Esse sera um
equilibrio se

0o + 01 Oy — 01
— = a<

Op — a > 5

<0,

o que nunca é valido, pois a > 0. Entao nao havera equilibrios desse tipo.

Resposta 3. Defina O(w) = {0 : r(0) < w} ={0:0 < w/r}. Assim,

— —

0,1] ysew >
0

O(w) = sw/r] yser>w >0

=

,se 0 > w

e usando o fato que a distribuicao é uniforme, temos que,

,sew > 1T

E0]6 € O(w)] = ,ser >w >0

NI N N[ —
= g

,se 0> w

Vamos analisar novamente trés casos:
i) w* =3 e ©* =0,1]. Esse caso ocorre se

>r>0

DN |

ii) Ha duas situagoes possiveis:
-wt = ‘5—: e ©* = [0,w*/r]. Esse caso ocorre se r = 1/2. Note que todo
w* € [0,1/2) é consistente com o equilibrio.
-w* =0e 0* = {0}. Note que toto 0 < r <’ é consistente com esse equilibrio.
No entanto, como hé apenas um conjunto de medida nula que se emprega,

desconsiderarei esse caso na resposta dos itens.



iii) w* = 5 e ©* = (. Esse caso ocorre se
- <0
o que é impossivel.
Vamos responder os itens analisando esse trés casos:

a) Vemos que sé hd equilibrio para r € (0,1/2]. Logo, para r > 1/2 nao ha

equilibrio.

b) Se r = 1/2, ha infinitos equilibrios. Para qualquer w* € [0,1/2], o equilibrio
serda (w*, [0,w*/r]) = (w*,[0,2w*]). O equilibrio que emprega o maior nimero

de pessoas ¢ (1/2,[0,1]).

¢) Ser < 1/2,hé um unico equilibrio competitivo, descrito no caso (3) : (1/2,[0,1]).

Resposta 4. Considere a fungao ¢(w) = E[f|r(0) < w]—w. Como E[f|r(f) < w] é

(
continua para w € [r(a),c0), ¢ é continua no mesmo intervalo. Se w = r(a), entao

¢(w) = a—r(a) > 0, por hipétese. Ainda, ¢(b) = E[0|r(0) <b]—b< E(d)—b < 0.

Logo pelo Teorema do Valor Intermediério, Jw’ € (r(a),b) tal que ¢(w’) = 0.

Resposta 5. Uma versao do problema da Netflix pode ser escrito como de escolher

os precos pr, pr, € qualidades g, qr, > 0 para resolver

max A(pg = qu) + (1 — N (pr — qr.)

sujeito a

u(qu,pu|H) > u(qr, pr|H)

u(qr,pr|L) > 0.



Pode ser verificado que qualquer contrato que é factivel nessa versao do problema

satisfaz a compatibilidade de participagao e incentivos para todos os tipos. Pode

ser mostrado que as duas desigualdades acima sdo ativas para qualquer solucao

Otima.

a)

Como A = 1— )\, precisamos maximizar py —qp+pr —qr, sujeito a 4,/qg —pg =

4./qr — pr e 3y/qr, — pr, = 0. Utilizamos as restrigoes para obter:

ra =495 — VaL pL = 3/qL

Substituindo na funcao objetivo nds obtemos

4/qu — 9 + 2v/91 — qL-

Essa fungao é claramente estritamente concava e é unicamente maximizada por

(qm,4r) = (4,1). Os pregos obtidos sao (pg,pr) = (7,3).

Agora a funcao objetivo é

o1 — am) + (o1 — 41) = 5 U4V — VAL — aar) + (3 — ),

)
= L4 — am) + (Vi ).

Onde substituimos as restrigbes como anteriormente. Por um lado, como a
funcao é decrescente em gy, fica claro que o 6timo é escolher ¢;, = 0. Por outro
lado, a qualidade 6tima para o tipo alto é dada por ¢y = 4 (isto é facil de
perceber a partir da CPO). Os pregos obtidos sao (pm,pr) = (8,0).

A intuicao é simples: como hé relativamente poucos consumidores consumidores
pobres, é melhor para a Netflix nao oferecer os servigos para esses consumidores
a fim de focar exclusivamente nos clientes que valoram mais o servico. Essa
estratigia permite a Netflix prover exatamente a mesma qualidade “premium”

CcOmo no caso anterior mas agora a um preco mais alto.



c) Para um A genérico, a fungao objetivo serd

Mpr —qu) +91 = XN)(pr —qr) = X4Vaqu — vVar —qu) + (1 =N (3var —qr),

A
AN4Van — qu) + (1= A) {(3 - 1—)\> Var — QL] :
Segue que a funcao se tornara decrescente em gy, se, e somente se,

A
-2 _<o.
31)\0

Essa condicao é equivalente a A > 3/4, entao A=3 /4.

Resposta 6. a) Caso a firma observe o tipo do agente antes de oferecer o con-
trato, ele sabera que o individuo aceitard qualquer coisa que o deixe melhor do
que o seu custo de oportunidade, i.e., pode implementar quaisquer (gq,t) tais
que

0iq —t > 0.

Entao ele escolherd o melhor entre eles, i.e.,
(¢F P tF'BYy ¢ argmaxt — C(q)
t,q20

s.a. 0q—t>0.

Entéo a alocagao de first-best (qZF B tf B )f\;l esté definida para cada 6* por,

C'(q") = 6"
f = 6P,
B’th)

b) Dizemos que uma alocagao (qu f\il satisfaz a restricdo de compatibili-



dade de incentivos se vale

Podemos ver que a alocagao first-best nao satisfaz (IC). Para ver isso considere

i€{1,...,N —1} qualquer. Como C’(0) = 0 sabemos que g2

77 >0, entao

i+1 FB FB i FB FB _ n _ pi+l FB FB
91+1>92

Considere mais uma vez i € {1,..., N — 1}. Entao sabemos, por (IC), que
0 i1 — tis1 > 07 g — i = 07 (g — @) > ti1 — L
0'qi — ti > 0'qiy1 — tiv1 = 0" (qi1 — @) < tig1 — s,
o que implica

(O =0 (git1 — @) > 0 (giy1 — ) > 0.

Da equacao Gi(qiﬂ — q;) < tiy1 — t; podemos notar também que t;11 > t;.

Como isso vale para i qualquer, esta provado.

Considere uma alocacao (qi,ti)ij\il crescente tal que, para todo i, o individuo

1 + 1 nao quer se passar pelo individuo 4, i.e., vale
0 qiy1 —tiy1 >0 g —t;,Vie {1,...,N —1}. (IC")

Note que (IC) implica (IC’), uma vez que esse é um subgrupo das restrigoes de
compatibilidade de incentivos. A ideia é notarmos que esse subgrupo, junta-
mente com a alocag@o ser crescente, sao também suficientes para compatibili-

dade de incentivos.



Entao considere j > i qualquer (sem perda de generalidade). Entao podemos

escrever j =1 + n. Entao
n—1
0" " i — tign = 0" g — ti + Z [0 (i1 = Qipnr) = (Fipnrpr — i)

n/=0

Como todos os elementos multiplicando #'s sdo positivos, e 77 > §i+7'+1 para

n €{0,...,n—1},

n—1

0" i pn—tign > 9i+nQi_ti+Z [GHH @ipn1 = Qi) = (binr1 — tH—n’)} > 0" " gi—t,

n’=0

ja que (IC’) implica que cada termo da soma é positivo. Entao ja vemos que
nenhum individuo quererd se passar por alguém com parametro menor.
Agora precisamos checar se o individuo 7 nao tem incentivos para se passar por

1+ n, entao vejamos. Acabamos de ver que
0" G — tinn > 0" g — t;.
Suponha que essa restrigao esteja ativa (na igualdade), entao
0" Qi — tisn = 0"qi — i © 07 (qign — @) = tign — ti.

Entao os individuos também nao possuem incentivos para se passarem por
alguém com parametro maior.
e f) Dizemos que uma alocacao (g;, ti)fil satisfaz as restri¢oes de participacao,

ou de racionalidade individual, se

0'q;—t; >0,¥ie{l,...,N}. (IR)



Agora suponha que, para (g;, ;)Y , vale (IC) e que
0'qr —t1 > 0.

Considere entao um individuo ¢ qualquer, das restrigoes de compatibilidade de

incentivos temos que
0'qi—ti > 0'qp —t1 > 0'qy — 11 > 0.

Entao vale a racionalidade individual para todos os individuos.

Agora, queremos provar que, no 6timo first-best, as restricbes de compatibi-
lidade de incentivos de ¢ + 1 se passando por ¢ serao ativas, para todo t.
Imagine que ndo, entdo considere uma alocagdo (g;,t;)Y, que satisfaz (IC) e

]

(IR),, e que para algum 1,

0" i1 — tir > 0 g — t;

Tome um e > 0 suficientemente pequeno para que a desigualdade acima ainda
seja verdadeira com tarifa ¢;4; +¢. Entao considere uma alocagao (g, fi)f\; tal
que (G)N, = ()N, t; =t; paraj<iet; =tj+¢c paraj > i+ 1. Claramente
essa alocacao gera ganhos maiores para a firma, agora basta vermos se ela

satisfaz (IC) e (IR). Primeiramente note que para j > i+ 1
07 gja — i > 0 g — by = 07 g — (g +e) > 07 g — (8 + 2),

entao na nova alocagdo ninguém tem incentivos a se passar pelo tipo logo

abaixo?.

2Veja que o ganho desse mesmo tipo de desvio para individuos j < i ficou inalterado
pois a alocagao estd inalterada para esse agentes. Para o individuo ¢ + 1 ainda nao ha
desvio pela definigao de e.

10



Também ¢é verdade que, para j > i+ 1,
0q; —t; > 0 qjp1 —tj & 07q; — (t+e) > 0 gj1 — (1 + ),

entao na nova alocacao ninguém tem incentivos a se passar pelo tipo logo acima.
Pelo mesmo argumento apresentado no item (d) a compatibilidade de incentivos
entre tipos “vizinhos” se estende para (IC). Como a alocacao do tipo ' ficou
inalterada sua restricao de participagao continua valendo. Pela primeira parte

desse item entdo vemos que a nova alocacao satisfaz (IR).

Resposta 7. Temos que um equilibrio competitivo é um par (w*, ©*) tal que
O*={0:r0) <w*}ew* = FE[fO € O

a) Defina O(w) ={0:7(0) <w*} ={0:0 <w+ 1} Assim,

7
[1,2] 8w > g
Ow) =19 [LLw+1i] ,sel>w>3
0 se 3>

Lembrando agora que

= [ 0500 e P(O(w)) >0
E[6]0 € O(w)] =¢ ,se O(w) = {0'}
= E(0) se O(w) =0

e usando o fato que a distribuicao é uniforme, temos que,

% ,sewzg
5
Eff €)= T4 sel>w>3
3 se 3>

11



Temos entao trés casos:

i) w* =3 e ©* =[1,2]. Esse caso ocorre apenas se

w" > - =1,75, —«

—_
ot
Il
\
Il
NN

i) w* = % e ©* = (). Esse caso ocorre apenas se

Assim, o equilibrio é {w*,©*} = {%, [1, %] }

b) Defina ©O(w) = {0 :7(0) <w} ={0:0> 9 —w}. Assim,

1, 2] ,8€ w > %
O(w) = [%—w,Q] ,se%>w2%
0 ,se 3 > w
Vamos analisar novamente trés casos:
i) w* =3 e ©* =[1,2]. Esse caso ocorre se
3 5
1,b==-=w">-=1,25
2 — 4

. w
i) w* =45— = w" = % e O = [%,2]. Esse caso ocorre se

>w*:1—7>

—,
12 = 4’

| Ot

12



iif) w* = 3 e ©* = (). Esse caso ocorre se

Assim, o equilibrio ¢ {w*,0*} = {2,[1,2]}.

¢) Supondo as produtividades observéveis, as empresas podem desenhar um con-
trato para cada tipo. Neste caso, terfamos w(f) = 6.
Observe que no primeiro caso temos que r(#) < 0,V6. Sendo assim, a alocacao
Pareto-6tima sera todos os trabalhadores empregados, isto é, Opp = [1,2] e
wpo(f) =0,Y60 € O.
No segundo caso temos que r(#) > 6,V0 € [1, g) er(d) <0,v0 € (%, 2]. Deste

%,2] e wpo = 0,V0 € O.

modo, a alocagao Pareto-6tima serda ©pp = [
Com isso, podemos notar que em ambos os casos as alocagoes de equilibrio
sao diferentes das alocagbes Pareto-6timas. No primeiro caso, com a fungao r
crescente nos tipos, temos menos gente trabalhando em equilibrio do que na
alocacao eficiente de Pareto. Ja no segundo caso, com a funcao r decrescente

nos tipos, a situacao, se inverte, temos mais gente trabalhando em equilibrio

do que na alocacao eficiente de Pareto.

Resposta 8. a) Como 6 é observével, pregos podem variar de acordo com 6. O

preco de equilibrio para o tipo 8 deve satisfazer:
0 x0+4(1—0)pf) =rK = 2500.

Entao,
~ 2500

p0)=1—4

Dada essa precificagdo, o tipo 0 ird encontrar o aluguem 6timo se, e somente

13



O(v—0)+(1—0)(v—p(0)) = v—(1—0)p(H) = 6000—2500 = 3500 > 3500(1—6).

Como 6 € (0,1), essa equagao vale para todos os tipos. Isso significa que
todos os tipos alugam. Como nao ha assimetria de informacao, o resultado

serd plenamente eficiente.

Agora o preco de aluguel p nao pode depender de 6. Seja g¢ a probabilidade
média de dar calote daqueles inquilinos que aceitam os contratos. A condicao

de equilibrio para os dono sera
0° x 0+ (1 — 0°)p = rK = 2500.

Entao,
2500

1—6e

p=

Dado esse preco, o tipo 6 ird achar 6timo alugar um apartamento se, e somente

se,

1-0
> > 3500(1 — 6).

O(v—0)+ (1 —0)(v —p) = 6000 — 2500 <
Isso é equivalente a

. 6000(1—6° 5xf°
3500(1 — 0°) + 2500 5+ 7(1 — 6e

0>1 =0,

onde 6 é o tipo marginal que é indiferente entre alugar ou nao. Assim, a

probabilidade média de dar calote de equilibrio é:

14



Isso é equivalente a
(20° = 1)(5+7(1 — 0°)) = 5 x 6°.

A solugao relevante para essa equacao quadrética é ¢ = 6/7 (a outra é ¢ = 1).
Isso implica que apenas tipos 6 > 6=>5 /7 irao alugar e eles o fazem a um preco
de equilibrio p = 2500/(1 — 6/7) = 17500%

Esse resultado é claramente nao eficiente ja que apenas inquilinos ruins alugam
dado os precos serem altissimos induzindo um problema de sele¢ao adversa.
Note que uma alternativa rapida a solucao “sequencial” apresentada acima é

resolver o sistema a seguir simultaneamete:
(1—6%p =2500 6000 — (1 —0)p=23500(1—0) 20°=80+1,

onde a primeira equacao é a condigao de equilibrio para as firmas, a segunda a
condicao de equilibrio para o tipo marginal e a terceira é a consisténcia entre
a probabilidade marginal de dar calote e a probabilidade média de dar calote

entre aqueles que alugam.

Resposta 9. a) Se ambas firmas investem, o valor das mesmas passa a ser o seu
valor inicial mais o retorno do projeto (ndo dé desconto), i.e., V/ = 50+30 = 80
e V{; = 100 4+ 30 = 130. Se os investidores acreditam que ambos os tipos
investem (pooling), o valor esperado das firmas é 130 x 0,1 + 80 x 0,9 =85 e
logo a fracao 20/85 deve ser vendida. Nessa caso, os shareholders iniciais da
melhor firma obterao (65/85) x 130 = 99,41 < 100, de modo que a decisao
de fazer o projeto nao é razoavel para eles. Ja os shareholders iniciais da pior
firma obterao (65/85) x 80 = 61,17 > 50, de modo que a decisdo de fazer o
projeto é razoavel para eles. Dessa forma, fica claro que essas crengas nao sao

razoaveis, pois apenas a pior firma decidiria fazer o projeto, e nao ambas.

b) Se os investidores acreditam que apenas a pior firma investe, o valor esperado

15



das firmas é 80 e logo a fracao 20/80 deve ser vendida. Nesse caso, os sharehol-
ders iniciais da melhor firma obterao (60/80) x 130 = 97,5 < 100, de modo
que a decisao de fazer o projeto nao é razoavel para eles. Ja os shareholders
iniciais da pior firma obterao (60/80)80 = 60 > 50, de modo que a decisao de
fazer o projeto é razoavel para eles. Dessa forma, fica claro que essas crencas

sao razoaveis, pois apenas a pior firma decidiria fazer o projeto.

¢) A campanha publicitdria cumprird o mesmo papel da educacao no Modelo de
Spence, pois servira apenas como uma maneira da melhor firma sinalizar seu
tipo, nao tendo nenhuma influéncia no retorno do projeto. Vamos definir o
equilibrio. Considere aqui V = {V7,Vy}, VL = 50 e Vi = 100, o conjunto de

tipos e K = R o conjunto de possiveis gastos com a campanha publicitaria.

Definigao 1. Um equilibrio Bayesiano perfeito (EBP) desse jogo de sinaliza¢do
é um perfil de estratégias (K*(.),V*(.)), com K* >V ={V, Vg} - K=R,
e V*: K=R; — Ry, e uma fungao de crenga dada por p: K =R, — [0,1],

tais que:

i) w(K) € a probabilidade da firma com nivel de gastos em publicidade K ser
do tipo alto, obtida da estratégia dos shareholders iniciais pela regra de
Bayes (atualizagao Bayesiana) sempre que possivel (ou seja, para K*(Vp)

e K*(Vi));

it) Restrigao de participagdo

20
1- Vi - K*(Vi) 2V, i=HL;
V*(K*(Vi))%—BO—K*(Vi)}( T -KA V)2V,

i11) O nivel de gastos em publicidade K*(.) é dtimo para cada agente, i.e.,

20
K*(V;) € argmax

1— Vi+30—K), i=H,L:
720 [ V*(K)+30—K]( ) i

iv) (Eq. de Nash do subjogo simultaneo entre os investidores): para todo

16



VHE) = p(K)Vi + [1 — p(K)]VL

Queremos encontrar equilibrios separadores, i.e., K*(V) # K*(Vi). Nesse
caso, p(K*(Vy)) =0 e p(K*(Vy)) = 1, de modo que V*(K*(VL)) = VL e
VA(K*(Vi)) = V.

Lema 1. Hd um equilibrio separador com gastos de publicidade K* (Vi) e

K*(VL) se, e somente se,

K*(Vp)=0
(1)
1- 20 Vi + 30— K*(Vg)] >V,
Vir +30 — K (Vi) | Ha =
(2)
1 20 VL +30— K*(VL)] >V,
Vo +30—K*(vp) | " L=
(3)
20 20
1-— - K* > 11—
{ Vi + 30 — K*(VH)] Vi +30 Vi)l = { Vi + 30] (Via+30)
(4)
20 20
1- > |1- —K*
[ Vi + 30} (Ve +30) 2 [ Vi + 30 — K*(VH)} Vi 4 30-K7(Vir)]
(5)
Demonstracao. O mesmo raciocinio da do Lema 2. ]

Logo, de (2) seque que:

110 — K*(Viy) > 100 < K* (V) < 10

17



De (5) seque que:

20

>
00 = 1= o T v

80 — K*(Vy)] © 8,21 < K*(Vy) < 121,79

Ainda, (2) e (4) sempre valem. Assim, hd equilibrios separadores com
gastos com publicidade para a melhor firma em todo o intervalo [8, 21;
10]. Isso acontece pois a sinalizagdo, mesmo sendo um gasto que nao
altera o retorno do projeto, faz com que uma fatia menor da melhor firma
seja vendida. Ou seja, os acionistas iniciais da melhor firma perdem com o

gasto de publicidade, mas ficam com uma participacdo maior na empresa.
Resposta 10. a) Sob informagao completa o problema do monopolista é

max t— cq®/2
t.q

s.a. 0g—t>0
Claramente a restricao exige que t = fq.

O (g Y % 0= g 0/c, t=0%

R — Cc— = C = C, — &

dq q 9 q q

b) Suponha que tenhamos um mecanismo onde o tipo # compre quantidade ¢ a
uma tarifa ¢ e o tipo # compre a quantidade ¢ a uma tarifa ¢.

O problema do monopolista é

sa. Og—t>0 (IR1)
0g—t>0 (IR2)
g —t>0q —t (1C1)
0g—t>0q—t (IC2)



Juntos, IR1 e IC2 implicam IR2 como 0 — t > 7g —t>0q—

|+

> 0. Iremos
ignorar a restrigao IC1 também por enquanto e mostrar que ela é satisfeita pela
solucao do problema sem ela.

Da restricao IR1, t = fq.

Da restrigao 102, t =t + 0(q — q) = 0g + 6(7 — q).

Substituindo na funcao objetivo, temos

¢ - 7
max p <9q - c2> +p <9q+ 0(q—q) — c2>

As condigoes de primeira ordem diferenciando em relacao a g e g sao
50 — peqg = 0
eQQ—ch—i-ﬁQ—ﬁé:O

Da primeira vemos

Da segunda temos

g:

Finalmente verificamos que a restricao IC1 que ignoramos é de fato satisfeita.

Como IC2 vale com igualdade,

Como q > ¢, temos

assim 0q —t > 07 — t como desejado.

A utilidade do comprador tipo 8 é 0.
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A utilidade do comprador tipo 0 é

Se o consumidor compra a tecnologia alternativa, ele entdao escolhe

2

_q
0g —c— — f.
max Oq 02
Isso resulta
qg=106/¢c
u=0%/2¢— f

Dada a tarifa do item (b) com f < §2/2¢—S, o tipo @ prefere produzir ele mesmo
a comprar a cesta que o monopolista oferece o que lhe da utilidade S. Assim
apenas consumidores do tipo 6 irdao comprar do monopolista. Claramente o
monopolista poderia se dar melhor se ele puder vender para os tipos 6 com
outra tarifa.

No problema de maximizagao, devemos adicionar agora outra restricao,

Yl
i)
|
|
vV

—f (IR27)

l\’)‘ {)
Ql N

Suponha inicialmente que f é de tal forma que a restricao somente é ativa para
o problema original, i.e.
6)2

Como f é decrescente, o monopolista deve satisfazer IR2’ ao aumentar g ou ao
decrescer . Qualquer mudanca na qual tenha mesmo efeito em 67 — £ tenha o
mesmo efeito sobre os lucros. Cada um tem o mesmo custo marginal cg = . Por
causa do efeito de segunda ordem, o monopolista inicialmente prefere diminuir

t. Entretanto, eventualmente isto iria fazer com que a restricao IC1 é ativa
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quando o consumidor do tipo baixo 6 acha a cesta do tipo alto 8 mais atrativo.
Nesse ponto, aumentar ¢ ao invés de diminuir ¢ tem menos efeito na restricao

IC1 e é preferivel.

Resposta 11. a) Como sempre, irp =0, 0, =0, =0e Wy =0 =2. iy é

b)

solucao para 0y = c(ty,01), assim t = /2/3.

Um contrato do tipo pooling juntando os dois tipos deve pagar ao menos
O — C(iH, QH) + C(O, 9H) = 4/3

para assegurar que os agente do tipo alto irdo sinalizar. J4 que E{0} =1 < 4/3,

oferecer esse contrato nao é 6timo para a firma.

Precisamos mostrar que nenhum par de contratos alternativo pode prover um
lucro positivo. Qualquer desvio lucrativo é fracamente dominado por um par

de contratos que pagam

wy = 0 — c(ty,0y) + c(t,0g) = 4/3 +
para o tipo alto e

wy, = wy — c(t,0) + c(tr,0r) = 4/3 — 2t2

para o tipo baixo, onde t € (0,%z) é a complexidade da funcdo designada para

o tipo alto no desvio. Em qualquer desses contratos, a firma ira lucrar

1 1 1 4 1/2 1
Lo Lo _ (o2 _2 (c_p\oip_ L
2(9[, wL)—|—2(9H wH) 2 (t 3>+2<3 t> 2t 3

Como t < ty = V/2/3, a firma que desviar desse contrato nao obterd lucro

maior que

1, 1
i N

5 3 =0.

Wl

1
3
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Como nao ha desvio lucrativo, o menu de contratos original forma um SPNE.

Resposta 12. a) ¢(0,0) = 0, cec(e,0) = 2¢/0 > OVe > 0, cee(e,0) = 2/6 > 0,
cole,0) = —e2/6? < Ve > 0 e cey(e,0) = —2¢/6? < OVe > 0. A condicio
cep(e,0) < OVe > 0 gera a single-crossing property. Lembre que u(w,eld) =
w —c(e, 0). Tome um par (é,%) € R% no plano onde o saldrio ¢ medido no eixo
das ordenadas e o nivel de educacao é medido no eixo das abscissas. Entao,

usando o teorema da funcao implicita:

d Ou
aw =9 — ¢ (e,0) >0, Ye>0
de o Qu
u(w,e|d)=u(é,w|0) dw
Como cey(e, 0) < 0Ve > 0
d d
d—w > d—w ,Ve >0
€ lu(w,e|l)=u(e,b|1) € lu(w,e|2)=u(e,w|2)

Desse modo, Ve > 0, a inclinagdo da curva de indiferencga dos trabalhadores do
melhor tipo é menor do que a inclinacao da curva de indiferenga dos trabalha-

dores do pior tipo, e as curvas s6 se cruzam no par (é,w).

b) Temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 2. Um equilibrio Bayesiano perfeito (EBP) desse jogo de sinaliza¢do
é um perfil de estratégias (e*(.),w*(.)), com e* : © = {0.,0g} - E =Ry e
w*: E =Ry — Ry, e uma funcao crenca dada por pn: E =Ry — [0,1], tais

que:

i) wu(e) é a probabilidade do trabalhador com nivel de educagao e ter produti-
vidade alta, obtida da estratégia do trabalhador pela regra de Bayes (Atu-

alizag¢do Bayesiana) sempre que possivel (ou seja, para €*(0r1) e €*(0x));
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it) O nivel de educagao e*(.) é dtimo para cada agente, i.e.,

62

e*(0) € argmaxw”(e) — —;
e>0 0

i11) (Eq. de Nash do subjogo simultineo entre as firmas): para todo e > 0,

w*(e) = p(e)0m + [1 — pu(e))fr

Em um equilibrio agregador os dois tipos escolhem o mesmo nivel de educacao
ie., e () = e*(0) = e*. Como as crencas sdo derivadas corretamente da

estratégia do trabalhador e da Regra de Bayes (se possivel), temos que:

P(e*|0n)P(0n) _ 1.P(0n)

@ 10m)POx) + P(e16r)P () ~ LP(@m) + LP(#r)

we) = POnle’) = 5

Por (iii), temos que w*(e*) = FE(6). Para outros niveis de educacao e # e*,

sabemos apenas que 0, < w*(e) < 6y, dado que u(e) € [0,1].

Lema 2. Hd um equilibrio agregador com nivel de educacdo e* se, e somente
se,
*2

N+ (1= N0+ L= >0, (6)
L

Demonstragdo. (=) Lembre que o trabalhador do tipo baixo sempre pode esco-
lher e = 0. Como w*(e) > O Ve, o trabalhador do tipo baixo obterd no minimo
utilidade 67, se escolher nao se educar. Por (ii), se temos um equilibrio agre-
gador, entao (1) deve valer. (<) Suponha que vale (1). Considere a seguinte

crenca e o seguinte programa salarial

A ,see=c¢" E) ,see=c¢e*

0 ,see#e* 0r, ,se e #£ e*
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Assim, é 6timo para o tipo baixo escolher e*. Ainda, como

*2 *2
M+ (1= N0, — S >N+ (1 -\, — &
O 0L
vemos que e* também é étimo para o tipo alto. O

Usando o lema 1, vemos que os niveis educadionais para os quais existe um

equilibrio agregador devem satisfazer:
N+1-A—e?>1ae 0,V

Em todos os equilibrio agregadores os trabalhadores recebem FE(f). Dessa

forma, um equilibrio em que e* = 0 Pareto domina os demais.

Agora os trabalhadores escolhem niveis educacionais distintos, e*(6) # e*(0r).
Usando o mesmo raciocinio do item anterior, vemos que u(e*(fr)) = 0 e

w(e*(0r)) = 1, de modo que w*(e*(6r)) = 0, e w*(e*(0n)) = On.

Lema 3. Hd um equilibrio separador com niveis de educacdio e*(0p) e €*(0r)

se, e somente se,
———ee"(0)=0 (7)

Demonstragao. (=) Considere um equilibrio separador qualquer. Novamente,
um trabalhador tipo baixo obterd no minimo utilidade 8, se escolher nao se

educar. Logo, por (ii)

* 2
GL—MZHLée*(GL):O
0L

Segue que e(ﬁH) > 0. Mas o trabalhador do tipo alto também pode escolher
nao se educar, obtendo no minimo 6y de utilidade, e a primeira desigualdade

deve valer, por (ii). A segunda desigualdade segue novamente de (ii) aplicada
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ao tipo baixo. (<) Suponha que vale (2). Considere a seguinte crenga e o

seguinte programa salarial

1 ,see=¢€*(0g) i Oy ,see=e*(0n)
ule) = e w*(e) =
0 ,see#e*(fn) 0 ,see# e (0n)
Segue trivialmente de (2) que (u(.), w*(.),e* (@) > 0,e*(01)) = 0 é um equilibrio

separador. O

Usando o lema 2, vemos que os niveis educacionais para o tipo alto, e*(2), para

0s quais existe um equilibrio separador devem satisfazer:

>1>2-¢"(2)% < e (0y) € [1,V2]

Em todos os equilibrios separadores os trabalhadores do tipo baixo tém utili-
dade 0, e os trabalhadores do tipo alto recebem #r. Desse modo, fica clardo

um equilibrio separador em que e*(2) = 1 Pareto domina os demais.

Quando nao ha sinalizacao e r(8r) = r(fx) = 0, o tnico equilibrio competitivo
ocorre com w* = E(0) e © = {0,0p}. Desse modo a utilidade do trabalhador
do tipo alto é E(8) —0/2 = E(#) =2\ + 1 — X = A+ 1. No melhor equilibrio
separador (no sentido de Pareto), o trabalhador do tipo mais alto tem utilidade
2 —1/2 =3/2. Assim para que os trabalhadores mais produtivos estejam pior

com sinalizacao do que quanto a sinalizacdo nao é possivel devemos ter

A+1>3/26A>1/2

Resposta 13. Hipoteses:
Tipos (qualidades): § € {L,H} onde Pr(f=L)=1—Xe Pr(0 =H)= A

Valoragao do comprador (principal): V € {Vg, Vg}.

Custo do vendedor (agente):c € {cr,cu}.
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Vg >p>Vy >cp >cr

Utilidade esperada (neutra ao risco): U = A\Vy + (1 — \)V,

a) Sob qualidade nao observével, o consumidor escolhe comprar se:

U=AVg+(1-=\NVy > p.

b) O vendedor do tipo # = H gasta A > 0 em marketing para sinalizar qualidade

maior.

— Suponha por contradicdo que existe um equilibrio separador, ou seja,
Ap # Apg e o consumidor distingue exatamente o tipo de produto (i.e.,
w(@ = H|Apg) = 1). = consumidor compra somente § = H, pois

VH>p>VL.

— Os lucros nesse caso sao:
g =p—cg—A>0,

mr, = 0.

— Note que existe desvio lucrativo para 6 = L, pois se A, = Ap:

mp=p—c—A>p—cyg—A>0.
— Contradicao com este ser um PBE.

— O problema nessa questao esta ligado a violacao da condigao de single-
crossing que exige o custo do sinal seja maior para § = L em nivel e na
margem. Nesse caso, como ¢y > cr, a firma tipo § = L tem espago
orcamentario para copiar qualquer estratégia de sinalizacao da firma 6 =

H.

Resposta 14. a) Firmas pagam um salario igual a produtividade esperada: w(e) =
E(f|e). Para os niveis de educacao de equilibrio, esse esperanca é determinada
pela regra de Bayes. Para os niveis de educagao fora do equilibrio possuimos

certa liberdade para especificar as crengas (o que faremos no final).
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Passando para os trabalhadores, como é usual, os de tipo mais baixo nao ad-

quirem educagao: é;, = 0. Entao, encontramos ej; que satisfaz

9]\/[ - c(eM, 9L) = HL — C(@L, 9[,)

Isso resulta em

& = 0r(0r — 01).
A seguir, vamos encontrar ey para satisfazer
O — clem,Or) = Opr — clear, Onr)-
Isso resulta em
é% = &2 + 00 (0 —0nr) =00 (0ar — O1) + 001 (0 — O1r).

Finalmente, podemos usar as crengas a seguir (representadas por produtividade
esperada):
0, 0<e<eéy
E(fle) = O e <e<égy

Og e>égy.
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b) Crengas admissiveis induzem uma produtividade esperada que satisfaga

0p <E(fle) <min{ 0y +c(e,00) ,0m — c(én,Om)+cle,00m),0m}

Restricao do tipo baixo Restricao do tipo médio

para todo e > 0. E claro que a atualizagdo Bayesiana e o fato que estamos
procurando equilibrio separador implica que E(6|ér) = 01, E(f|én) = Opr €

E(0|éx) = 0.

figura2.PNG

¢) E claro que w(e) = E(fe). Iremos focar no melhor PBE juntando os tipos baixo
e médio, de modo que tanto 0 quanto #p; escolham ép = 0, enquanto o tipo
O escolha éy > 0. Como consequéncia, w(0) = (6 + Or)/2 e w(éy) = Op.
Para evitar que o tipo médio tenha incentivos a se passar por tipo alto, éx deve
satisfazer w(0) — ¢(0,0n7) = O — c(ém,0pr). Isto é, éfq =0y <0H — %).
As crengas devem induzir uma fungao de saldrio dentro do conjunto [0r,0x] e
abaixo da curva de indiferenca do tipo médio (os tipos baixo e alto nunca sao

um problema sozinhos nesse PBE).

figura3.PNG

d) Agora o tipo baixo escolhe é;, = 0, enquanto tipos 0y; e 0y escolhem ép >
0. Assim, devemos ter que w(0) = 61, e w(ép) = (O + 01)/2. O nivel de
educacao ép deve ser tal que o tipo baixo nao tenha incentivo para imitar

o comportamento do conjunto de tipos médio e alto. Isto é assegurado pela
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condigao

w(0) — ¢(0,6r) = w(ép) — c(ép,0r)
e é equivalente a

0 0
S <M+H_9L>.
2
Note que estamos focando no melhor PBE juntando os tipos médio e alto.
As crengas devem induzir uma fungao de saldrio dentro do conjunto [0r,0x] e

abaixo da curva de indiferenca dos tipos baixo e alto (o tipo médio nunca é um

problema sozinho nesse PBE).

figura4.PNG

Resposta 15. a) Suponha que as firmas possam observar § e condicionar seus

contratos a cada tipo: contrato (wr,t) somente para os tipos 67, e contrato

(wg, ty) somente para os tipos 0.

Proposicao 1. Em todo ENPS com produtividade observdvel, as firmas ofere-

cem o menu de contratos {(0r,0), (6x,0)}, onde:

— (01,0) € o contrato para os trabalhadores 0r,

~ (0m,0) € o contrato para os trabalhadores 0

e cada individuo 6; aceita o contrado (0;,0) e as firmas tem lucro zero.

Lema 4. Em qualquer equilibrio, agregador ou separador, ambas firmas devem

ter lucro zero.

Demonstracao.
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— Sejam (wpg,tg) e (wr,tr) os contratos escolhidos pelos trabalhadores res-

pectivos (podem ser iguais).
— Suponha que o lucro agregado das duas firmas seja 7 > 0.
— Logo uma delas estd lucrando no maximo /2.

— Considere o seguinte desvio dessa firma no qual ela oferece

{(wg + €,tg), (wr +€,tr)},e> 0.

— O contrato (wy, + €,t7) ird atrair todos os trabalhadores do tipo 0 e o

contrato (wy + €,ty) ird atrair todos os trabalhadores do tipo 0.

— Note que como o tipo 6; inicialmente preferia o contrato tipo (w;,t;) ao
(wj,t;) ndés temos que w; — c(t;, 0;) > w; —c(t},6;) e, portanto, (w; + €) —
c(ti, 0;) > (wj + €) — c(tj,0;).

— Como € pode ser arbitrariamente pequeno, esse desvio fornece a firma
um lucro arbitrariamente préximo de m, entdo a firma tem um desvio

lucrativo.
— Logo, devemos ter w < 0.
— Como nenhuma firma pode ter prejuizo em equilibrio (ela pode ter sempre

lucro zero nao oferecendo nenhum contrato)= 7 = 0.

Lema 5. Nao existe equilibrio agregador.
Demonstracao.

— Suponha que haja equilibrio agregador (w’,¢F).

— Pelo lema acima ele se encontra na pooled breakeven line w? = FE(6)

(lucro zero).

— Suponha que a firma j esteja oferecendo (w”,tF).
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— Entao a firma k # j tem um desvio que lhe d4 lucro positivo.
Ela oferece um tinico contrato (,%) que se encontra em algum lugar da

area sombreada da figura abaixo e tem w < 0.

— Esse contrato atrai todos os trabalhadores do tipo #y e nenhum do tipo

01, que preferem (w’,t7) a (w,1).

— Além disso, como @ < fp, a firma k tem lucro estritamente positivo desse

contrato.

figurab.PNG

¢) Em qualquer ENPS do modelo de triagem:

— os trabalhadores menos produtivos aceitam o contrato (6r,0);

— os trbalahadores mais produtivos aceitam o contrato (ff,%z), onde 0 —

C(fH, GL) = HL-

figura6 .PNG

Resposta 16. e Funcao de payoff do trabalhador: ui(as,as,0) = as — %
e Funcdo de payoff da firma: us(ay,az,6) = —(az — 0)?

a) Quando a informacao é completa a firma observa perfeitamente a produtividade
do trabalhador e oferece um salario as(0) = 0,a2(0") = 0’ < az(6") = 0".

Assim, como o trabalhador do tipo § maximiza u(ai,6,60) = 6 — % em relacao

aaj:a()=0
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b)

figura?.PNG

Em um equilibrio separador, o trabalhador de baixa produtividade revela se
tipo entao recebe um saldrio igual a ¢’. Ele entao deve escolher a; = 0, o nivel
de educacdao que minimiza se custo privado, dado que ele serd corretamente
identificado no equilibrio.

Seja a! a acao de equilibrio do tipo #”. Para que (a] = 0, a/) seja parte de um

equilibrio separador, deve valer que o tipo 6’ ndo prefere af a a}:

0/ 9_0/>9// a‘711/<:> /l>9/(91/ 0/)
A T

Similarmente, o tipo 6” nao pode preferir a} = 0 a af:

"
g _ % >0 o a/1/ < 9//(0// . 9/).

Assim, uma condigao necessdria para que o equilibrio separador exista é 6'(6” —
9 < alll <00 —0).

Alternativamente, suponha que 0'(6” — 0") < af < 0"(§” — 0"). Considere as
crengas: {u(0lla;) = 1se a1 # af, u(€'|af) = 0}. Claramente, os dois tipos
preferem a; = 0 que qualquer a; ¢ {0,a/}, pois qualquer nivel de educacao
desse tipo rendera saldrio do tipo baixo 6’ de qualquer forma. Como 6 prefere
0 a af e 0" prefere af a 0, temos um continuo de equilibrios separadores, e os

trabalhadores do tipo alto pode escolher um nivel de educagao af € [¢'(8” —

9/)7 9//(9// _ 9/)]'

Em um equilibrio do tipo pooling, ambos tipos escolhem a mesma acao: a; =
/I N

a/l —_— al-

As crencgas da firma sdo iguais anteriormente e posteriormente. u(6 = 6'|a;) =

/!

P, (@ =0"ay) = p".
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O saldrio é, entao, az(ai) = p'¢0’ + p”0".

Para que a; seja o resultado obtido em um equilibrio pooling é necessario
atribuir crengas pessimistas p(f = 6'|a;) = 1 para qualquer acao a; # a; (ao
observar a; # a; a firma ird inferir que o trabalhador é de baixa habilidade).

Assim, a; é nivel de equilibrio do tipo pooling se, e somente se, para cada 6,

0/ < /9/ 1/9// _ ﬂ

(i.e. sse nenhum tipo de trabalhador deseja desviar de a;, para a; = 0, que é
o desvio mais lucrativo)
Como 60" < 0", o tipo €' é que teria mais incentivos a desviar para a; = 0, para

minimizar os custos com educagao, a restricao ativa é dada por

dl S p//g/(g// o 0/)
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Ha, também, um continuo de equilibrios.

figura8.PNG

E facil checar que qualquer estratégia a; > 6/(6” —6') é um equilibrio dominado
para o tipo 6" mas nao para o tipo 6':

Considere o equilibrio separador a} = 0, af = af > 0'(0"—0"), u(6 = 0"|a}) =1,
(@ =0"]ay) =0 para a1 # a},a}. Os payoffs sdo uy(a) = 0,a, =60',0") =6 e
wi(al,af = 0",0") = 0" — %

Considere o desvio para a{ = 6'(6” — ¢'): no melhor dos casos, o payoff do

trabalhador, para cada um dos tipos é:

d "ol n @ / / I pl /
ur(af,a2 =6",0") =0 —ﬁ:uj(alzo,agze,e):ﬁ
(S
d *
d /"ol " ay " @
ur(af,ap =6",0") =10 ~ ~ g

Entao a firma nao deve atribuir probabilidade positivo ao evento do tipo 6 des-
viar; (0 = @'|ad) = 0. Entao (a} = 0,a! = a}) ndo é um perfil de estratégias
que resulta em um equilibrio separador, pois o tipo 6" estaria melhor se desvi-
asse para a160'(6” — 0'). Assim, no conjunto de todos os niveis de educagao que
geram um equilibrio separador, hd um nico que nao é um equilibrio dominado
para o tipo 6”, e que é o 1nico nivel de educacao que gera um equilibrio sepa-
rador intuitivo para o tipo 6”:

O tnico equilibrio separador intuitivo é
ay =0,a] =0'(0"-0"),u(0 = 0"|a]) =1, (0 = 0"|a;) = 0, para qualquer a; # af.

O conjunto de niveis de educagao de equilibrio pooling é [0,a;]. Mas todas
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figura9.PNG

essas escolhas de educagao violam o critério intuitivo.
Assim, ao aplicarmos o critério intuitivo nos permite reduzir a um tinico PBE

intuitivo, e esse equilibrio separador é:

ay =0,a] =0'(0"-0),u(0 =0"|a]) =1, (0 = 0"|a;) = 0, para qualquer a; # af

Resposta 17. a)

0
((6) = 0a(0)* ~ [ als)*ds.
0
b) Pelos argumentos usuais, o problema ¢é transformado para

1 —_—
max / 0q(0)2 —cq(0) — 176?q(0)%d¢9
a®) Jo 1

N[

s.a. () >0.

E f4cil ver que

1
q(9)20569<§.

Maximizando ponto a ponto em relacao a ¢ e ignorando a restrigao de mono-

tonicidade resulta em:

(20—1)2\1@—(;—0

Resolvendo para ¢, temos:



Como ¢ é crescente em 0, essa é a solugao para o problema restrito também.

Temos também ao substituir na segunda restricdo do problema (1) ¢:

c¢) Invertendo a equagao (2) para 6 para obter:

1

Substituindo em (3) para obter:

c 1
t=—q+ =/q.
5+ 5V

Assim é possivel checar que o preco por unidade é é decrescente em gq.
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