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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Particula presa em um poc¢o quadrado”

Comparando o primeiro estado do sistema do poco infinito com o poco finito

¥, ) W, (x)
a cos [ (+/ ImE, h)x]
— e ¢og [(+ 2mE, /h)x]
'?f_[ k) EHI(;";—Ejh'lhl_:
I [
~af2 +afl —:r.:'E val2 ¢

O fato da funcéo de onda ndo ser zero nas paredes aumenta o comprimento de onda de De
Broglie na parede (em comparac¢ao com o poco infinito), e isto torna menor a energiae o
momento da particula. Esta observacdo pode ser usada para aproximar as energias
permitidas para a particula ligada. A funcé@o de onda penetra na regido exterior, numa escala
de comprimento definido pela profundidade de penetracdo 8 dado por:

A funcéo de e onda no exterior € essencialmente
S — 1 . h zero além da distancia 6, em ambos os lados do

o oco de potencial 2 %h?
kl \/zm(\/o_E) poco ae p E ~ N“z°h

" 2m(L + 26)?
Energia da particula ligada no poco finito



Estados Ligados e nao Ligados

m estado n I n
Um estado no qual y/(X) — 0 qug(di)oo,e,x o
se denomina estado ligado. Para um estado ligado, a probabilidade
de encontrar a particula se concentra em sua maior parte em uma
regido finita do espaco.
Para um estado nao ligado, a funcao de onda y nao tende a zero
conforme  x — too e ndo € normalizavel.

 Para a particula em um poco retangular:
os estados com E<V,séo ligados e
os estados com E>V,, sao nao ligados.
 Para a particula na caixa de paredes infinitas, todos os estados sao
ligados,
 Para a particula livre, todos os estados sd@o nao ligados.



“Potencial Degrau”

E<Wo V(X)— Vo x >0 E>Wo
Vx)t ) 0 x<=0 .
) = To =
E o
) = 0 h Mo =0 s
O ' 0 ® ©
Regiao 1 x<0‘
1) Caso E< Vo
d'y(x) __2m_ 0 k- J2mE
2 ; B 1=
ot dx h h
x) =1, w, (X) = Ae" + Be ™ Solugio da particula livre
E

- d%w(x 2m
Regizo2 x>0 | d7w( )——?(E—VO)W(X)

x) =0 : v
O @ -

k, = y2m(Vs — E) w,(x) =Ce™* + De"*"




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

ix)t A Ak ik X y v2mE
X)=Ae™ +Be ™ =
=7, v, (X) Regido 1 K, -
£ K K
—k,X »X
V) =0 () =Ce ™" + De™ Regizo 2

© @ ° - V20 —E)

h
X —> oo, (X) — 0

1) Condicao de finitude D=0
X>0 regiao 2 w,(X) =Ce ™
2) Condicao de continuidade a funcéao e da degivada .
W:I.(X:O) — WZ(X=0) &Wl(x:O) = &WZ(X=O)
Ae’ +Be’ =C Aik.e’ — Bik,e’ = —Ck,e°

K,
A+B=C A-B=i 2C

1




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

ix)t A Ak ik X y v2mE
o =T I,Vl(X) = Ae™ + Be Regido 1 k1 = -
E
) =0 } w,(X) = Ce %X  Regifo 2 o \/2m(\/0 —E)
® @ ° ( \ 7
@ + @ A E 1+1 k—
A+B=C © 20k
k ( A
A-B=i-2C (2 ®-@ B Cli_ike
kl 2 \ kl /

jeiklx Regido 1:x<0



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

1)t Coeficiente de Reflexao:

x) = T O fluxo de particulas na dire¢do da onda, ou seja
namero de particulas que atravessam, uma certa

Mx)=0 - posigao por unidade de tempo € dado por
X)= A
@ @ x w (X)4r(X) Vezes avelocidade das particulas
VvV W*W B*B
(X) = Ae"* 4+ Be ™ i R=—"—— R=— V. =V,
WikR) = Regido 1 V., A

w,(X)=Ce ™  Regido?2

E 141 ﬁ eiklx 4+ E 1—1 ﬁ e_iklx Regido1:x<0
1 2 1
Ce_kzx Regido 2 : x>0 R=1

De pleno acordo com a mecanica
classica para x<0

y(X) =




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

x)t .. ~
’ Coeficiente de Reflexao:

O fluxo de particulas na direcdo da onda, ou seja
numero de particulas que atravessam, uma certa
Mx)=0 . posicdo por unidade de tempo é dado por

® @ OOW o0 - cce

1k X

M) =V,
E

l/jl(x) Ae™ + Be Regido 1 __Reqido 2: x>0 ‘ ¥*x, D% 1) Qualquer 1
Mas. parax=0=

WZ (X) Ce Reglao 2 / =:-t,u y=Px)=.
\ﬂ: “Ce 2% 5 0

Nesta reglao temos E<VOo e portanto energla cinética seria negatlva

classicamente esta € uma regido proibida para as particulas

Quanticamente pode-se encontrar a particula nesta regido, sendo que cada

vez menos provavel encontrar a particula com o aumento de x.

A penetracdo da particula na regido proibida (por intervalo muitos

pequenos) é possivel devido ao principio de incerteza 1 A

A profundidade de penetracdo é pequena — 0= k, J2m(V, —E)




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

ix)7
;{IF L W, (X) = Ae™* 4+ Be ¥ Regido 1
Mx)=0 w,(X) = Cea kX Regido 2
@ 2
E [14_ i ﬁjeiklx + E [1_ i ﬁjeiklx Regido 1 :x<0
v (X) = . 2 1
Ce_ 2% Regido 2 : x>0

%(a(cosklx +isenkx) +a (cosk x — ise”klx))

o = (1+ i %] C(cosklx—t—jsenkix]

- k
w(X) = { CCOSk1X_Ck_Zsenk1X Regido 1:x<0

Ikq X 1

e =cosk,X+Isenk X

—k,x
Ce ™ Regido 2 : x> 0




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

) E w,(X) = Ae" 4 Be Regidjo 1 Kk, =— 2mE
h
Mx)=T, " "
1K X —IKo X
Fx) =0  p,(X)=Ce™ +De ™ Regiao 2

@ @ x k. — \/Zm(E_VO)

A onda esta indo da esquerda L
1) Condicao de finitude para a direita e ndo volta

X>0 regiao 2 ox
w,(x)=Ce D=0 A onda n3o volta
2) Condicao de continuidade a funcéao e da derivada
d d
Y1x=0) = ¥ 2(x=0) dx =0 = g Vaoe0)
Ae® 4+ Be® = C Aike® — Bike® = Cik,e°

Ky
A+B=C A-B=1"C

1




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

)t . ‘//1(X) = Ae* 4 Be kX Regido1l Kk, = %
x) = T,
) =0 ; w,(X) = Ce"*  Regido2 k, = J2m(V; ~E)

X h
® ® OO0 %(A+B)=A—B

A+B—C ©  k(A+B)=k(A-B) | g_ki—k ,

A-B=Xec e (irk)B=(k—k)A Ktk
K, Substituindo em 1 (k1 —K, +1)A=C
Aeax 4 A( K —K, jeiklx Regido 1 : x< 0 Ktk
w(X) = . | K, +k, C — k2k1
A L gl Regido 2 : x>0 1K




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

1x)t . %(x) = Ae* 4 Be kX Regido1l Kk, = %
) =7,
Mx) =0 h w,(X) = Ce'**  Regido 2 k, = \/Zm(\/o —E)

® " @ "

Aeikx | A(kl —k, e kX Regifio1:x<0
K, + K,

A 2k, gikx - P (x P £, W
K, +K, Regiao 2 : x>0 ANNANT 16/ AA

(X) =

\ JU U UL 4= (4/9) A*A

Caso de k;=2k,

0




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

i Coeficiente de Reflex&do e Transmissao:
M) =T, Vamos definir fluxo de probabilidade (j)
=7, |
Al . Jincidente = VincA* A
I -
@ @ Jrefletido = Vret BB
I _ *
v (X) = Ae" +Be™  pegiso1 Jiransmitioo = YtranC C .
Jrefieti Y
w,(x) =Ce"**  Regido2 reflexdo: | R = oedo 1ot
2 Jincidente VincA A
i hk
ViI’IC — pmc = 1 . V C*C
" m transmisséc-T — Jtransmitiob — trans
Viet = Pret = hkl B k, — K, A Jincidente VinCA A
oM Tkek,

m m

2 2
Vv — ptrans — hkz R — kl B k2 C = 2k1 A T = k2 2k1
rans k, +K, k, +k, k, Lk, +Kk,




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

e Coeficiente de Reflexao e Transmissao:

x) =1,
2
F(x) =0 ) _
® @ g | K=k Tk 2k, i
k, +K, k, LK, +K,

reflexao: + | transmissao:

2 /1 Vv, )
4Kk, k, k, —k, BV =
T kk )Z{WJ — R=1-T = \I/E -
1+,1--2
klz Z;InE \ E )
’ ~ J2m(V, —E) R=1-T =1 E <V,

h



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

‘ E<Vo ‘ “Barreira de Potencial” | g5\

Vix) -

b Vo 0<x >a Vo :

V(X)=
’ . () 0 x<0,x>a
@ @ @ Regido 1 x<0‘
1) Caso E< Vo
dy(x) _ 2m J2mE
Vix) TR El//(X) k1 —
dx h i
Vo . .
v, (X) = Ae™* + Be™™* Solucio da particula livre
E
; Regido2 O<x>a | d°w(X) _ 2m

@ @ @ dx? _h_Z(E —Vo)w (X)

Regido 3 x>a ko oy \/2m(\/0 —-E)
i i x)=Ce ™ +De™” k; =
w,(X) = Fe'" + Ge ™ V2(X) 2 h




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

‘ E<\o ‘ “Barreira de Potencial”
Vix)
: e Vo 0<x >a
E Vv (X) = K — v 2mE
. 0 x<0,x>a L= 5
@ @ @ \/ 2m(Vo _ E)
k, =
h

Regiiol x<0|  w,(X)=Ae"™ +Be

K Kk
Regifgo 2 O<x»a| W,(X)=Ce " +De™

x| ek On_da_vindo da esquerda para
a direita e ndo volta e para

estabelecer esta condicao
precisamos ter |G :Q

Regidgo3 x>a| ,(x)=Fe




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Barreira de Potencial”

Regiiol x<0|  ,(X) = Ae™ +Be™ k, = v z;lnE
Regiao 2 0<x>a| ,(X)=Ce "+ De" J2m(V, —E)
, =
h

1k X

Regido 3 x>a v,(x) = Fe

2) Condicao de continuidade a funcao e de sua derivada

—_—

Wl(x:O) — WZ(X=0) A+B=C+D
d _d - iklA—ilez—kz(}k+ k,D
dx  10=0) T gy Vat=0) Ik—l(A—B):—C+D
2
— N —k, koa  paik
W xea) = Vaxea) Ce ™ +De™ =Fe™
di W aeray = di Vanny | —K,CET9 +k, D' =ik Fel?

X X

—_—



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Barreira de Potencial”

Regiiol x<0|  ,(X) = Ae™ +Be™ k, = V2mE
h
Regiao 2 0<x>a| ,(X)=Ce "+ De" J2m(V, —E)
, =
: h
Regido 3 x>a ,//3()() — Fe'

2) Condicao de continuidade a funcao e de sua derivada

A+B=C+D 1+2
ik, A—ik,B ——kZCﬁBED\ZAzc(Hﬁ)JFD(l_&)
- 1 1

% (A-B)=—C+D

2

Ik 1-2
A-B=—2(C-D

1

2B=C(1- 'k2)+ D(L+ 'k2)

1




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Barreira de Potencial”

Regiiol x<0|  ,(X) = Ae™ +Be™ k, = v Z;lnE
Regiao 2 0<x>a| ,(X)=Ce "+ De" J2m(V, —E)
, =

h

1k X

Regido 3 x>a v,(x) = Fe

2) Condicao de continuidade a funcao e deI ua derivada
2De" = F(1+ k—l)e'kla

2

—k,a k,a ik;a _
Ce ™ +De™” =Fe F ik, e
k C —k,a k koa _ = ikja :_(1+ k ) k,a

2

- ik;a - _
€= U1 S = A e
2 k, e 2 K,

—Ce " 4 D = L



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Barreira de Potencial”

Regiiol x<0|  ,(X) = Ae™ +Be™ k, = V2mE
h
Regiao 2 0<x>a| ,(X)=Ce "+ De" J2m(V, —E)
, =
h

1k X

Regido 3 x>a v,(x) = Fe

F . ik,e" F,_ ik
Deixar tudo em funcdo de F D—E(“ 1) o —2( :

ue € amplitude da onda
q P F |k e®  F

transmitida C=—(@1--2) _ (1_ﬁ)e(ik1+kz)a
2 ket 2

)e('kl ky)a

2

C k,, D, Ik
A=—(1+-2)+—(1--=
2( k) 2( k)

1 1

A= E (1_ﬁ)(1_|_ &)e(ikﬁkz)a _|_E (1_|_ Ikl)(l 2) (ik;—k;)a
4 K, k, 4 k,



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Barreira de Potencia”

Regiiol x<0|  ,(X) = Ae™ +Be™ k, = v Z;lnE
Regiao 2 0<x>a| ,(X)=Ce "+ De" J2m(V, —E)
, =
. h
Regido 3 x>a W3(X) — Fe'
F ik, e"" F K,y (ik—k,)a
Deixar tudo em funcao de F D= E(“ K, ) gd o (1+k—)e

gue é amplitude da onda o i
F. ik,e™ F

transmitida C=—(@1--2) _ (1_ﬁ)e(ik1+kz)a
2 ke 27 Kk,

B=C01-%), D,
K27k

27 Kk )

B=" (- ﬁ)(l—ﬁ)e“kﬁkﬂa e ﬁ)(1+ ﬁ)e“krkz)a
47k, k 47k, k



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

‘ E<\o ‘ “Barreira de Potencia”

Vix)

Coeficiente de Transmissao:
Vg

—_— T = Jtransmltlcb _ transF F
- VincA A

Jincidente

@ V., — Pinc _ Ak,

Iinc m m

Vtrans — ptrans — hkl
_ 1 m m
Ao chegar a fronteira das regides 2 e 3 a funcao
F F senh? k2 a de onda volta a apresentar o comportamento
T =——=|1+ E E senoidal — probabilidade de encontrar a
A A 4 —(1-—) particula do outro lado da barreira

VO VO W*(x, t)bix, 1} Qualquer ¢

1

Na situacdo em que k,a >> 1

T =16E(1—E)e-”‘2“ N
430

Tunelamento

Ay




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Barreira de Potencia”
E>\Wo
Vo) Coeficiente de Transmissao:
— ’ . _CGC
CA'A
- -1
CC 2
T-" " |1+ SEe” I'E(Za
A A 4= (= +1)
_ VO VO _

Fazer como exercicio:



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Particula sujeita ao potencial dos oscilador harmonico simples”
E muito importante na fisica pois € um modelo de qualquer
sistema que envolva oscilagoes:

 Vibracao de uma molécula em gases e solidos

, P Particula sujeita a uma forca de
Moléculas diatomicas restauracao F=-Kx

« Atomos na estrutura cristalina Cuja energia potencial é:

* Particulas no nucleo atomico 1 1

T Kv? — T mn?
Frequéncia angular de vibracao Vv (X) — 2 KX 7 Mo X

v Quanticamente sempre podemos

K 1/2 aproximar o ponto de equilibrio de um

o= — = 27f potencial qualquer, V(x), pelo potencial
( m j parabolicg do oscilador harmdnico

Classicamente temos um potencial

deste tipo onde a particula fica em

equilibrio na origem (x=0), onde 0 .
V(x) € minimo e a forca e nula F :_dV -0 r‘

dx a x




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Em torno do ponto x=a temos que V(x) tem um minimo

Vix)

2
(:I \2/ >0 No ponto de equilibrio estavel
X
| d?v e
Ve ! e <0 No ponto de equilibrio instavel
s Equacao de Schrdodinger
2 2
Proximo ao ponto de equilibrio h d l//(X) _
estavel (como a), V(x) pode ser B om  dx? +V (X)W(X) =E "”(X)
ajustada a uma parabola
Queremos estudar agora Vix)
descricao quantica L
quando a particula é \ / _nd WEX) +Ex21//(x) —Ey(x)
afastada da posicéo de : E 2m  dx 2
equilibrio passa a oscilal \ / 0

entre Xx=-a e X=a 0



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

h’ dZW(X) C
F— X X)=FEw(Xx
P > w(X) = Ey(X)

Como a particula esta confinada
Vamos analisa-la antes de resolve-la dentro do potencial pelas paredes,
centrada em x=0, eu tenho zero

_ probabilidade de encontra-la em
Sobre a energia: x=infinito

Energia pode ser zero? Se E=0 X —> oo, (X) — 0
entao em x=0 V=0 entao Ec=0
Mas se x=0 e p=0 o principio de
Incerteza é violado ja que
conheco exatamente a posicao e
momento

E =0
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
Sabemos que a funcéo de onda nédo é zero em x= +a

e ou em X = -3, ha uma pequena probabilidade de
encontrar a particula fora dos paredes do potencial,
\ / A funcao de onda decai rapidamente para zero do
i E outro lado da barreira
\ / 0 v, (x)

-a ' a /\Q

1] q

-a a

h? dZW(X) C .,
— +—Xw(X)=Ew(X ?
o w(X) =Ew(x) g

d ZW(X) 2
x<<<0 proximo do i B w(X) w(x)=Acospx+ AsenpX
equilibrio




Voltando ao oscilador harménico
v, (%)
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

E.=(n+1/2)hv  n=0,123....

Podemos escrever a solucao da funcao
de onda como: )

w,(X) = Hy[u(x)]e" 2

u(zx) = {{G};‘}; ’1 z

Onde H,, sdo polinomios de ordem n, com n>=0
As funcgOes H, sao relacionadas aos polinomios de Hermite que séo tabelados

Holu(z)| = 1 v .
Hy[u(z)] = 2u(z) Vo= A y,=A1-2u")e

Hyu(z)] = 4u(z)? — 2 o s
Hayfu(z)] = Su(z)® —12u(z) W1 =AUE 2 yy=AEu—-2u7)e 2

2
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Panorama da Fisica no final do século X1X
Natureza Ondulatéria da Radiacao eletromagnética
Radiacdo Térmica — Hipdtese de Planck
Dualidade onda — particula: Radiacdo eletromagnética e as propriedades corpusculares
Efeito fotoelétrico
Efeito Compton
Producao e aniquilacédo de pares
Difracdo de raios-X
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Modelo de Thomson
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Autofuncdes e autovalores
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Equacéo de Schroedinger Depende e independente do tempo

Potenciais nulo, degrau e poco guadrado
Atomo de Hidrogénio
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