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SISTEMAS DE EQUACOES A
DIFERENCAS LINEARES

Teorema:
|

Considere o seguinte sistema de k equacdes a diferencas lineares de
primeira ordem, homogéneo:

=a X +ax +..+a, X"

117 "t-1 127 "t-1 1k "t-1

=a, X +a X +.. +ax

217 "t-1 227 "t-1

x—ax +a_x’ +..+a X

k1® "t-1 k2" "t-1 kk® " t-1

ou em termos matriciais




Se a matriz A dos coeficientes desse sistema possui k autovalores
reais distintos, com respectivos autovetores vi, v, ..., vk, entdo a
solugdo desse sistema de equagdes é dada por:

ty,1 ty 72 ty sk
X, =Crv +c,LVv +...+CrLV

onde C,, C,, ...... , C, sdo constantes arbitrarias.

Sistema de Equacdes Lineares com Autovalores Complexos

Considere o seguinte sistema de 2 equacdes a diferencas lineares de
primeira ordem, homogéneo:

1 _ 1 2
Xt - alIX[—l + alZXt—l
2 _ 1 2
Xt = aZlX[—l + aZZXt—l
ou em termos matriciais
X, =AX ,

Considere também que a matriz dos coeficientes A possui dois auto-
valores complexos ai[}i com respectivos autovetores complexos

U=xVI, onde u e v s§o matrizes de ordem (2x1) com elementos que
sdao numeros reais.
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Calculando-se a partir dos autovalores reais:
o
r=Joa’+p> e (coso,senw) =(—, EJ
rr

Tem-se que a solucao do sistema de equacdes a diferencas lineares
e homogéneo é dado por

X, = {:ﬂ =r [(c1 cos(wt)—c,sen(wt))u—(c,cos(wt)+c,sen ((ut))w}

u e w sao matrizes de ordem (2x1) associados aos autovetores com-
plexos correspondentes V=U*Wi

Sistema de Equacdes a Diferencas de 12 ordem em Geral

Considere o seguinte sistema geral de k equacdes a diferencas
lineares de primeira ordem:

X:=a,X , +a,X, +..+a,X +0(t)

117 "t-1 127 "t-1
2

2 1 k
X, =a,X, ,+a,X , +..+a,X , +0,(t)
2

k 1 k
X =a,X , +a,X  +.+a,x +0,.(t)

ou em termos matriciais

X, =AX_; +G,
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onde
X% a a 91(t)
1 e 1n
X S g,(1)
X=|"'l; A=| : . ; Goe=|
. Qg Ay '
X% gk(t)
e gi(t), parai =1, 2, ...., k, sdo todas funcbes conhecidas e com

mesma especificagdo funcional. Por exemplo, todas sdo fungdes
constantes, ou fungdes lineares ou fungdes exponenciais, etc.

Método Geral de Solucao de Sistemas:

Da mesma forma que no caso das equacgdes a diferencas isoladas, a
solugdo geral daquele sistema é dada pela soma da solucdo geral
do seu sistema de equagdes homogéneo correspondente:

X, =AX,

denominado de Xc(t) (solucdo complementar), mais a solucao
particular do sistema original analisado Xp(t). Ou seja:

X, (1) = X, (1) + X, (1)

Obs.: como no caso da solugdo de equacodes a diferencas lineares

isoladas, a forma de obtencgao da solugao particular Xp(t)

vai depender da especificagdo das fungdes J; (t) .
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Exemplos de Sistema de Equacoes
Lineares a Diferencas

Exemplo 23.21 do Livro de Simon e Blume:
|

Considere que a populagio de um dado pais, classificada em

Urbana, Suburbana e Rural, apresenta, em meédia, os seguintes

movimentos anuais migratorios internos:

» Das familias urbanas, 20% mudam para areas suburbanas e 5%
para areas rurais;

* Das familias suburbanas, 2% mudam para areas urbanas e 8% para
areas rurais;

» Das familias rurais, 10% mudam para areas urbanas e 20% para
areas suburbanas.

ou
U,=0,75U,,+0,025,_,+0,10R,
S, =0,20U,, +0,90S, , +0,20R, ,
R, =0,05U,_,+0,08S,, +0,70R,
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ou
0,75 0,02 010)(U,,

Ut
S, |=/0,20 0,90 020 S,
R,) 0,05 0,08 0,70 \R,,

Essa matriz de Markov apresenta os autovalores e autovetores:

= 1 2 8 1
r,=0,70 ; v\=/10| ; V’=|-5| ; V’=
r,=0,65 3 -3 -1

Solucao Geral:

U, 2 8 1
S, |=¢,|10|(1)" +¢,| -5/(0,7) +¢c,| 0/(0,65)
R, 3 =3 =1

Solucdo Estacionaria: (para t — )

U (2c . U,) (0133
S |=10c, | = T S, |=| 0,667
R, (3¢ R,) (0,200
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Determinagao de c, e c;, a partir de dadas condigOes iniciais:

Dado
U, 0,60
S, |=]0,10
R, 0,30
Podemos determinar:
0,60 0,133 8 1
0,10 |=| 0,677 |+c,| -5|+¢c,| 0| =¢,=011 e c,=-0,44
0,30 0,200 -3 -1

Portanto, tem-se entdo que a solucdo especifica do sistema
analisado é dado por:

U, (0133 8 t
S, |=| 0,667 |+0,11 -5 |(0,7)' —0,44| 0(0,65)
R, ) (0,200 -3 -1

ou

t

U, =0,133+0,88(0,7)
S, =0,667-0,55(0,7)'
R, =0,20-0,33(0,7) +0,44(0,65)

—0,44(0,65)




Exemplo 2 - Sistema nao Homogéneo

|
_ 1 2
X = X, +X,+5

2 1 2
X, =-9x ,+X ,+18
Em termos matriciais:

e el

Comecgando pela obtencdo da solugdo particular, como as fungdes

g,(t) e g,(t) sdo constantes, vamos propor como solugdes as

fungBes contantes X, (t) =b, e XE(t) =D, .

Substituindo no sistema analisado temos:

b,]_[1 1[b] [5
b,| |-9 1|/b,| |18
b,= b,+b,+ 5 ou b,=-5
b,=-9b,+b,+18 ou b, = 2

ou

Logo, a solugdo particular do sistema é dado por:

X0 | [ 2
col L)
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Calculo da solugdo complementar, relativa ao sistema homogéneo

correspondente:
1 1
X :{ 1 1} X,
2
X -9 1] x;,

Essa matriz dos coeficientes apresenta as seguintes duas raizes

- N~

complexas: ry=1+3i e r, =1 - 3i.

Vamos calcular o autovetor correspondente a raizr; = 1 + 3i:

1 1l v
=(1+3i)]
{—9 J v; (L+30) v

2

ou

vV, +V, =(@1+3i)v; ou —3iv;+V;=0
—Ov; +Vv; =(1+3i)v, ou —9v,-3iv; =0

Embora ndo seja facil de perceber, uma dessas equacoes € redun-

dante, pois é multipla da outra: e, = (-3i)e Portanto existem infi-
nitas solucdes para o autovetor procurado. Vamos tomar na equa-
gao 1, por exemplo, V} =1 , que resulta em Vl2 =3i. O autovetor

correspondente é dado por

1 . [17 To]. X .
=l . ou v= + I OU Vv =u+wil
3i 0] |3

V=

1
1
55
VZ
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Sabe-se que o outro autovetor correspondente a outra raiz comple-
xa conjugada é dado pelo autovetor conjugado v =u-—wi .

Agora, com base nas raizes complexas encontradas, temos que

1 3
:«/12+32=\/10 e (cosw,senw)=| ——,—
T (\/10 \/10)

O que resulta num angulo de @w=71565" ou w=1 249 radianos.

Portanto, a solugdo complementar encontrada é dada por:

x| _
{Xi(t)} = ( ) {[c cos(1,249.t)—c,sen (1, 249.t ]{ }

0
—[c cos(1,249.t)+c,sen(L, 249t {3}}

Finalmente, tem-se entdo que a solucdo geral do sistema analisado
€ dado pela simples soma das solugdes complementar e particular,

ou seja:
T 1
{x (t)} {x (t)} {Xp(t)}
2 2
X2 | [ xim)] [ X,
0 que, em termos algébricos usuais, resulta em:

x!(t) = (V10 [ c, cos (1 249.t) ~c, sen (1, 249t) | +2

x2(t) = (Jl_o )t (-3)[ c, cos(1,249.t)+c, sen (1,249.t) | -5
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