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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Para ter sentido fisico a funcdo de onda vinculada a sua densidade de
probabilidade, devemos impor algumas condicoes

« As funcoes de onda e sua primeira derivada, para serem solucoes
aceitaveis precisam:
o Serfinita w(X)—>0;Xx— o
particula tem que ter ser movimento em uma regiao do espaco
« Ser univoca (a funcao de onda n&o pode ter multiplos

valores)
 Se continua (pois se temos funcdes descontinuas as derivadas

serao infinitas nos pontos de descontinuidade)

 Essas condicOes sdo necessarias para que as funcoes de onda
representem os observaveis de maneira adequada
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4 FV (X)w (X) = Ew(X)



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
Funcéo de onda de uma particula em uma caixa

Dentro da caixa V(x) = 0, fora V(x)=infinito

2 42 2 42
e R U A S I

A equacao de onda que satisfaz esta a eq. De Schrodinger pode
ser: (X) _ Al
1) E continua e possui derivada primeira continua dy () = ikAe"™

2) Problema: essa funcao de onda nao satisfaz as concf< icOes de
contorno em que a funcao deve ser zero em x=0 e x=L

x=0=yw(0)=Ae’=A  S{ serd zero se A=0, ai a funcéo de onda
X=L =y (L)=Ae"" seria zero e nao existiria nenhuma particula

Para sair disto precisamos lembrar que para um estad (X) _ Aieikx n Aze“
estacionario podemos ter uma superposicao de ondas :
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Particula dentrodacaixa 0<x<L w(X) = Ale”‘x 4 Aze—ikx

w(x) = Afcos(kx+isenkx) |+ A, [cos(=kx) +isen(—kx)]|
w(x) = Alcos(kx+isenkX) |+ A, [coskx) —isen(kx)]
w(X)=(A + A,)coskx+1(A — A,)senkx

Xx=0=w(0)=A+A, =0
A =—A

w(X) = 21A senkx= Csenkx

w(0) = 0 A funcéo de onda de estados estacionarios
x=L kL — ns Paraaparticuladentroda caixa

N ~_h _nh

k =—— p,=—=

L Os niveis de energia: A,
2 nZhZ
A = 272': 2L,n=1,2,3... @ —
k N 2m 8




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Particula presa em uma caixa V(x) = 0 (poco infinito)”

Exemplo seria uma molécula

de(X) . 2m Ew(x) wy =\/% cos I
dx? h? -e_r\//\\/fr x - .
nm
U(z) = m- COS (—T)
a
para n=1,3,5,...
’Q[J(Q’J) - \/2/7":1 - SEN (Eﬂ?) b =/ Z sin 22
. - n=
para n=2,46.... : - e |
h? wry =ﬁm—sf—
m°h 9 h2
b= omaZ E = 2n2 N ) n=1 r
8ma o . |
para n=1,2,3,4,... 3 :

A menor energia possivel ndo é zero!



v
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“Particula presa em um poco finito quadrado

Vo x<0 regido 1
7 dw(X) "
_ — V (x) = 0 O<x<a regiao 2
om  dx? Vo () =Ey (%) (x) Vo x>a regido 3
 Potencial representaria uma particula I '
presa (chamado estado ligado):
 néutron em um estado ligado no S
nucleo
 Elétron em um atomo e que pode se ( ) @ (i)
desprender (atomo ionizado) £
Regifo 1 e 3 d*y (X) 2m
dXZ = _? (E _VO)W(X) tlj ) +-ul:t
d 2 X . K, X —k,x 2m(V — E)
(;f(g ) _ky(x) ()= A" +Be k, = J .

w,(X) = Fe +Ge™
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“Particula presa em um poco finito quadrado

Vo x<0 regido 1
V(X) = 0 O<x<a regiao 2
Vo X>a regidao 3

Regido 2 — dentro do poco

d %y (X) :_Z_m Eux) K= v 2mE
dx? w2 n

,(X) = Csenk,x+ D cosk,X

Aqui ndo conseguimos exigir que a funcdo de onda se anule nas fronteiras

v (X) = Ae* +Be ™k ws(x)=Fe
1) Condigdo de finitude X —> oo, (X) — 0
X — —00,(X) > 0

j%

Fix)

—kqx

o
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“Particula presa em um poco finito quadrado

w,(X) =Ge™  Regido 3 b h “ ;
V2mE I, L
w,(X) =Csenk,x+Dcosk,X  Regiio2 K, =

h Fix)

2) Condicao de continuidade a funcéo e de sua

derivada @ @ @ =

Wl(x:O) — WZ(X:O)
l//2(x:a) = l//3(x:a)

Q
d
—_ Wi(x=0) — d_X Y > (x=0)

d
dXx
d d
dx WZ(Xza) — &W3(x=a)
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“Particula presa em um poco finito quadrado

Filx}

v (X) = Ae¥*  Regido 1 . J2mv,~E) T
v,(X)=Ge™ ™  Regido3 A _
\2mE 2
v, (X) =Csenk,x+ Dcosk,x Regido2 Kk, = - @‘_ O @ .
0 a

2) Condicao de continuidade a funcao
d d

Wix=0) = ¥2(x-0) dx Vi=0) = dx ¥ 2(x=0)

Ae® = CsenO+ D cosO k,A = Ck, cosO— Dk,sen0
A D klAZ Ck2 i B S
— k, D
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“Particula presa em um poco finito quadrado

Filx}

w,(X) = Ae"  Regido 1 J2m(V,-E) —— o ——
1 pu—

k
w,(X) =Ge™  Regido3 i E
v 2mE 2
v, (X) = Csenk,x+ D cosk,x Regido2 K, = - @'_ Q @ ,
0 a

2) Condicao de continuidade da derivada da funcéao
l//2(x=a) — WS(x:a)
Csenk,a+ D cosk,a = Ge ™

0 d
& WZ(x:a) — & l//3(x:a)

Ck, cosk,a— Dk,senk,a = —k,Ge™*
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“Particula presa em um poco finito quadrado

Filx}

yi(x)= A Regiol o om(Vy-E) —— v
w,(X) =Ge™  Regido3 b i E
v, (X) =Csenk,x+ Dcosk,x Regido2 Kk, = \/ZIZTE %) @ @ :
a
A=D (1)Csenk,a+ D cosk,a = Ge™*
k, C| (@ Ck,cosk,a-Dk,senk,a=-kGe™®
k, D () () Dividindo 2 por 1

Ck, cosk,a— Dk,senka - le/e"{la y/}ké%: oska-Phsenka .

k

— "~ k 1

Csenk,a+ Dcosk,a Ge™ Jsenk,a+ Dlosk,a
2




1
X[k_zj LY DK, cosk,a —Bk,senk,a

%

K =K
k—l,{')senkza + P cosk,a
2
K _
"L cosk,a—senk,a 2V, —E)
K _ Kk 1 n
( -
—1 senk,a + cosk,a k; k [2mE
2 j—
h

Isto esta relacionado a profundidade do poco (Vo) e com a largura do poco (a)
E esta relacdo sO pode ser satisfeita para certos valores de E.
A solucdo néo pode ser resolvida explicitamente para E.
Deve ser obtida pelo método geométrico.
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Particula presa em um poc¢o quadrado”

Comparando o primeiro estado do sistema do poco infinito com o poco finito

¥, &) W, (x)
a cos [ (+/ ImE, h)x]
— e ¢og [(+ 2mE, /h)x]
'?f_[ k) EHI(;";—Ejh'lhl_:
I [
~af2 +afl —:r.:'E val2 ¢

O fato da funcéo de onda ndo ser zero nas paredes aumenta o comprimento de onda de De
Broglie na parede (em comparac¢ao com o poco infinito), e isto torna menor a energiae o
momento da particula. Esta observacdo pode ser usada para aproximar as energias
permitidas para a particula ligada. A funcé@o de onda penetra na regido exterior, numa escala
de comprimento definido pela profundidade de penetracdo 8 dado por:

A funcéo de e onda no exterior é essencialmente
S — 1 . h zero além da distancia 6, em ambos os lados do

— 0co de potencial 2 %h>
K, J2m(V, —E) pocodeptenciel . __n°x’

" 2m(L+206)?
Energia da particula ligada no poco finito



“Potencial Degrau”

E<Wo V(X)— Vo x >0 E>Wo
Vx)t ) 0 x<=0 .
) = To =
E o
) = 0 h Mo =0 s
O ' 0 ® ©
Regiao 1 x<0‘
1) Caso E< Vo
d'y(x) __2m_ 0 k- J2mE
2 ; B 1=
ot dx h h
x) =1, w, (X) = Ae" + Be ™ Solugio da particula livre
E

- d%w(x 2m
Regizo2 x>0 | d7w( )——?(E—VO)W(X)

x) =0 : v
O @ -

k, = y2m(Vs — E) w,(x) =Ce™* + De"*"
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“Potencial Degrau”

ix)t A Ak ik X y v2mE
X)=Ae™ +Be ™ =
=7, v, (X) Regido 1 K, -
£ K K
—k,X »X
V) =0 () =Ce ™" + De™ Regizo 2

© @ ° - V20 —E)

h
X —> oo, (X) > 0

1) Condicao de finitude D=0
X>0 regiao 2 w,(X) =Ce ™
2) Condicao de continuidade a funcéao e da degivada .
W:I.(X:O) — WZ(X=0) &Wl(x:O) = &WZ(X=O)
Ae’ +Be’ =C Aik.e’ — Bik,e’ = —Ck,e°

K,
A+B=C A-B=i 2C

1




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

ix)t A Ak ik X y _N2mE
o =T I,Vl(X) = Ae™" + Be Regido 1 k1 — -
E
) =0 w,(X) = Ce %X  Regifo 2 o \/2m(\/0 —E)
@ @ 4 \ "
@ + @ A E 1+1 k—
A+B=C ® 20k
Kk [ A
A-B=i-2C (2 ®-@ B Cli_ike
kl 2 \ kl /
E (14_ i ﬁje“ﬁx 4+ 9 (1_ i ﬁje”ﬁx Regido 1: x< 0
w(X) = 1 2 Ky
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“Potencial Degrau”

1)t Coeficiente de Reflexao:

x) = T O fluxo de particulas na dire¢do da onda, ou seja
namero de particulas que atravessam, uma certa

Mx)=0 - posigao por unidade de tempo € dado por
X)= A
@ @ x w (X)4r(X) Vezes avelocidade das particulas
VvV W*W B*B
(X) = Ae"* 4+ Be ™ i R=—"—— R=— V. =V,
WikR) = Regido 1 V., A

w,(X)=Ce ™  Regido?2

E 141 ﬁ eiklx 4+ E 1—1 ﬁ e_iklx Regido1:x<0
1 2 1
Ce_kzx Regido 2 : x>0 R=1

De pleno acordo com a mecanica
classica para x<0

y(X) =
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“Potencial Degrau”

x)t .. ~
’ Coeficiente de Reflexao:

O fluxo de particulas na direcdo da onda, ou seja
numero de particulas que atravessam, uma certa
Mx)=0 . posicdo por unidade de tempo é dado por

® @ OOW o0 - cce

1k X

M) =V,
E

l/jl(x) Ae™ + Be Regido 1 __Reqido 2: x>0 ‘ ¥*x, D% 1) Qualquer 1
Mas. parax=0=

WZ (X) Ce Reglao 2 / =:-t,u y=Px)=.
\ﬂ: “Ce 2% 5 0

Nesta reglao temos E<VOo e portanto energla cinética seria negatlva

classicamente esta € uma regido proibida para as particulas

Quanticamente pode-se encontrar a particula nesta regido, sendo que cada

vez menos provavel encontrar a particula com o aumento de x.

A penetracdo da particula na regido proibida (por intervalo muitos

pequenos) é possivel devido ao principio de incerteza 1 A

A profundidade de penetracédo é pequena — 0= k, J2m(V, —E)
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“Potencial Degrau”

ix)7
;{IF L W, (X) = Ae™* 4+ Be ¥ Regido 1
Mx)=0 w,(X) = Cea kX Regido 2
@ 2
E [14_ i ﬁjeiklx + E [1_ i ﬁjeiklx Regido 1 :x<0
v (X) = . 2 1
Ce_ 2% Regido 2 : x>0

%(a(cosklx +isenkx) +a (cosk x — ise”klx))

o = (1+ i %] C(cosklx—t—jsenkix]

- k
w(X) = { CCOSk1X_Ck_Zsenk1X Regido 1:x<0

Ikq X 1

e =cosk,X+Isenk X

—k,x
Ce ™ Regido 2 : x> 0




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

Iix)1 . WI(X) = Ae”‘lx + Be‘”‘lx Regido 1 k1 — Z;nE
=T ik, ik,
x) =0 : w,(X)=Ce™ +De ™" Regizo 2
® @ - . J2m(E -V,)
i h
1) Condicgo de finitudeX —> %0, (X) — O
x>0 regido 2 _ D=0 A onda néo volt3
W, (X) = Ce'"*
2) Condicao de continuidade a funcéao e da deraivada ;
W:I.(X:O) — WZ(X=O) &Wl(x:O) = &WZ(X=O)
Ae® 4 Be = C Aik,e® — Bik,e® = Cik,e°

k2
A+B=C ASB=SHE

1
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“Potencial Degrau”

)t . ‘//1(X) = Ae* 4 Be kX Regido1l Kk, = %
x) = T,
) =0 ; w,(X) = Ce"*  Regido2 k, = J2m(V; ~E)

X h
® ® OO0 %(A+B)=A—B

A+B—C ©  k(A+B)=k(A-B) | g_ki—k ,

A-B=Xec e (irk)B=(k—k)A Ktk
K, Substituindo em 1 (k1 —K, +1)A=C
Aeax 4 A( K —K, jeiklx Regido 1 : x< 0 Ktk
w(X) = . | K, +k, C — k2k1
A L gl Regido 2 : x>0 1K
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“Potencial Degrau”

1x)t . %(x) = Ae* 4 Be kX Regido1l Kk, = %
) =7,
Mx) =0 h w,(X) = Ce'**  Regido 2 k, = \/Zm(\/o —E)

® " @ "

Aeikx | A(kl —k, e kX Regifio1:x<0
K, + K,

A 2k, gikx - P (x P £, W
K, +K, Regiao 2 : x>0 ANNANT 16/ AA

(X) =

\ JU U UL 4= (4/9) A*A

Caso de k;=2k,

0




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

i Coeficiente de Reflex&do e Transmissao:
M) =T, Vamos definir fluxo de probabilidade (j)
=7, |
Al . Jincidente = VincA* A
I -
@ @ Jrefletido = Vret BB
I _ *
v (X) = Ae" +Be™  pegiso1 Jiransmitioo = YtranC C .
Jrefieti Y
w,(x) =Ce"**  Regido2 reflexdo: | R = oedo 1ot
2 Jincidente VincA A
i hk
ViI’IC — pmc = 1 . V C*C
" m transmisséc-T — Jtransmitiob — trans
Viet = Pret = hkl B k, — K, A Jincidente VinCA A
oM Tkek,

m m

2 2
Vv — ptrans — hkz R — kl B k2 C = 2k1 A T = k2 2k1
rans k, +K, k, +k, k, Lk, +Kk,




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Potencial Degrau”

e Coeficiente de Reflexao e Transmissao:

x) =1,
2
F(x) =0 ) _
® @ g | K=k Tk 2k, i
k, +K, k, LK, +K,

reflexao: + | transmissaq:

2 /1 Vv, )
4Kk, k, k, —k, BV =
T kk )Z{WJ — R=1-T = \I/E -
1+,1--2
klz Z;InE \ E )
’ ~ J2m(V, —E) R=1-T =1 E <V,

h



2

.kl_kl] e T

Como R-=

.Iﬁ:]_ +.Iﬁ:1

LY

R=1-T={1_J1_W‘E
1+.,1-V,/E

sobe ou desce o degrau.

2

4k k,

1.0

(k4 k)
R

r

temosque R+1=1

R
I

Le E}l

Vs

0.5 1.0
EJV,

2

[ Fazer Ex. 6-3, pag.

1.5
A

R e T sdo simétricos pela troca /i += f,. Portanto, em termos de
coeficientes de reflexdo e transmissao, tanto faz se a particula



