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OPERADORES — OBSERVAVEIS RESUMIDAMENTE

1- no caso da posicdo o operador € o proprio valor da posicao:
X <> X
2 - no caso do momento, operador é dado %)I’Z
D<= —1h—
OX
?,

pP=<p>= _[:P (x,t)(— 17 &j\P(x,t)dx

3 - no caso da energia, operador € dado por:
~ ., O
E=17—
ot

E =< E >= z‘lf*(x,t)(ihgj\lf(x,t)dx



Equacao de Schrodinger

Diferenca importante entre a equacao de Schrodinger e a
equacao da onda classica esta no fato de um numero
imaginario j_./—1 aparecer explicitamente na Eq. de
Schrodinger.

As funcoes de onda que satisfazem a Ed. de Schrodinger nao
sSao necessariamente reais, cComo vimos no caso da funcao de

onda da particula livre '

Isto significa que a funcao de onda LP(X, '[) que satisfaz a equacao de
Schrdodinger ndo é uma funcdo diretamente mensuravel como a funcéo
de onda classica, ja que os resultados de medicbes sdo necessariamente
nUmero reais. Entretanto estamos interessados em obter as
probabilidade (por exemplo: encontrarmos o elétron em uma posicao). E
esta interpretacdo probabilistica da funcéo de onda foi proposta por Max
Born e reconhecida, apesar dos protestos de Einstein e Schrodinger.




Equacao de Schrodinger independente do tempo

Geralmente estudaremos 0s casos que correspondem a situacoes de onda
estacionaria:

atomo de hidrogénio,

Particulas em uma caixa

Oscilador harmonico
Nestes casos 0 potencial V nao depende explicitamente do tempo
V(x,1)=V(x) — Utilizaremos neste caso a ideia de separacao de variaveis:

(X, t) = (x).9(1)

1 Oy ()4(t) i 0w (X)4(t)
ot

7 V(X (X)g(t) =
2m OX
As derivadas agora sdo ordinarias e ndo mais parciais

Mﬁ (9 v ) /{ /({ . /;) dg(t) 1

W (x).4(t)
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Equacao de Schrodinger independente do tempo

LA -0 ]

v (X)#(t)

2
w1 d ‘/’(X)+V(x) (in
S6 depende de x - 2m w(X) dx°

o1 d(x) dgt) C .. iC
Tomw) ae v =C i W= o0
1dg) ic

a0 dt Ht)=¢e 7



Equacao de Schrodinger independente do tempo
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Temos:

¢(t) _ e_i;_t P(t) = co{%)— isen(%)

o(t) = cos[27z %) — isen(Zn %)

Temos uma funcéo oscilatoria de frequéncia f=C/h, mas segundo

hZ

E=hv

E
V=—

h

L AV Ly -c

2m iy (x) dx°

p(t) dt

1 dg() _ .

de Broglie :/
iEt

- C-E s(t)=e "

R dp(x)
2m  dx°

+V (X)y (x) = Ey(X)

Equacao de Schrodinger independente do tempo




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Equacao de Schrodinger independente do tempo
A densidade de probabilidade neste caso: :

PO =y (e "
P(x,t)dx =¥ (x,t)¥(x,t)dx

P(x,t)dx = w*(x)e%aw(x)e_éadx
P(x,t)dx =y (X)w(x)dx

Ou seja nao depende do tempo. Essas solucoes sao chamadas de estados
estacionarios




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
Para ter sentido fisico, devemos impor algumas condicgoes

« As funcOes de onda e sua primeira derivada, para serem solucoes
aceitaveis precisam:

« Ser finita (ndo podemos aceitar que (X) =o0;Xx —0
particula tem que ter ser movimento em uma regiao do
espaco

 Ser univoca (a funcéo de onda nao pode ter multiplos
valores)

« Se continua (pois se temos funcdes descontinuas as derivadas
serao infinitas nos pontos de descontinuidade)

« Essas condicOes sdo necessarias para que as funcoes de onda
representem os observaveis de maneira adequada

Agora vamos ver alguns casos e aplicacoes



Particula sujeita a V(x) = Vo

Postular a equacao de Schrodinger para uma particula de massa m livre
V(x,t)=Vo

Primeiro podemos pensar em uma funcao de onda do tipo cos(kx-wt), no
entanto esta ndo satisfaz a solucdo da Eq. De Schrddinger (primeira
derivada € seno e segunda derivada é cosseno). O mesmo acontece para
uma funcéo de onda do tipo sen(kx-wt). Entretanto a combinacao linear
destas solucdes € uma forma exponencial da funcdo harménica que

satisfaz a equacao de Schrodinger h o, _E
A h
()= ABostoc—af) <Tseno v}

real imaginaria

Usando a férmula de Euler

e'f:cose+isen9 \P(X,t) _ Aei(kx—a)t) _ Aeikxe—ia)’[

e 'Y =cos@—isend




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

\P(X’t) _ Aei(kx—a)t) _ Aeikxe—ia)t

or(x,t)

= —jwAe'™ ™ = —jp¥(X,1)

07 (X, 1)
OX*

Substituindo na equacéo de Schrodinger e fazendo V(x,t)=Vo temos:

2 2
_IZ O vty w ) = in S
2m  OX ot 2 _
—2—( K°W) +V, ¥ = ih(-iw)¥

= (ik)2 Ae'( ) = k2@ (x 1)

h2r

p_h_n2z_
A A \hzkz

, Y +V,¥Y =hot

P _ E. 02
Energia total da particula se conserva 2m [ om )+VO =E E=hao
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Estudar a particula livre que ndo age nenhuma forca é aplicada
V(x,t)=0

@1) =y (X) GE

Vemos que a funcao de onda realmente apresenta um estado
estacionario com energia

E=%w
h2 dZ(AeikX) _
2 2 ikxy
IV V=B Tam e e ) TRV
2m  dx 2
—%(ik)er”‘x — Ey(x)
p=%=% B2K2 pz
2 == A=y () =Ey (%)
P’ _ £ m 2m




Equacao de Schrodinger

Assim para a particula livre, ndo héa restricdes sobre o valor de p e,

assim nao ha restri¢cdes para o valor de energia . p’
Se V(X) nao for constante, entao as solucdes de uma equacao

de Schrodinger sao possiveis apenas para certos valores de
E. Esses valores representam os niveis de energia permitidos

descritos por V(x) '

Esta descoberta € muito importante pois antes deste desenvolvimento
ndo havia forma de prever os niveis de energia a partir de qualquer
teoria fundamental, a ndo ser pelo método de Bohr, cuja eficiéncia era
bastante limitada.
A dependéncia da funcdo de onda com o tempo é essencial para
estudar os detalhes das transicoes entre estados, a emissao e absorcao

de fétons e a vida média dos estados.




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Vimos que a funcao de onda da particula livre apresenta
um momento linear bem definido o que segundo o

principio de incerteza, nao temos a menor ideia onde a
particula esta.

P(x,t)dx =¥ (x,t)] =¥ (x,t)¥(x,t)dx
(A*e—ikxeia)t).(AeikXe—i(ot) _ A* AeO _ ‘A‘Z

A funcao densidade de probabilidade nao depende do tempo (estado
estacionario de energia bem definida), e ela também ndo depende da

posicao, o que indica que a probabilidade de encontrar a particula em
qualquer lugar no espaco é igual. £2)2

Logo para a particula W(X) — Aeikx E = o

livre temos:



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
Funcao de onda de uma particula em uma caixa

Uma particula de massa m desloca-se nesse sistema
Condic0es para a funcdo de onda:
« Dentro da caixa V(x) = 0, fora V(x)=infinito
« Como a particula esta confinada dentro da caixa
0< x< L esperamos que a y(x) = 0fora da caixe
» Estao de acordo com a Eg. de Schroedinger que
diz que a funcéo deve ser finita dentro da caixa e
a funcéo deve ser zero quando V(x) é infinito.
« A funcéo de onda deve ser continua para ser uma
solucdo matematica da Eq. De Schrodinger. Entéo
y (X) =0 nas fronteiras das regioes x=0 e x=L

« Finalmente a derivada da funcao de onda deve ser
também continua — somente teremos nos nas paredes
dada a descontinuidade da primeira derivada.




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Particuladentrodacaixa 0<x<L
Dentro da caixa V(x) = 0, fora V(x)=infinito

hz dzw(X) h2 d2
- V (X (X) = Ew(x w(X) _
om e ORISRV e =B (Y
A equacao de onda que satisfaz esta a eq. De Schrodinger poderia
ser: -
w(X) = Ae™

1) E continua e possui derivada primeira continua
2) Problema: essa funcao de onda nao satisfaz as concf< icOes de

contorno em que a funcao deve ser zero em x=0 e x=L
x=0=yw(0)=Ae’=A  S{ serd zero se A=0, ai a funcéo de onda
X=L =y (L)=Ae"" seria zero e nao existiria nenhuma particula

Para sair disto precisamos lembrar que para um estao! (X) _ Aleikx +@

estacionario podemos ter uma superposicao de ondas :




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
Particula dentro dacaixa 0<x<L  w(x)=Ae ™ +Ae™
w(x) = Afcos(kx+isenkx) |+ A, [cos(=kx) +isen(—kx)]|

w(x) = Alcos(kx+isenkX) |+ A, [coskx) —isen(kx)]
w(X)=(A + A,)coskx+1(A — A,)senkx

)/; =:o_:/; w(©0)=A+A, =0 w(X) = 2iAsenkx= Csenkx

A funcéo de onda de estados estacionarios

w(0)=0 ' :
x=L kL —n, Paraaparticuladentroda caixa
K = 7 Os niveis de energia:
L o _h _nn
2t 2L Pr A,
p

A= = ,Nn=12,3... —
k N n<h




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
“Particula presa em uma caixa V(x) = 0 (poco infinito)”

Exemplo seria uma molécula

dZW(X) - m EW(X) b3 =% cos I
dx’ n ""E\//\\/’f x a-3 9E,
n
U(x) =+/2/a- cos (—:r)
a
para n=1,3,5,...
V(x) =+/2/a- sen (E:r:) d2 =/ sin 2
a -4 e
para n=2,46,... - = R 2
E R 2 L /“'__"F{
- 2??’1@2?1 E:8 2 n -5 < * = E,
para n=1,2,34,... ma V=0

A menor energia possivel ndo é zero!
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Particula presa em um poco finito quadrado

d iy (X 2m | |
Y 2y (9 oo
« Uma situacao mais realista do que o pogo |
infinito v
 Potencial representaria uma particula e
presa (chamado estado ligado: BETIRE: WO R
* néutron em um estado ligado no
nucleo @ @ @
 Elétron em um atomo e que pode se

desprender (atomo ionizado)

-a - &

Vo X<-a regiao 1
0 -a<x<a regiao 2
V(x)= Vo x<-a regido 1



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Analise Qualitativa das solucoes da Equacao de Schrodinger”

Permite obter caracteristicas das funcdes de onde que sdo solucbes da um dado problema

- +V (X)w (X) = Ew (X | 4y _2mn, 5]
om g TV OWR=Ev0) | TR £l
d?w(x) _2m |
= V X _E X .g V(x)
7 = VOO-Ep( /

9jlo |
Regiao 1 ) T 4
d i wix) :
V(x) > E: temos que (;f(ﬁx) tem mesmo sinal de ¥ (X) .

Se 7 (X) > 0 concavidade ¢ voltada para cima (cdncava)

se ¥ (X) <0 concavidade é voltada para baixo (convexa) /N

i
[F(x) = E] =0
1




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Analise Qualitativa das solucoes da Equacao de Schrodinger”

Permite obter caracteristicas das funcdes de onde que sdo solucbes da um dado problema

e dy(x) .
- +V (X)) (X) = Ew(x (A
o (X (x) = Ey(x) | 2= V-l
2 T
L0020y (0 - el () \ =
dx 5
21elo i
Regio 2 B ‘

2 vix)
V(x) < E: temos que d ng) tem sinal contrario y/(Xx) } ror
X u 8

Se ‘//(X) <0 concavidade é voltada para baixo

/\\_/

i I
[¥Fix) - E] >0 [Fix)- E]<0)
1 1

Se W(X) >0 concavidade é voltada para cima



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Analise Qualitativa das solucoes da Equacao de Schrodinger”

Permite obter caracteristicas das funcdes de onde que sdo solucbes da um dado problema

s o (121,// 7m v
. (x)-E
BV pg=Epy | a0
2m  dx T
2 _éo Vix)
R My ey /S,
dx A
0,10,
Regiao 3 ) o
V(X) > E: temos que 0 l//EX) Resi‘ol:i Regido 2 E Regiio 3
dx \/e/\;\\/
tem mesmo sinal 1/ (X) °
Temos certos valores de energia como solucéo para essa /\ \/ ;/\

equagao v - El>0(V(x) E1<0! (V- E1>0



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Analise Qualitativa das solucoes da Equacao de Schrodinger”

Permite obter caracteristicas das funcdes de onde que sdo solucbes da um dado problema

hz dZW(X) dzlél 2m [V(x) E]
B 2 +V (X)w (X) = Ey(X) dx
2m  dx T
dzdgigX) _2m M - E} () : \ /

0
Temos certos valores de energia como solucao para essa equacao

wixd

A R Tk - i!cl:_l_::i.._'u
.:Hﬂi:-'iﬂmw;- s e

-""_E F"[.::l

e

& 5 Energia quantizada
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Analise Qualitativa das solucoes da Equacao de Schrodinger”

Permite obter caracteristicas das funcdes de onde que sdo solucbes da um dado problema

P AV v () = Ep (¥
2m  dx
d2(x) 2m

o =2 VO-Ep()

Quando E > V(x) para qualguer valor de
x> X~ é possivel encontra uma solucéo para
para qualquer valor de energia, formando

uma distribuicdo continua de valores de
energia do sistema

El
E: Flaj
e . E
EE ,
(X) ' #'3*!-5-' (A i
'.'Hr'é'-"! ik e '.'!I'LLF: w_}.u.
Frﬂht _/',-"""E Fix)
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Particula presa em um poco finito quadrado

Vo x<0 regido 1
7 dw(X) "
_ — V (x) = 0 O<x<a regiao 2
2m  dx? Vo (X) = Ep(x) 9 Vo x>a regio 3
 Uma situacdo mais realista do que o poco  ~ :
Infinito

 Potencial representaria uma particula
presa (chamado estado ligado:

* néutron em um estado ligado no (:) @ | (i) )

nucleo
 Elétron em um atomo e que pode se 9
desprender (atomo ionizado) S a\
Regido 1 e 3 d %y (X 2m 2m(V, — E)
(;/;g ) = _?(E —Vo)v (X) k, = \/ ho

d*w(x) _, 2
dX2 — kl W(X) l//l(x) — Aeklx n Be‘klx W, (X) _ Feklx +Ge‘k1x
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Particula presa em um poco finito quadrado

Vo  x<0 regido 1 | »
V(X) = 0 O<x<a regi&o 2 f
Vo Xx>a regiao 3 . i
Regido 2 — dentro do poco R T
dzl//(X) 2m K — v2mE i
— T2 E l//(X) 2 h '

dx’ %
,(X) = Csenk,x+ D cosk,X

Aqui ndo conseguimos exigir que a funcdo de onda se anule nas fronteiras 'd ‘a

v, ()= Ae +Be ™ ¥s(X)= Fe“” +Ge™
1) Condigdo de finitude X —» 00, (X) — 0
X = =0,y (X) >0
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Particula presa em um poco finito quadrado

w,(X) =Ge™  Regido 3 b h “ ;
V2mE I, L
w,(X) =Csenk,x+Dcosk,X  Regiio2 K, =

h Fix)

2) Condicao de continuidade a funcéo e de sua

derivada @ @ @ =

Wl(x:O) — WZ(X:O)
l//2(x:a) = l//3(x:a)

Q
d
—_ Wi(x=0) — d_X Y > (x=0)

d
dXx
d d
dx WZ(Xza) — &W3(x=a)
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Particula presa em um poco finito quadrado

Filx}

v (X) = Ae¥*  Regido 1 . J2mv,~E) T
v,(X)=Ge™ ™  Regido3 A _
\2mE 2
v, (X) =Csenk,x+ Dcosk,x Regido2 Kk, = - @‘_ O @ .
0 a

2) Condicao de continuidade a funcao

W1(x=0) — WZ(X=0)

. WZ(Xza) — l//?,(x:a)
Ae” =Csen0+ DcosO

Csenk,a+ Dcosk,a =Ge™®

A=D
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Particula presa em um poco finito quadrado

Filx}

v, (X) = Ae*"  Regido 1 K, = \/2m(Vo —E) TS Tk R
w,(X) =Ge™  Regido3 1 i E
V2mE 2
w,(X) =Csenk,x+ Dcosk,x Regido2 k, = - @‘_ Q @ .
Q a

2) Condicao de continuidade da derivada da funcéao

d . d
dx Wix=0) = dx ¥ 2(x=0)

k,A=Ck, cosO— Dk,sen0O

k,A=Ck, d d

T Vox=a) = o Vsx=
dX 2(x=a) dX 3(x=a)

Ck, cosk,a— Dk,senk,a = —k,Ge™*
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Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

“Particula presa em um poco finito quadrado

W, (X) = Ae'
Vs (x) = Ge ™

,(X) = Csenk,x+ Dcosk,x Regido 2

Regido 1

Regido 3

k

Filx}

_J2m,-E)  —— o
1 h E
K, = \/Z;nE @ @ @
0 ’ a I

A=D

k, A= CK,

(1)Csenk,a+ D cosk,a = Ge™*

Ck, cosk,a— Dk,senka - le/e"{la y/}ké%: oska-Phsenka .

@ Ck2 coskza — Dkzsenkza — _lee—kla

O () Dividindo 2 por 1

kl

= . k
Csenk,a+ Dcosk,a Ge™ Jsenk,a+ Dlosk,a
2




x[ 1 j Ky f)}(z COS kza—)ﬁkzsenkza

<) W ok

%,f)senkza + P cosk,a
2
K _
“L cosk,a —senk,a 2V, —E)
1
s __k L
K, K,
—senk,a + cosk,a [2mE
k, =+
kl —_
k2

Isto esta relacionado a profundidade do poco (Vo) e com a largura do poco (a)
E esta relacdo sO pode ser satisfeita para certos valores de E.
A solucdo néo pode ser resolvida explicitamente para E.
Deve ser obtida pelo método geométrico.



