
Redes Complexas 

Modelagem de Sistemas Complexos 

EACH 2016 



Os objetos podem ser: pessoas, cidades, computadores, paginas web 
Filmes, empresas, bancos, proteinas, animais, etc... 
 
Os relacionamentos podem ser:  amizade, colaboração científica, 
língua faladas (dialetos), voos, produção, função biológica, sentido da 
predação etc.. 

O que são redes?  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

O que são redes?  

Nós 
ou 
vértices 

Arestas, conecções, ligações 
relações 





               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

1736-  Euler introduz a idéia de grafo 
 
1926- Boruska propõe árvore geradora mínima –rede elétrica em Morávia 
 
1930-  Moreno aplica redes na sociologia  - sociogramas 
 
1950- Freeman – medidas de centralidade 
 
1957- Redes aleatórias por Rapoport 
 
1959-1960  -Redes aleatórias por Erdos e Reny 
 
1965- Price propõe modelo matemático ligação preferencial (Herbet Simon) 
 
1967-  Stanley Milgram  e o Mundo Pequeno com 6 graus de separação 
 
1968-  Merton publica trabalho sobre efeito Mathew 
 
1998 – Modelo Watson-Strogatz para mundo pequeno e Page Rank (Google) 
 
1999-  Modelo Albert-Barabasi  introduz as redes livre de escala. 
 
  

  

Histórico 



Ciência das Redes  

Por que estudar as redes? 



Ciência das Redes  

Muitas redes possuem propriedades  não triviais  do ponto de 
vista topológico 
 
Como assim? 
 
Elas não são regulares  e nem são aleatórias! 
 
Contudo,  muitas redes possuem propriedades topológicas iguais. 
Algumas são Redes que representam o mesmo sistema, mas em 
locais diferentes, enquanto outras redes representam sistemas 
completamente distintas,  
 
Como isso é possível ? Por que? Como estudá-las? 









i=1 

j=1 

Grafo direcionado 









               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Como caracterizar uma redes? 

Grau do vértice: número de arestas ou ligações  de um vértice ou nó.  

grau 1 
grau 3 

grau 2 

grau  

fr
eq

u
ên

ci
a 







Digrafos 
 

Árvores 
 



Tipos de Redes 

Redes Regulares 
 
 
Redes Complexas 
 
 
Redes Aleatória 
 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Exemplos de redes complexas  





Primeiro vamos entender a rede aleatória 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Erdös-Rényi model (1960) 
 

Pál Erdös 
(1913-1996) 

Alfréd Rényi 
(1921-1970) 

Definição: 

 Um grafo aleatório é um grafo com N vértices, 

onde cada par de vértice é conectado com 

probabilidade p. 

 

 

Notação   G(N, p). 

Primeiro vamos entender a rede aleatória 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



                             

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



                             

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



                             

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Algumas Propriedades Compartilhadas pelas 
Redes Complexas  

1. Propriedade Mundo Pequeno (Small World) 
 

2. Formação de Aglomerado e Comunidades 
 

3. Robustez a falhas aleatórias 
 

4. Vunerabilidade a ataques aos hubs 
 

5. Vunerabilidade a falhas em cascata 



                             

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



P(k) 
N 1

k









p

k(1 p)(N1)k

Redes Aleatórias 

Distribuição da conectividade 
segue uma binomial 

 

 

Redes complexas evoluem a partir da conexão de nós 
inicialmente isolados 

 

 

 

A componente gigante contém a maior parte dos nós! 



                             

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



             Redes Aleatórias                

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



             Modelos de Redes                

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Propriedade Mundo Pequeno 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Propriedade Mundo Pequeno 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Modelo de Watts e Strogatz  

. Redes de atores,  power grid, redes neuronais (c. elegans) 
 
São  redes com coeficiente de cluster alto (C), mas distância (L) curta.  
 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Modelo de Watts e Strogatz  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

Para construir uma rede pequeno mundo segundo modelo Watts –Strogatz 
Parte-se de um anel com vértices possuindo dois vizinhos. Com 
probabilidade p, tire uma conexão existente de um nó qualquer e conecte 
com outro nó.    

Modelo de Watts e Strogatz  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Modelo de Watts e Strogatz  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Resumindo... 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Contudo... 





As Redes Complexas 





               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Propriedade Mundo Pequeno 









               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

É preciso outro modelo... 

Inúmeras redes naturais ou sociais não são descritas pelos modelos de Erdos-Renyi 
ou Watts-Strogatz. Elas possuem uma distribuição de grau que segue uma lei de 
potência     

                               P(x) = ax 
ᵧ 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Algumas Propriedades Compartilhadas pelas 
Redes Complexas  

1. Propriedade Mundo Pequeno (Small World) 
 

2. Formação de Aglomerado e Comunidades 
 

3. Robustez a falhas aleatórias 
 

4. Vunerabilidade a ataques aos hubs 
 

5. Vunerabilidade a falhas em cascata 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



Modelo Albert-Barabasi                

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

Ele parte do suposto que  a rede evolui a partir 
de novos entrantes 
   

jj

i
i

k

k
k


 )(

Ligação preferencial 
Novo vértice 

Rede  

O novo entrante tem preferência por nós mais conectados 

a) A probabilidade acima é linear em k 
b) Ki  mede o grau do nó i 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

maior 
mais conectatos possuem 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

 
 
 
 
 
 
            
  

  Can Latecomers Make It?  Fitness Model  
 

SF model:       k(t)~t ½                 (first mover advantage) 
Real systems:       nodes compete for links -- fitness 
 
Fitness Model:       fitness  (h)  
 
 
  
                     
       k(h,t)~tb(h)  
   
                     
                   where 
                      
        b(h) =h/C     
 
 
 
 
G. Bianconi and A.-L. Barabási, Europhyics Letters. 54, 436 (2001). 
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• Nr. of nodes: 

• Nr. of links: 

•Average degree: 

•Degree dynamics 

•Degree distribution: 

•Average Path Length: 

•Clustering Coefficient:

  

  

N = t

  

L = m t

  

P(k) ~ k-g g = 3

The network grows,  but the degree distribution is stationary. 

   

ki (t) = m
t

ti
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ç 
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ø 
÷ 

b

b =
1

2
β: dynamical exponent 

γ: degree exponent 

N

N
l

lnln

ln


   

C ~
(lnN)2

N

SUMMARY: PROPERTIES OF THE BA MODEL 

Network Science: Evolving Network Models February 2012 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
      

Network Science: Evolving Network Models February 2012 

Pathlenght Clustering Degree Distr. 
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C ~ const

  

C ~ const
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P(k)=δ(k-kd) 

   

P(k) = e-<k> < k >k

k!

Exponential 

P(k)  ~ k- 

N
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C ~
(lnN)2

N

Regular 

network 

Erdos- 
Renyi 

Watts- 

Strogatz 

Barabasi-

Albert Network Science: Evolving Network Models February 2012 



Visualização de redes grandes 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Entretanto para grandes redes  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  
Métricas de Redes 

Quais são os nós estruturalmente importantes? 

Quais são os nós relevantes para o fluxo de 
informação? 







               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  





               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  

Betweenness ou intermediação 

Mede o quanto o nó está no meio do caminho de 
outros nós.  Para isso, considera-se todos os caminhos 
mínimos que passam pelo nó bem como todos os 
caminhos mínimos do grafo. 

Idéia: quantos indivíduos necessitam de um certo nó 
para atingir qualquer outro nó com o menor número de 
arestas? 

Quem tem um papel mais importante na intermidiação, 
X or Y? 

X 
Y 

78 





Centralidade do Vetor Próprio (eigenvector) 



PageRank 

O pagerank é uma versão da métrica de centralidade do autovetor.  
Dado a matrix de adjacência A, a métrica do autovetor é dada por 𝑥𝑡: 
 

𝑥𝑖
𝑡+1 = 𝐴𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑥𝑖
𝑡  

Enquanto para o pagerank é 
 

𝑥𝑖
𝑡+1 = α 𝐴𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑥𝑖
𝑡

𝑘𝑜𝑢𝑡
+ (1 − α) 

O termo contante α foi adicionado para  contabilizar nós que tem 
indegree zero e outdegree não nulo. O score 𝑥𝑖 aparece dividido por 
k_out para evitar que o score i suba muito devido ao grande número de 
conexões que eventualmente podem chegam a ele.   
 
 



Descrição 

• Para a Google: Páginas (nós) que recebem maior  
importância (PageRank) devem ter maior chance 
de estarem entre os primeiros resultados 

• É considerada a importância do nó que aponta 
para outro na hora de calcular a importância do 
segundo 

• O PageRank age sobre um WebGraph 

– Nós são as páginas 

– As arestas são os links 



Algoritmo 

• O PageRank representa a probabilidade de 
uma pessoa clicando aleatoriamente chegar  a 
uma página em particular 

– Normalmente, assume-se uma probabilidade 
inicial para todos os nós, para então ter esse valor 
refinado em algumas iterações pelo conjunto de 
nós 

 

 



Algoritmo Simplificado 

Page Rank inicial igualmente 
dividido PR = 0,25 

 

A 

B C 

D 
PR(A) = 0,25 PR(D) = 0,25 

PR(B) = 0,25 PR(C) = 0,25 

= 0,75 

A 

B C 

D 

Temos que levar 
em consideração 

que eles não 
apontam só para A 

 = 0,4583 

Generalizando, seja L de um nó a quantidade de arestas saindo que ele tem. 

, onde Bu é o conjunto de nós que apontam para u. 



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



               

  

 

  

 

  

 

  

 

  

 
    

  



• Rich goes with the rich (selective linking) 
– Um ator famoso  prefere emparelhar-se com algum outro ator famoso  

em um filme, em vez de um recém-chegado na indústria 
cinematográfica. 

 Assortatividade (homofilia) 

Assortative 
Scale-free network 

Disassortative 
Scale-free network 



i ijj
k a

Medida de Assortatividade 



ANND (Média grau vizinho mais próximo)  

– Encontre o grau médio dos vizinhos de cada nó i com grau k  

– Encontrar a correlação de Pearson (r) entre o grau de i e o grau médio de seus 
vizinhos 

 

 

 

 

 

 

Medida de Assortatividade 
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Community definition 

 Definition of Community in a Strong Sense  
 

The subgraph V is a community in a strong sense if 
 

k(i)
in
(V) > k(i)

out
(V),  for all in V 

 

(Radicchi et al. PNAS, 2004).  

“A group of nodes of a graph which are more strongly 
connected to each other than with other nodes in the same graph” 



Community structure 

Community structure: a group of vertices that have a 
high density of edges within them and a low density 
of edges in between groups 

 

Example:  
 
•Friendship n/w of children 
•Citation n/ws: research interest 
•World Wide Web: subject matter of 
pages 
•Metabolic networks: Functional 
units 
•Linguistic n/ws: similar linguistic 
categories 

 



Especially where the community structure isn’t apparent or the networks are 
large 

is there community 
structure? 



• Edges: teams that played each other 

 



Community Identification 
Algorithms 

• Hierarchical 

• Girvan-Newman 

• Radicchi et al. 

• Chinese Whishpers 

• Spectral Bisection 

 

See (Newman 2004) for a comprehensive 

survey (you will find the ref. in the 

supplementary material) 

 



Girvan-Newman Algorithm 
• Bisection Method 

– Calculate the betweenness for all edges in the network. 

– Remove the edge with the highest betweenness. 

– Recalculate betweennesses for all edges affected by the 
removal. 

– Repeat from step 2 until no edges remain. 

 

Limitation: time of processing O(n3) 

(M. Girvan and M. E. J. Newman,PNAS (2002).) 



illustration of the algorithm 



separation complete 



Modularidade 









Motivos (Motifs) 

Métrica usada 
Para detectar 
Motifs é o z_score 

Conjunto de nós 
que exibe padrões 
cuja presença pode  
estar relacionado 
com algum papel de 
natureza  estrutural 
ou funcional 
 
Ajuda na busca de 
princípios  
organizadores  gerais  
 



Nesta seção, achar exemplos de aplicações de redes! 



Modelos Dinâmicos em Redes Complexas 



Modelagem baseada em Agentes e Redes Complexas 

• Nós da rede são pessoas (grupos), os links são relações (contatos) 

• Quem está ligado intimamente a quem (comprimento do caminho, 
clustering)? 

• Quem é fundamental na rede (centralidade)? 

• Podemos inferir uma estrutura de rede a partir de uma quantidade 
muito pequena de dados (redes ocultas)? 

Conhecido 

Desconhecido 



 
 
 
 
 

 
Afinal, o que são redes Complexas? 



Afinal, o que são redes Complexas? 

•    redes regulares e redes aleatórias não são complexas 
 

 A primeira é definida pelo fato da distribuição de grau ser constante, ou seja, 
todos os vértices tem a mesma conectividade e apresenta uma geometria 
regular,   com diâmetro grande. Apresenta alta clusterização.  
 
 A segunda se caracteriza por uma heterogenidade na distribuição de grau, mas      
ainda possui uma escala, pois a maioria dos vértices tem grau próximo a media. 
Além disso a distância é curta e o coeficiente de cluster é baixo. Basicamente 
não há correlação de grau entre os vértices.  

b = 0 b = 1 
ORDEM DeSorDeM 

?? 







Afinal, o que são redes Complexas? 

Redes Complexas: para identificar redes complexas há que se investigar algumas medidas  
 
Distribuição de grau heterogênea (geralmente, mas não obrigatorimente Livre de Escala) 
Clusterização significativa ou hieraquia ou estrutura de comunidades 
Propriedade Pequeno Mundo 
Presença de Assortatividade ou Desassortatividade 

b = 0.125 

COMPLEXO 

Muitos elementos interagindo, entrelaçamento, interdependência e auto-organização e emergência 



http://www.icmc.usp.br/pessoas/francisco/resources.htm 

 

 

http://www.network-science.org/ 

 

http://videolectures.net/Top/Computer_Science/Network_Analysis/ 

Materiais disponíveis na Internet em abundância! 

http://www.icmc.usp.br/pessoas/francisco/resources.htm
http://www.network-science.org/
http://www.network-science.org/
http://www.network-science.org/

