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Vamos considerar o hamiltoniano de um sistema quéntico de N particulas
idénticas, com interagoes entre pares, escrito na forma

H:ZT(xk%F% Z Vi (wp, 1), (1)

k£l=1

em que x designa as coordenadas da k-ésima particula. A fungao de onda
desse sistema,
U =V (21, 29,...,TN,1), (2)

que inclui as condigoes de contorno, simetrias e demais propriedades, obedece
a equacao Schroedinger,

0
h—U = HW.
Zh@t H (3)

Esse ¢ o nosso ponto de partida.

1 Estados de particula tinica (ou orbitais)

A equacao de Schroedinger independente do tempo de uma particula livre
em uma dimensao é dada por
h? d?

 2mda?

¥ () = v (1), (1)
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com a solucao

hZ k’2
U (x) = exp (ikz), €= ()
As fungdes v (x), dependentes do nimero de onda k (ou seja, da energia €),
sao os estados de particula unica ou orbitais (nesse caso muito simples sao
ondas planas). Vamos adotar a notagdo {9, (z)} para designar o conjunto
de orbitais de uma particula.

Em geral estamos interessados em resultados no limite termodinamico e
podemos adotar condigoes periddicas de contorno. Entao temos

2m

Y(x)=¢(x+L) = exp(ikl) =1, (6)
ou seja,
2
k:i%n, n=01,2,3, ... (7)

De acordo com a notagao adotada, a funcao de onda (x;) estd asso-
ciada a j-ésima particula, com energia €;. Supondo que esses orbitais sejam
ortonormais, ainda temos

[t @)y @) das =6, ®)

Portanto, {wej (x])} representa o conjunto ortonormado de orbitais da particula

J-
No limite termodindmico, somas sobre valores do niimero de onda podem
ser transformadas em integrais. Entao temos

d ()= /%(...). (9)

Em trés dimensoes, a generalizacao ¢ imediata,

Z(...):/ LI (10)

= (%)’

2 Funcao de onda do sistema de N particulas

Vamos escrever a fungao de onda do sistema de N particulas em termos do
conjunto (completo) de fungoes de particula tinica. Com a notagao definida
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acima, temos

U (21,02, .z, ) = Y Clenea,en,t) 1, (21) 1, (22) b, (2).

€1,62,. 0, EN

(11)
Inserindo esta fun¢ao de onda na equacao de Schroedinger, e tirando partido
da ortonormalizacao, temos um conjunto de equacoes diferenciais para os
coeficientes C (eq, €g, ..., €, 1),

o,
Zhac (617627 "'7€N7t) -

N
> / dajipe, (x5) T (25) ¥y, (25) C (€1, €51, €w, €41, €N, E) +

j=1 w
+(termos de interagao). (12)
Verifiquem esse resultado! Tentem escrever a expressao (mais complicada)
para os “termos de interacao”.
Resolvendo essas equacoes, isto €, calculando os coeficientes C', temos a

funcdo de onda do problema. E claro que a equagio (12) é absolutamente
equivalente a equacao de Schroedinger inicial.

3 Propriedades de simetria

As fungoes de onda fisicamente aceitdveis sdo simétricas (bdsons) ou antis-
simétricas (férmions),

\\J (...,l‘i, cey Lygy ,t) =1V (...,xj, ey Ly ,t) . (13)

Essa propriedade se reflete imediatamente nos coeficientes C'. De fato, temos
a consequéncia, necessdria e suficiente,

O(...,EZ’, ey €4y ,t) = :tO(...,Ej, <oy €4y ,t) (14)

Vamos por enquanto nos restringir a um sistema bosénico (fungao
de onda simétrica), embora seja igualmente simples tratar o caso fermiodnico.
Por exemplo, vamos considerar o coeficiente C'(1,2,3,2,4,....t), em que a
particula 1 estd num orbital de energia ¢;, a particula 2 num orbital de
energia €,, a particula 3 num orbital de energia €3, mas a particula 4 num
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orbital de energia ey, e assim por diante. Devido & simetria, fazendo as
permutacoes necessdrias, é ficil perceber que

C(1,2,3,2,4,..0) =C(1,1,..,2,2, ... . 1), (15)

indicando de maneira clara que o orbital com energia €; aparece n; vezes, o
orbital com energia ¢; aparece ny vezes, e assim por diante. Torna-se entao
conveniente introduzir uma notacao mais compacta, definindo o coeficiente
C tal que

C(1,2,3,2,4,..,t) =C(1,1,..,2,2, ..., ...,t) = C (n1,ng, ..., neo, 1), (16)
em que
(n1,m2,..; Noo) (17)

com a restrigao
Z nj = N, (18)
j=1

¢ um conjunto de nimeros de ocupacao.

Vamos agora escrever a funcao de onda do sistema em termos de novas
varidveis, incorporando os coeficientes C. Na realidade, vamos fazer uma
sucessao de pequenos truques algébricos.

A normalizagao da funcao de onda,

/yqu2dr —1, (19)

implica a relacao

> [C(a e men P =1, (20)
€1,€2,...,EN

ou seja,

€1,€2,..., €N
(nl,ng, ,’I’LOO)

que nao passa de um rearranjo de termos da soma. Mas

N! -
Z 1:W, com ;nj:N. (22)

€1,€2, ..., EN
(nl,TLQ, 7/’7’00)



Entao é conveniente definir a funcao

NI 2__
f<n17n27"'7nooat) = <—|> C(n17n27"'7n007t)a

ni'ngl.. na!

tal que

> 1f (ng, e, )P = 1.

ni,n2;...;Nco

Utilizando a funcao f (ny,ns, ..., e, t) podemos escrever

U (zy,....,xN,t) = Z fna, oo, t) @y (21, -

com

17, N /2
B (%) Z wq (‘Tl) %2 ('TQ} "'w€N (LCN) '

€1, €2, ..., €N
(nl,ng, ,noo)

(23)

(24)

(26)

Nao é dificil notar que as fungoes ® sao simétricas e ortonormais. De fato,

temos

*
/dl’l...de‘N@nh“_mw (l’l, cees [EN) CI)nll”ngo (ZL‘l, ceey I'N> = 5n1,n/1...(5noo’ngo

. (@27)

Vamos agora voltar & equagao de Schroedinger. Inserindo na equacao de
Schroedinger a nova forma de ¥ vamos obter um conjunto de equagoes difer-
encias para os coeficientes f. O termo de energia cinética d4 um pouquinho
de trabalho algébrico, mas é mais fécil do que o termo de interacao. Mostrem

que

L0 R
zhaf (N1, M2, ey Moo, t) = Z (T 1) nif (ngy ooy Mgy ooy Moo, B) +

)

+ TG ()2 (g + DY (i — 1 my + 1 oo ) +

i#j

+ (termos provenientes das interagoes) ,
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em que estamos usando a notacao de bras e kets para simplificar as integrais
(e ndo estamos escrevendo os termos provenientes das interagoes).

Notem que ha uma equagao desse tipo para cada conjunto de ntimeros de
ocupacao. Notem também que essas equagoes substituem completamente
a equacgao de Schroedinger inicial, isto é, sao absolutamente equivalentes
a equacao de Schroedinger.

4 Espaco de Fock

Vamos introduzir um espago abstrato (espaco dos mimeros de ocupagao) a
fim de reescrever a equagao de Schroedinger (28) numa forma muito mais
1til e elegante.

O conjunto de vetores do espaco de Fock, ou espago dos nidmeros de
ocupagao, {|ni, ng, ..., N }, € definido com as seguintes propriedades:

(i) ortonormalidade,

(N, m, ooy M 1, My oy Moo ) = Oyt O it (29)

(ii) completeza,

Z |1, N2, ..oy Noo) (M1, Mg, vy Moo | = 1 (30)

No caso de bésons, é interessante introduzir um conjunto de operadores
{bx} tal que

(01,81 = O (31)

(e, b] = [bL,bH —0, (32)

que sao as “regras usuais dos operadores associados ao oscilador harmonico”.
E facil demonstrar algumas propriedades desses operadores de criacao e
aniquilacao de bdésons, decorréncia direta das relagoes de comutacao:

(i)

b;bk |ng) = ng |ng) ; n,=0,1,2,...,00; (33)

(ii)
b, ) = (n)"? |ny, — 1) ; (34)

(iii)
bl k) = (ne + )2 [ng + 1) . (35)
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Essas relagoes podem ser facilmente generalizadas para “muitos modos”.
Nesse caso escrevemos o “produto direto”,

1121, Tz ooy M) = 102) 12) o 1200 - (36)

Os operadores atuando nessa fungao se escrevem como “produtos diretos”
de operadores individuais; cada operador individual vai atuar no ket da sua
posicao (isto é, do seu subespago). Temos entao condi¢oes de redefinir o
hamiltoniano a fim reescrever a mesma equagao de Schroedinger - dada por
(28), por exemplo - em termos de operadores e fungoes nesse espago mais
abstrato.

5 Hamiltoniano no espago de Fock (bdsons)

Vamos escrever, de forma abstrata, a funcao de onda do sistema,

W)= D0 F (i ma o, ) 1, ). (37)

ni,n2,...,n

de onde vem que

L0 [0
/Lha |\Ij> = Z ih |:af (n17n27 an007t):| |n1an27 7nOO> . (38)

n1,n2;..,Noo

Podemos agora substituir 0f /0t pela expressao calculada anteriormente,
eq. (28), que foi escrita de forma explicita para o termo de energia cinética.
Escrevendo apenas um dos termos, temos

0 R
il [0) = o+ > > GITLG) ()2 (ny + 1) x
Ny, ..., Neo 7
(N1 4 ... + Noo = N)

Xf(ny,eoni =1, n; + 1,0 Neo, t) |01, Mgy ooy Neo) + -, (39)
ou seja,
L0 . .
i |0) = . + (i |T] 5) blo; | @) + ... (40)
i#]



Com certo esforco algébrico nao é dificil mostrar que a equagao completa
¢ dada pelo hamiltoniano equivalente em termos dos operadores de criagao e
aniquilagao,

R 1 N
H=" bl (i|T|j)b;+ 5 > " blbl (i [V] ki) biby. (41)
,J

Z'7j7k7l

E claro que hd uma correspondéncia um-a-um entre as solugoes
produzidas por este hamiltoniano no espaco de Fock e as solugoes
da equacao de Schroedinger original.

6 Hamiltoniano de férmions

Para um sistema de férmions, nés definimos um conjunto {a,} de operadores
que anticomutam,

{ar, al} =0y (42)
e
{ar,as} = {al,al} =0, (43)

com a definicao de anticomutador,
{A,B} =[A,B], = AB + BA. (44)

Usando essas relagoes de anticomutagao, é simples verificar as seguintes
propriedades:

(i)

a? = (al)2 = 0. (45)
Portanto,
alal |0) = 0. (46)
(i)
(aTa)2 =dla, (47)

ou seja, o operador nimero, 7 = a'a, tem autovalores 0 ou 1 apenas (de
acordo com o principio de Pauli). Notem que

7y, 7] = 0. (48)

Notem também que produtos bilineares de operadores fermiénicos sempre
comutam.



(iii)
a'10) = [1), all) =10), (49)

a'|1) =0, al0) = 0. (50)
Notem que

|1, ngy ey M) = (ai)m (a%)m (alo)noo 0), (51)

em que se deve tomar muito cuidado com a ordem dos operadores e os sinais!
Nesse caso de férmions, é possivel verificar que o hamiltoniano equivalente
é dado por

1
H= Za,:[ (r|T|s)as+ 5 Z alal (rs|V|tu) ayay, (52)

7,8,t,u

em que se deve tomar cuidado com a ordem dos operadores.

7 'Teoria de campos boso6nicos

Para construir uma teoria de campos, vamos definir os operadores

Vig) =D v (q) (53)

@) =" vi(a) . (54)

onde {¥ (¢)} € o conjunto dos orbitais.
Entao o hamiltoniano serd dado por

+1 / / FTETY (@) () (T T ()T (55)



8 Gas ideal quantico

No caso do gds ideal, isto é, na auséncia de interagoes, temos o hamiltoniano

H = HO = Zeja;aj = Z Ej/ﬁj, (56)

J J

N = Za;aj = Zﬁj (57)
J J

A grande funcao de parti¢ao serd dada por

e o operador nimero

(1]

= Z <nlan27'“7noo’exp [_BH0+6/'LN:| |n17n27"'7noo>' (58)

n1,12;,..-,Nco

Lembrando que cada operador deve atuar apenas no seu subespaco, é facil
perceber que o problema se diagonaliza, bastando calcular um tnico fator,

(nj| exp [—Be;n; + Buny] [n;) = exp [=Be;n; + Bun,]. (59)
Portanto,
==II > ewl=8G-mnlp =] {Zexp (=B (¢j — 1) n]} . (60)

como j& tinhamos obtido de maneira bem mais elementar.

9 Exemplos
Vamos dar alguns exemplos de modelos de bésons e férmions interagentes.

1. A supercondutividade foi explicada pelo hamiltoniano de Bardeen,
Cooper e Schrieffer (BCS),

1
H= Z €xa},ary — % Z T aal gy aq, (61)
k,o k.q

em que os operadores sao férmions e o designa o spin (para cima, T, ou
para baixo, T). O segundo termo, incorporando a conservagao de momento,
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corresponde a energia de interacao entre os “pares de Cooper”. Supondo que
Jy.q S€ja uma constante (positiva), numa situagao tipica de campo médio, esse
hamiltoniano pode ser diagonalizado, levando ao famoso espectro de energia
com um “gap” que foi associado ao fendbmeno da supercondutividade.

O texto de Michael Tinkham, “Introduction to superconductivity” (com
segunda edigao da Dover, em 2004) contém excelente introducao a supercon-
dutividade, com 6tima exposicao sobre os aspectos fenomenolégicos, a origem
dos pares de Cooper, e a formulacao da teoria BCS.

2. A transicao metal-isolante e o comportamento magnético de um sis-
tema de elétrons metdlicos podem ser explicados pelo hamiltoniano de Hub-

bard,
H=—t Z Z <a;r7aaj7g + h.c.) +U Z a;r.TajTa;r.lajl, (62)
(i) o J
em que os operadores sdo férmions (e h.c. é o hermitiano conjugado). A
primeira soma ¢ sobre pares de sitios vizinhos mais préximos de uma rede
cristalina (os elétrons sdo itinerantes, podem pular entre os sitios mais prox-
imos) e a segunda soma ¢ sobre todos os sitios da rede. O segundo termo, de
carater local, representa uma interacao coulombiana, permitida pelo principio
de Pauli, podendo favorecer a localiza¢ao dos elétrons (note que a;Taﬂa; 1@ =
nj11;,, ou seja, os operadores referem-se ao mesmo sitio, mas com spins difer-
entes). Quando U = 0, considerando fungdes de particula unica da teoria
de soélidos, podemos diagonalizar o hamiltoniano através de uma transfor-
magao de Fourier a fim de explicar o comportamento metalico (elétrons nao
localizados).

Vejam, por exemplo, “The one-dimensional Hubbard model: A reminis-
cence”, E. H. Lieb e F. Y. Wu, Physica A321, 1-27 (2003). Esse trabalho
é restrito a sistemas unidimensionais, eventualmente soliveis. O primeiro
autor ¢ um dos fisicos matemadticos contemporaneos de maior prestigio. O
modelo de Hubbard pode ser tratado pela técnica da “bosonizagao”. Vejam
o texto pedagdgico de Eduardo Miranda em Braz. J. Phys. 33, 3 (2003).

(iii) A superfluidez tem sido estudada através de um modelo de bdsons
interagentes. Num regime diluido, podemos escrever o hamiltoniano

2V

_ }: 0,1 9 2: toof
H = €00k + —= leakQGksak4(5kl+k27k3+k4, (63)
k k1,k2,k3 k4
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em que os operadores sao bésons e g ¢ um pseudopotencial. Numa aproxi-
macao de baixas temperaturas (ver capitulo 11 do meu texto), comn = N/V,
esse hamiltoniano pode ser escrito na forma

1 1
H= 5Vgn2—l—§ Z (ep + ng) (alak + ai;ﬂ—k) +ng (aka—’“ + alaik>  (64)
k£0

que pode ser diagonalizada por uma transformacao introduzida por Bogoli-
ubov.

Nos 1ltimos anos tem havido muito interesse no estudo de um hamil-
toniano de Hubbard incluindo termos bosoénicos (modelo de Bose-Hubbard)
em que a variacao de determinado pardmetro pode levar a situacoes em que
ocorrem a transicao de Bose-Einstein ou a transicao de BCS.

Referéncia basica:

Quantum theory of many-particle systems, A. L. Fetter e J. D. Walecka,
McGraw-Hill, New York, 1971 (ou Dover, 2003). Essas minhas notas de aula
foram baseadas no primeiro capitulo desse texto.
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