Teoremas Basicos de Equacoes a Diferencas

Lineares

(Chiang e Wainwright - Capitulos 17 e 18)

4 Caracterizacao Geral de Equacoes
a diferencas Lineares:

Seja a seguinte especificacdo geral de uma equacéo a diferenca linear
de ordem k:

ay, +a,Y,; +....+3, Y, =c(t)

onde a,, a,, .., &, S840 parametros constantes e c(t) uma dada e
conhecida fungdo na variavel tempo t.

Se c(t) € uma funcdo constante, ou seja, ndo depende de tempo (c(t) =
c), dizemos que a equacéo a diferenca é do tipo Auténoma:

ay, +,.¥, 4, +....+,. Y, =C
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Se c(t) = 0, dizemos que a equacdo a diferenca € Homogénea:

Y, +aY,  +....+3, Y, =0

Por outro lado, dada uma equacéo a diferenca linear qualquer:
Ao X+ A X g+ QX = g(t)

Podemos associar a ela o que se denomina de a sua equacao
homogénea correspondente, obtida impondo-se que g(t) = 0:

X, +a, X, ; +....+3, X, =0

Dada uma equacéo a diferencga linear qualquer:

Y, TaYey +e Ay = (1)

diz-se que a sua equacdo homogénea correspondente ¢é dada
por: (impondo-se que c(t) = 0)

Yy +ayYey teo+a Y, =0
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Teoremas Basicos:

Teorema 1: Considere uma equacéo a diferenca linear de ordem

k, homogénea:
Y, +a Y+, Y, =0

Se a funcdo y(t) € uma solucdo dessa equacgdo, entdo y’(t) =
A.y(t) também é uma solucdo da mesma equacdo, para qualquer

escalar constante ndo nulo A.

Teorema 2: Considere uma equacao a diferenca linear de ordem

k, homogénea:

Y, +a Y, +.... 3.y, =0

Se as funcdes y,(t) e y,(t) sdo duas solugdes distintas (ou seja,
linearmente independentes) dessa equacdo, entdo y'(t) = Ay, (t)
+ A,Y, (t) também e uma solugdo da mesma equacdo, onde A e

A, sdo duas constantes arbitrarias.
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Teorema 3: A solucéo geral de qualquer equacdo a diferencas

linear e homogénea de ordem k é dada por:
Y(LALA,LA) =AY (D) +AY, (1) +. ALY (D)

onde as fungdes y;(t), y,(t), ..., Y,(t) séo k solugdes distintas ou
linearmente independentes daquela equagdo, e A, A,, ..., A, s80

constantes arbitrarias.

Teorema 4: Considere qualquer equacao a diferencas linear de

ordem k:
Aoyt Yt T Y = C(t) (1)

Seja yp (t) uma solucéo particular qualquer dessa equacgéo e

vo(t, A, o A,) a solucdo geral da equacdo homogénea

correspondente, ou a fungdo complementar. Entdo a solucéo

geral da equacdo (1) acima é dada por:

y(t) =Y. (t’Al""’Ak)+yp(t)
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Método Geral de Solugao de Equagoes
a diferencas Lineares:

Dada qualquer equacdo a diferencas linear de ordem k:

oY +ta Yt Y = c(t) @)
Pode-se resolve-la através dos seguintes passos:

1° Passo: Impondo-se c(t) = 0, obtém-se a solucdo geral da sua
equacdo homogeénea correspondentey. (t) = y(t,A,,..., A, ) , a partir
das k solugbes que podem ser encontradas para 0 parametro A,
propondo-se a especificagdo genérica para J(t) =A".

Obs.: Asolugéoy, (t) é também conhecida por Funcdo Complementar

2° Passo: Encontrar uma solugéo particular Y, (t) da equacéo

analisada (1), através do seguinte procedimento geral:
PropGe-se como especificagdo de Y, () , a mesma
especificacdo da parte da equagéo (1) c(t). Por exemplo:
- Sec(t)=c propde-se Y. ()=p
- Sec(t)=a+bt propde-se Y.(t)=oa+pt

- Sec(t) = ae' propde-se Y,(t)= og'

Obs.: Se devido aos valores dos parametros, a fungdo proposta nao funcionar, sim-

plesmente modifica-se a especificacdo da funcdo proposta, multiplicando-a por t
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3° Passo: Soma-se as duas solucgdes encontradas nos dois passos
anteriores para obter a solucdo geral da equacgdo analisada (1):

y(t) =y () +Yy,(t)

4° Passo: Se as k condigdes iniciais y(0) = vy, Y(1) = Vg, .oueee. :
y(k-1) = v, forem conhecidas, calcula-se a solugdo especifica
da equacdo analisada (1), obtendo-se os valores dos k parame-
tros arbitrarios envolvidos em y_(t). Isso é feito calculando-
se os valores de A, ..., A, atraves do sistema de k equagdes
definidos por:

Vo =Y(t=0) ; v, = y(t=1) ; ....... i Viep = Y(t=k-1)

Exemplo de Equacao a Diferenca Linear de

Primeira Ordem

Modelo daTeia de Aranha (Cobweb)
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Modelo de Mercado Teia de Aranha (Cobweb)

Hipdteses:

e Mercado de um produto cujo periodo de producdo é relativamente
longo, sendo que o resultado desse processo sé ocorre no periodo
seguinte ao da decisdo de quanto produzi-lo;

e Suponha que esse mercado pode ser representado pelas seguintes
funcbes de demanda e oferta:

Q! =a-bP,
Q) =c+dP,,
Q =Q!

onde a, b, ¢, d sdo pardmetros positivos (E suposto que todas as
demais variaveis que também afetam a demanda e a oferta do produto
estdo fixadas e agregadas, respectivamente, nos parametros a e c).

/

Equilibrio de curto prazo nesse mercado:
a-bP =c+dP,,
ou

P=a+BP, com a=—— € fP=——

Questdo: Qual o comportamento do preco de mercado desse produto ao
longo do tempo? Em particular, na medida em que o tempo passa, esse
preco tende a estacionar em algum nivel, ou seja, existe algum preco de

equilibrio de longo prazo nesse mercado?
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Solucdo pelo Método de Resolucdo de Equacdes a Diferencas:

Dada a equacdo a diferenca P, —B.P, =a, tem-se que a equagdo
homogénea correspondente é dada por

\Vamos propor como solucao dessa equacido P(t) =1'
Substituindo na expressdo acima temos:
AM=BrA7*=0 ou A'(A-P)=0 ou A=pB

Portanto, a solucdo geral da homogénea correspondente é:

- . _Q‘
P(t)=AB _A.( bj

Solucéo particular para a equagdo P, —pB.P, =a:

Dado que g(t) =a., ou seja, uma constante, podemos tomar como uma
solucéo particular dessa equacgao a expressao

P(t)=pn  paratodot
Substituindo-se essa solucao na equacéo a diferenca, tem-se que:

I o
=18 = bd

pu—pu=a ou seja
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Portanto, tem-se que uma solucdo particular da equacdo analisada é dada
por

= c—a
P(t)=—— ara todo t
® b+d P

OBS.: Note que essa solugdo tem um interpretacdo muito clara: é a
solucdo estacionaria da equacéo, ou seja, o preco de equilibrio de
longo prazo do mercado analisado. VVamos entdo denominéa-lo de

= * C_a
P(ty=P =—=
® b+d

/

Solucgéo Geral da Equagéo:

P(t) = B(t) + P(t) = A,(_ % jt o

Dada a condicédo inicial de que o preco em t = 0 é conhecido e igual a
P,, tem-se que o valor da constante arbitraria A é dado por:

0
PO:P(t:O):A.(—%j +P" ou A=P,—P

Portanto, tem-se que a solu¢do particular da equacdo analisada é dada
por:

P(t)=P"+(P, —P*).(—%jt
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Possibilidade3 :d=b
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Exemplo de Equacao a Diferenca

Linear de Segunda Ordem

Modelo Macroeconémico Keynesiano com

Acelerador
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4 N
Exemplo 1: Modelo Keynesiano com Acelerador
Considere o seguinte modelo keynesiano simplificado de uma economia
fechada:
It = V'AYt—l = V'(Yt—l - t_z)
G;=G para todo t
Y, =C, +1, +G;
Equacdo reduzida desse modelo:
Y —(b+V)Y; +VY, , =G+a
o %
4 N
Hipéteses sobre os Valores dos Parametros:
e Parametros: a=50; b=0,75; v=2,5; e G=100.
e Condic0es Iniciais: Yy =200; Y; =230
Nesse caso, temos que:
Y, —3,25Y,_; +2,5.Y,_, =150
o %

05/10/2017
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a) Solucdo Particular dessa Equacé&o:
Dado que c(t) = constante, propomos Y,,(t) = Y", para todo t:
Y -3,25Y +2,5.Y =150
ou
v o B0 6o
1-3,25+2,50
Logo, a solucéo particular é dada por
Y,(t)=Y =600 paratodot
\_
/

b) Solucdo Geral da Homogenea Correspondente:

Y, =3,25Y, ; +2,5.Y, , =0

Propondo-se que Y, (t) =", devemos determinar o valor do parametro

desconhecido A tal que:

A =325 +2502=0
ou
A2 (x2 —~3,25)+ 2,5) -0

Ou seja, A necessita ser a raiz da equacdo do segundo grau:

A2 —3,251+2,5=0

para todo t

para todo t

05/10/2017

13



4 N

Resolvendo essa equagdo encontramos as raizes:
M=125¢e A,=2,00

Logo, a solucdo geral da equacdo homogénea correspondente a equacao
analisada é dada por:

Y ()= A (125) +A,(2)

Temos finalmente que a solugéo geral da equagéo analisada é entdo dada
por:

Y (1) = Y (1) + Y, (t) = A (1,25) +A,(2) +600

¢) Uma Solucdo Especifica da Equacdo Analisada:

Dadas as duas condiges iniciais, temos que:
Y(t=0)=A;(125)° +A,(2)° +600 =200
Y(t=1)=A,(125)+A,(2)+600=230

Resolvendo-se esse sistema linear de duas equagfes a duas incognitas,
temos que A; =-573,33 e A,=173,33

Assim sendo, temos entdo a seguinte equagdo que descreve 0
comportamento do nivel de produto da economia analisada:

Y, =600-573,33(1,25)' +173,33(2)'
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14



Nivel de Produto
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Gréfico 1

tempo

llustragao com outros valores dos parametros
Gréfico 2

Caso 2: Y, =600 +3.500(~1,25)" +2.200(1,35)'
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Graéfico 3

Caso 3: Y, =600+35(-0,8)" +20(0,9)'

-

Exemplo 2: Equacdo a Diferencas com Raizes Complexas

Considere a seguinte equacdo a diferencgas de 22 ordem:
Yi— \/§-Yt—1 +Yio =100

a) Solucdo Particular dessa Equacéo:

Propondo y,(t) =, para todo t, temos que:

u—\/é.u+u=100
ou
100
=——==37321
RPN

Logo, a solugdo particular é y,(t) =373,21, paratodo t

~
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b) Solucdo Geral da Homogenea Correspondente:

Yi— \/é'yt—l +Y12=0
Propondo-se a forma y(t) = AL, tem-se que:
A2 (12 —\Ba+1)=0
Ou seja, a seguinte equacéo caracteristica:
A2 —Br+1=0

Que resulta nas seguintes duas raizes complexas:

 32Bd B (3 VA1 4B, L.

__—_|—1|
2 2 2 2 2 2

4 N
Como tratar casos de Equacoes a Diferencas

que apresentam raizes complexas

Para analisar os casos de Equacbes a Diferencas (e tambeém de
Equacbes Diferenciais) cujas solucBes apresentam raizes
complexas, vamos fazer um breve resumo sobre representagéo
grafica e Polar de nimeros complexos e também o uso de alguns

resultados existentes na matematica sobre esses nimeros

05/10/2017
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Representacao Grafica e Polar de um N° Complexo
Parte
imaginaria
0 - = zZ=0a+0i
o
a Parte Real
Representagdo Polar: 7 =r.C0Sm + I.SeN®.i = r(COS®+ Senwi)

-

Portanto, as duas raizes da equacdo caracteristica para obtencao
da solugéo complementar podem ser representadas por

A, =r(cose+isenw) e A, =r(coso—i.senm)

Assim, a solucdo geral da equacdo homogénea correspondente
ou seja, a solugdo complementar pode ser escrita como:

Y, (t) = A, [ r(coso+isene) | +A, [r(cose-isenw) |
ou

Y. =r {[A1(003m+i.senm)t]+[A2 (cosm-i.senm)t]}

/
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Por outro lado, na matematica dos numeros complexos existe o
chamado Teorema de Moivre, que estabelece que:

(coswxi.senw)’ =[cos(w.t) £ i.sen(w.)]

Considerando isso, podemos reescrever a solugdo complementar
como:

Y. () =r*{[ A, (cos(wt) +isen(at)) +[ A, (cos(wt)-isen (wt)) ]}

Para realizar o ultimo passo que envolve a eliminacdo do
namero imaginario i desse funcdo complementar, tornando-a
uma funcdo de numeros reais, vamos lembrar que A, e A, sdo
duas constantes arbitrarias, podendo entdo ser quaisquer
nameros. Vamos entdo tomar para elas, 0s seguintes dois
nGmeros complexos conjugados arbitrarios: (ai bi) )

~

Substituindo-as na solu¢édo complementar temos entéo que:
Y.(t) = rt {[(a+ bi)(cos(wt) +i.sen (wt))] +
[(a-bi)(cos(wt)-isen(ot))]}

Fazendo as multiplicacdes dentro de cada colchete na expressao
acima tem-se que:

Y.(t) = r'{acos(wt)+iasen(wt)+ibcos(wt)-b sen(wt)+
acos(wt)—iasen(ot)-ibcos(mt)-bsen(wt)}

Ou, finalmente que:

Y, () = r'{B,cos(wt) +B,sen(wt)} onde B,=2aeB,=-2b

- /
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\oltando para 0 nosso exemplo que estdvamos analisando, as duas
raizes obtidas foram:

B:3d_ s B,

2 2 2

Raizes: A=

J-1 3
2

1.
=24
2 2

Nessas duas raizes complexas conjugadas o+ 0i temos que:

rzmz /(?JZJ{%T =\/%=1
1

O0=rsen® ou E =Senm

= ®=30°

J3

oa=rcosm ou TZCOSO)

4 N

Substituindo-as na solugdo complementar temos entéo que:

Y. (t)=1 { Blcos(30°.t) +B,sen (30°.t)}

c) Solucdo Geral e Especifica da Equacdo Analisada

YO =Y.(0) + Y, (0

Y(t) = B,cos(30°t) +B,sen (30°t) +373,21

Dadas as condicdes iniciais Y (t=0) =0 e Y(t=1) = 100, tem-
se que:

05/10/2017
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4 N
Y(0) = Blcos(O°)+sten (O°)+ 100__ 0
2-3
° 100
Y(1) = B,cos(30°) +B,sen (30°) + — =100
Sabendo-se que:
(0] . 0 . 0 \/§ o] l
cos(O )=1, sen(O )=O, cos(30 )—7 e sen(30 )ZE
tem-se que:
\_ /
4 N
100
B =
1+2_\/§
3 .1 100
Bl7+825+m—100
100
Portanto, B, =—m
e
-100 \43 _ 1 100 _
(mJ7+Bzz+2_\/§—lOO

ou

B _o 200 -100~/3 +50+/3 -100 s 100-50+/3
2 2_\/§

2-3

2-3

RET

/
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Portanto, temos finalmente que:

y(t) =+100.sen(30°.t) +373,21[1-cos(30°t) |

Para visualizar o comportamento dessa funcdo, considere a sua

simulacdo numérica e grafico, através da planilha Excel:

[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

[ 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

0 0,523599 | 1,047198 | 1,570796 | 2,094395 | 2,617994 | 3,141593 | 3,665191 | 4,18879 | 4,712389 | 5,235988 | 5,759587 | 6,283185

1 0,866025 05 0 -05 -0,86603 -1 -0,86603 -05 [ 05 0,866025 1

0 05 0,866025 1 0,866025 05 0 0,5 -0,86603 -1 -0,86603 0,5 0
0,0 100,0 2732 473,2 646,4 7464 746,4 646,4 473,2 2732 100,0 0,0 0,0
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Se supormos que no exemplo analisado, apenas o valor de r tivesse
sido diferente e igual a 0,92, a solucéo teria sido:

Y(t) = 0,92' [-373,21cos(30°.t) +100sen (30°.t)] +373,21

E o grafico da trajetdria do PIB Y (t) seria:

700

Trajetoria do PIB supondo que r=0,92
600

BA

WA AN -
Yo / \ / N et T srrrttiamssaentisrisress v
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