Topico 5
Algoritmos de
Ordenacao

Parte |l - métodos de ordenacgao: counting sort, radix
sort e bucket sort.



Arvore de Decisao

> Todos os algoritmos
descritos anteriormente
utilizam comparagoes para
determinar a ordem
relativa entre as entradas.

> Considere a sequéncia de
entradaa,,a,,...,a )

> Lado esquerdo da arvore: a, < a.
> Lado direito da arvore: a, = a.




Arvore de Decisao
(a,a,a,) (12)
=(9, 4,6) |

> Lado esquerdo da arvore: a, < a.
> Lado direito da arvore: a > a.



Arvore de Decisao

(a,,0,,0,)
=(9, 4,6)

> Lado esquerdo da arvore: a, < a.
> Lado direito da arvore: a, = a.



Arvore de Decisao
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(a,,0,,0,)
=(9, 4,6)

> Lado esquerdo da arvore: a, < a.
> Lado direito da arvore: a, = a.



Arvore de Decisao

B
(a,,0,,0,) (1:

=(9, 4,6)

> Os nos folhas representam permutacées{m(1), m(2),..., m(n))que

indicamaordema . <a .. <...<a
Tt TT Tt

(1) (2) (n)®
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Arvore de Decisao

Uma arvore de decisdo pode modelar a execucao de
qualquer algoritmo de comparacao.

Ha uma arvore de decisdo para cada tamanho de vetor n.

Ha um caminho na arvore de decisdo para cada entrada do
vetor de tamanho n.

O tempo de execucao do algoritmo é dado pelo tamanho
do caminho.

O pior caso é dado pela altura da arvore.



Limitante inferior para ordenacdao com
Arvore de decisao

Teorema: Qualquer arvore de decisdo que pode ordenar n
elementos precisa ter altura Q(n lg n).

Prova: A arvore precisa ter pelo menos n! folhas, desde que
ha n! possiveis permutacoes. Na altura h, a arvore binaria
possui no maximo 2" folhas. Logo, n! < 2".

o h > 1g(n!) (lg é monotonicamente crescente)
> lg ((; 1/e)") (Stirling’s formula)

(H l"J n)
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Aproximacao de Stirling
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Limitante inferior para ordenacao
com Arvore de decisao

Corolario: Merge and Heap sort sdo algorimtos de ordenacdo
por comparacao assintoticamente otimos.

LS5.9
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Counting Sort

> Counting Sort ou Ordenac¢ao por Contagem
> Algoritmo inventado em 1954 por Harold H. Seward.
> Nao ha comparagoes entre elementos.

> Assume que cada uma das n entradas é um inteiro entre
0...k para algum inteiro k.

> Entrada: A[l..n],ondeA[j] € {0, 1,2, ..., k}
> Saida: B[1..n], ordenado
> C[1..k] é utilizado para armazenamento auxiliar.
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Counting Sort

Counting-Sort (A, B, k)
for i = 0 to k

C[i]= O;

for j = 1 to A.length
CI[A[3J]] = C[A[3J]] + 1;

for 1 =1 to k
C[i] = C[i] + C[i-1];

for j = A.length downto 1
B[C[A[]J]]] = A[]];
CI[A[3]1] = C[A[3J]] - 1;

© 0 Jd o U1 & WD K
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Counting Sort

Counting-Sort (A, B, k)

for 1 = 0 to k
C[i]l= O; :kl()ﬂk)

for j = 1 to A.length ]_
craril] = crarsnl + 1; 4 OW
for i =1 to k
C[i] = C[i] + C[i—l];} O(k)
for j = A.length downto 1
B[C[A[j]1]1] = A[3]; } ®O(n)
C[A[j]l] = C[A[]j]l] - 1;

= 0(n+k)

© 00 Jd o U1 & WD K
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for j=1 to n
do C[A[j]] =ClA[j]] + 1
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Loop 2

1 2 3 4 5
A1 4 1|3 ‘ 4 | 3 I
B: ‘ I
for j=1 to n

do C[A[j]] =ClA[j]] + 1
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for j=1 to n
do C[A[j]] =ClA[j]] + 1
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for j=1 to n
do C[A[j]] =ClA[j]] + 1
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Loop 2

for j=1 to n
do C[A[j]] =ClA[j]] + 1
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for i=2 to &
do Cli] =C[i] + C[i—1]
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Loop 3

for i=2 to &
do Cli] =C[i] + C[i—1]

2 3 4
0|22
1 | 3|2
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Loop 3

for i=2 to &
do Cli] =C[i] + C[i—1]
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Loop 4

for j=n downto 1
do B[C[A[/]]] =Al/]
ClA4lj1] =Cl4l/]1] -1
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for j=n downto 1
do B[C[A[j]]] =Al/]
ClA[7]] =Cl4[j]] -1
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Loop 4

for j=n downto 1
do B[C[A[j]]] =Al/]
ClA[7]] =Cl4[j]] -1
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Loop 4

for j=n downto 1
do B[C[A[]]] =Al/]
Cl4[j1] =ClA4[j]] -1
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for j=n downto 1
do B[C[A[j]]] =Al/]
ClA[7]] =Cl4[j]] -1

27



VV VYV

A\

Counting Sort

Counting sort deveria ser utilizado sempre, certo?
Dependéncia em relacao aos k elementos
Exemplo: Ordenar inteiros codificados em 32 bits = k= 23*

Counting sort necessita de memoria auxiliar, logo nao faz
ordenacao in-place.

Complexidade ®@(n+k) no melhor, pior € caso medio.
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Counting Sort

> Counting sort ordena apenas valores inteiros positivos.

> Como ordenar os nimeros:
A=1{-10,-12, -4, -3, 50, -20, 5}
> Como melhorar a ordenacao dos numeros:
A={1.000.151, 1.000.093, 1.000.099, 1.000.041, 1.000.011, 1.000.057, 1.000.060}

> Como ordenar os nL]meros:
A={-10,5;-12,6; -4,1; -3,0; 50,9; -20,7; 5,8}
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Counting Sort

> Como ordenar os nimeros:
A=1{-10,-12, -4, -3, 50, -20, 5}
Primeiro some 20 a todos os nuUmeros:
A=1{10, 8,16, 17, 70, 0, 25}
Entdo ordene os nUmeros com counting sort:
A={0, 8,10, 16, 17, 25, 70}
Por fim, subtraia 20 de todos os niumeros:
A={-20,-12,-10, -4, -4, 5, 50}
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Counting Sort

> Como melhorar a ordenacao dos numeros:
A={1.000.151, 1.000.093, 1.000.099, 1.000.041, 1.000.011, 1.000.057, 1.000.060}
Primeiro subtraia 1.000.000 de todos os nimeros:
A={151, 93,99, 41, 11, 57, 60}
Entdo ordene os nUmeros com counting sort:
A={11,41,57,60,93,99, 151}

Por fim, some 1.000.000 a todos os numeros:
A={1.000.011, 1.000.041, 1.000.057, 1.000.060, 1.000.093, 1.000.099, 1.000.151}
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Counting Sort

> Como ordenar os nimeros:
A={-10,5;-12,6; -4,1; -3,0; 50,9; -20,7; 5,8}
Primeiro some 20,7 a todos os nimeros:
A={10,2;8,1;16,6;17,7; 71,6; 0,0; 26,5}
Multiplique os nimeros por 10.
E carregue-os em um novo vetor A’:
A’={102;81;166; 177; 716; 0; 265}
Entdo ordene os numeros de A’ com counting sort:
A’={0;81;102; 166; 177; 265; 716}
Divida os nimeros por 10 e jogue-os no vetor antigo.
A={0,0;8,1;10,2;16,6; 17,7; 26,5; 71,6}
Por fim, subtraia 20,7 de todos os niUmeros: 32
A={-20,7;-12,6;-10,5;-4,1; -3,0; 5,8; 50,9}



Ordenacio Estavel
Stable sorting

> Algoritmos de ordenacao estavel preservam a
ordem entre elementos iguais.

> Counting sort é estavel

1 2 3 4 5 6 7 8
A 1275|310 25320 |33
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Radix Sort

Radix Sort ou Ordenacao da Raiz
Método usado em cartdes perfurados por Herman Hollerith.

Primeiro algoritmo computacional para o radix sort foi
inventado em 1954 no MIT por Harold H. Seward.
Ordenacao digito a digito.

Idéia original de Hollerith: classificar pelo digito mais
significativo.

Boa ideia: classificar comecando pelo digito menos
significativo utilizando uma ordenacao estavel auxiliar.
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Radix Sort

RADIX SORT (A, d)
l for 1 = 1 to d
2 usaruma ordenacao estavel para ordenar o arranjo A sobre o digito i

328 70 R O 29
457 k] B R BE
657 436 436 436
839 457 B O 457
436 J ¥ 8 S B 5 7
720 3E9 457 120
3585 SE9 B> 7 339
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Radix Sort

RADIX SORT (A,d)
l for 1 = 1 to d
2 usaruma ordenacao estavel para ordenar o arranjo A sobre o digito i

: 328 780 0 B29

Em geral usa-se o counting 3 N ) N
sort como ordenacgao estavel. 458 k] B B O B
Dessa forma, a ordenagao nao 5 7 186 E M 36
€ in-place. . N 1B il
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Radix Sort

RADIX SORT (A,d)
1l for 1 = 1 to d
2 usar uma ordenacado estavel para ordenar o arranjo A sobre o digito i

e EXxecutar o radix sort para a entrada:
o A =[713, 131,312, 124, 245,457,572, 724, 243, 437]
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Radix Sort

Dado n nimeros com d-digitos, onde cada digito pode
assumir até k valores possiveis, RADIX-SORT ordena
corretamente esses numeros em O(d(n + k)).

e Complexidade de pior caso: ©(d(n + k))
e Complexidade de melhor caso: ©(d(n + k))
e Complexidade de caso médio: ©(d(n + k))
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Bucket Sort

> Bucket Sort ou Bin Sort ou Ordenacao por Balde

> Algoritmo inventado em 1956 por E. J. Isaac e R. C.
Singleton.

> Bucket sort, assim como counting sort, assume algo a
respeito da entrada.

v/ Counting sort: assume que as entradas sao inteiras
em um pequeno intervalo.

v/ Bucket sort: assume que a entrada € gerada
aleatoriamente com forma uniforme e

independente no intervalo [0,1).
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Bucket Sort

> Cria n listas ligadas para dividir o intervalo [0,1) em
subintervalos de tamanho 1/n

> Adiciona cada elemento da entrada a lista apropriada
e ordena cada lista com insertion sort.

A

.78

17

.39

26

2

.94

21

12

O 0 1 N BWN e

23

(S
o

68

0
1
2
3
4
5
6
7
8
9

B
/

2 e

e 2 23 26
-

;

S/

-

12l =78l

v

G




Bucket Sort

Bucket-Sort (a)
Seja B[0..n-1] um novo vetor
n = A.length
for 1i=0 to n-1
Faca B[1] uma lista wvazia

1

2

3

4

5 for 1i =1 to n
6 Insira A[i] na lista B[ [nA[i]l] ]
7 for i =0 to n-1

8 Ordena B[i] com insertion sort
9 Concatena listas B[0], B[1l],.., B[n-1]

Analise Bin Sort: ®(n) 4



Bucket Sort

> Executar algoritmo Bucket Sort para ordenar o vetor:
v A=[0.65,0.24,0.92, 0.36]
v A=1[0.65,0.24,0.92, 0.36,0.62,0.14,0.53,0.19,0.28, 0.71]
> Como ordenar o vetor com o método Bucket sort:
v A=[51,7,2,8,9,3,4]
v/ A=[5.2,1.5,7.7,2.4,8.9,9.2, 3.1, 4.0]
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