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OPERADORES — OBSERVAVEIS RESUMIDAMENTE

1- no caso da posicdo o operador € o proprio valor da posicao:
X <> X
2 - no caso do momento, operador é dado %)I’Z
D<= —1h—
OX
?,

pP=<p>= _[:P (x,t)(— 17 &j\P(x,t)dx

3 - no caso da energia, operador € dado por:
~ ., O
E=17—
ot

E =< E >= z‘lf*(x,t)(ihgj\lf(x,t)dx



OBSERVAVEIS - VALOR ESPERADO

Temos entao que o valor esperado de qualquer grandeza que depende da
posicdo, do momento, da energia posso determinar através de:

_ N A, B,
f(x,p,E)= joo P (x,t) f (x,—m& | |haj\11(x,t)dx

O valor medio de uma grandeza em mecanica quantica € normalmente
chamado de valor esperado, que € o valor que se espera obter de uma
medida daguela grandeza.

Observe que ndo esperamos necessariamente que o valor de uma
medida tenha uma alta probabilidade de ser igual ao valor esperado.




~ Ektonemumacaixa

Funcéo de onda para o elétron (associar ao elétron uma onda cossenoide

Funcao de onda Y(Xx) = Acos(n—ﬂ XJ
a

Vixi

2 <% 2123

A probabilidade que a particula seja encontrada em um ponto na
coordenada x entre —a/2 e a/2 é :

P(x) =% (x)| dx

P2 (x) = A cosz(n—ﬂ xj
P(x) = ¥ (X)¥(x)dx a

+al2
—a/2 0 a2 n
P(x) = j A’ cosz(—” x)dx
—-al2 a
a
0 = £ X a +al2
a P(x)=A*— jcoszé?dezl 2

T T A= |—
do = 7~ dx a2 \Z a
2
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Qual o,valor médio da POSIGA0 0y Aco{n_ﬂ Xj
da particula dentro desta caixa: a

. a a
VIimos que : —Esxgi,n=1,2,3...

X = TxP(x,t)dx = T‘P*(x,t)x\f’(x, t)dx

2+a/2
n=1 )_(:— I e X
a‘—a/2

-3/2 x(5pOm> al/2 Funcéo impar Funcéo par

Como a integral é sobre um valor impar em

uma regiao simetrica a integral € nula
O valor medio da posicao do elétron na caixa no

)_( = X >= O estado n=1 é em x=0

2(x)




Qual o valor medio do momento W(x) = Aco{n_ﬂ Xj
da particula dentro desta caixa: a
VImos que : ta/? —%<x<i n=123..
p= _[ PP(X,t)dx = IT (x,t) p¥(x,t)dx
(@) ~a/2

+a/2
=— _[ co{ )( h—(cos x)jdx
—a/2 a
o e D)
-a}2 x (o al2 —a

— Funcao par Funcao impar
p —=<< p >— O Como a probabilidade da particula estar se movendo no sentido

positivo do eixo x é igual a probabilidade de estar se movendo
no sentido oposto, 0 momento medio é nulo.




v

Qual o valor médio do momento ao quadrado da posic¢ao da

. ixa: . .. O
particula dentro desta caixa: b —in-<

Y(x) = Acos(n—” xj OX

a 0 .. O
A 2
-2 <x<2n=123.. P Q(_Ih&j(_lh&j
5 2
B
OX OX OX a

2 48 vale 1 )
it (R ST

O momento medio quadratico:

hr Que é uma medida das flutuagdes em torno
2 2dia. Do ’
\/< p->=— da média, pois a particula pode ser

q encontrada com momento p = —~+/Z2ME




Qual o valor da energia cinética média?

Vimos que:

p2 - 1 h2 72_2

E=_—= 2 2
2m 2mdr° a

O mesmo vale para 0 <x?>?

Que ndo é zero embora
<x>=0.

J<x?>=0.18a

()

<p‘>=
P

a

que é o valor que haviamos
determinado anteriormente por
Sommerfeld

2 2
a T

< X% >= - ( ; ~1)=0.0333°

Posicdo média quadratica,
considerada como uma medida das
flutuacdes em torno da média.

As flutuacOes existem porque a particula ndo é sempre encontrada na

mesma posicao mas em varias posicoes.

consistente com o limite de E

Apr:\/< 0% >v< X2 > =O.18ah—7Z
a

< ApAx=0.57n



Exercicio: Particula dentro de uma caixa

Uma particula se encontra no estado fundamental dentro de um poco
quadrado infinito de comprimento L. Calcule a probabilidade que esta
particula seja encontrada entre X=L/4 e x=3L/4

A densidade de probabilidade e dado por: ‘LPHZ (X)‘

i [ ]

Y (X) = Asen(nTﬂ xj,o <x<L,

Normalizacao:

( ( Nz
1:f|l/fn|2dx:fAzsen2(T xjdx
0 0

2sen’d =1-c0s20

A2 p 2n
x 1= 1— { " x ldx
A2 L
2 1=
A=, — 2 O seno se anula para o0s
L extremos da integral:




Exercicio: Particula dentro de uma caixa
Uma particula se encontra no estado fundamental dentro de um poco
quadrado infinito de comprimento L. Calcule a probabilidade que esta

particula seja encontrada entre X=L/4 e x=3L/4
T
A funcéo de onda do estado fundamental é dada por: ¥, (X) = Asen n Xj,O <X<L,

3L/4 3L/4
P(X) = ,H‘//l‘ dx = jAzsen (L )dx

L/4 L/4
213L/4 2
P(x)=—— | 1-co§ —x |dX
(=23 [1-cof 27

L/4

B 3L/4
P(x):i X—Lsen—”x}
Ll 2x L .4
1
L

(3L Lj L ( 27 3L 27T Lj
—— |- sen— ——sen——
P(x) = LK 4 j_ o (_1_1)} E maior que ¥ o qual é esperado para uma
1 particula classica que gasta tempos iguais em

P(x) ==+ i —(0.818  todas as partes dentro da caixa
2

P(x) =
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Exercicio: .
Uma particula dentro da caixa ¥, (X) = ASGH(T Xj,O <x<L,
De tamanho L

A densidade de probabilidade ¢ dado por: P(X) = ‘\Pnz (x)‘

Normalizacio: 2
G A |4

Primeiro estado: L

|
2
Ynlz) P2 (X) = 2 senz(z xj
A L j

5
X (pm)

O valor mais provéavel de x, é dado pelo valor de x X = L
~ondeP(x) é maxima: mp 2

x=Oatleftwallofbox. X = j xP(x,t)dx = j P (X, 1)XWP (X, t)dX



Exercicio:

Uma particula dentro da caixa ¥, (X) = \Esen(z x)
De tamanho L (estado fundamental) L a

Qual o valor médio da posicdo: <x>

2% o 7T L
_Z—IXSGH (—xjdx X =< X>=—
L2 L 2

Segundo estado excitado W7 (X) = %senz(zTﬂ xj

2
w”( ) O valor mais provavel de x, e dado pelo
—_— _ valor de x onde P(x) & maxima:

L8L o L
x = 0 at left wall of box. ° - > Kmp = Z T X_<X>_E




Funcao de onda — interpretacao:

Funcéo de onda da particula:

Ao contrario de ondas mecanicas em uma corda, ou de ondas sonoras
no ar, a funcdo de onda de uma particula NAO é uma onda mecanica
que necessita de um meio para se propagar.

« A funcéo de onda descreve a particula, porém, ndo podemos
relacionar esta funcao de onda com os materiais nos quais a onda se
propaga, como acontece para a onda mecanica

« Podemos apenas relaciona-la com os efeitos fisicamente observaveis.

A funcao de onda descreve a distribuicao de probabilidade de uma
particula no espaco, do mesmo modo que uma onda eletromagnética
descreve a distribuicdo dos campos elétricos e magneéticos.
D(X)C X — ‘\P(X t)‘z dx E usamos isto porque a fungdo de onda

- )

nao € necessariamente uma grandeza
real, pode ser uma grandeza complexa

D(X)C X = \P* (X, t)‘P(X, t)dX com uma parte real e imaginaria.




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger
A mecanica classica ndo pode ser utilizada em sistemas nos quais as
caracteristicas de onda das particulas sdo manifestadas. Para entender as
trajetorias destas particulas que mostram propriedades ondulatorias

necessitamos de uma nova mecanica (chamada mecanica guantica)
] 2
Da segunda lei de Newton: d“x

A solucéo desta equacdo é consistente com os experimentos em Vvarias situacoes fisicas

No lugar das equacdes de movimento da mecanica classica da qual a
posicao exata da particula no espaco a cada momento pode ser calculada,
usaremos a mecanica quantica que fornece funcoes de onda que contem
tudo que pode ser conhecido sobre a particula de acordo com o principio
de incerteza

As funcdes de onda da mecanica quantica podem ser derivada de equacao diferencial
fundamental conhecida como Equacao de Schrodinger, que possui 0 mesmo status da equacao
da mecanica classica de Newton. E um postulado que ndo tem descrigdo “a priori”, somente ¢
consistente a solucédo desta e o experimento.



Equacao de Schrodinger

Diferenca importante entre a equacao de Schrodinger e a
equacao da onda classica esta no fato de um numero
imaginario j_./—1 aparecer explicitamente na Eq. de
Schrodinger.

As funcoes de onda que satisfazem a Ed. de Schrodinger nao
sSao necessariamente reais, cComo vimos no caso da funcao de

onda da particula livre '

Isto significa que a funcao de onda LP(X, '[) que satisfaz a equacao de
Schrdodinger ndo é uma funcdo diretamente mensuravel como a funcéo
de onda classica, ja que os resultados de medicbes sdo necessariamente
nUmero reais. Entretanto estamos interessados em obter as
probabilidade (por exemplo: encontrarmos o elétron em uma posicao). E
esta interpretacdo probabilistica da funcéo de onda foi proposta por Max
Born e reconhecida, apesar dos protestos de Einstein e Schrodinger.




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Esperamos que a Equacao de Schrodinger incorpore os seguintes

principios fundamentais:

« A conservacao de energia: este principio é tdo basico que sua excluséo
e impensavel.

* A hipotese de de Broglie: mecanica quantica esta especificamente
relacionada a particulas gue mostram distintas propriedades de ondas.

O principio de conservacéo de energia é definido pela equacao:

E = EC + E 0 Ec — p_ Substituindo a equacao de de Broglie:
2m h h2
P=— E =—;
A 22°'m

Vamos assumir, por simplicidade, que a parte da funcao de onda da
particula independente do tempo, em uma dimensao, pode ser escrita

coOmo.



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

. 2 20 - 2
Acabamos de ver que: _ _ _h entdo: g _ hz “E-E,
¢ lem 2A4°m
A equacéo: h?
i = Asenkx 2E-E)m

A derivada segunda desta equacao é:

2 27
IV _ k2 Asinkx=— k=—"
dx d’y __, »2(E-E,)m
dzl//:_472'2 dXZ = —an h2 4
dx’ x g d’w  8z°m
o he (E-Ev

Esta equacéo é a forma unidimensional da equacao de
Schrodinger



Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Vimos que : 9 , 8
72'
27 dx h
\Vamos re-escrever: d : 2m
r=— 1 (E-EW
hz dzw dX
o TRV D
m o E=in—
n® dy Ve _E ot
- 2m dx? o =BV Para uma funcao de onda
dependente de x e t l//(X, t)
Equacao de Schrddinger dependente do tempo
N he 0°w(x,1)

.. O (X,1)
+V (X,1 X, t)=1h
2m  Ox° (O (x.1) ot




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

A forma mais geral da equacao de Schrodinger dependente

do tempo para uma particula que se move em um potencial em uma
dimensao:

n° 0w (X,t) . oy (X 1)
— LV (X, D (x,t) =1k ’
om ox Xy () ot

NO0sso objetivo é resolver esta equacao para diversas formas de V(x,t)

Inicialmente vamos pensar na particula livre em que ndo age nenhuma
forca sobre esta

—_— , _ _ i
i OX 7 7
_(pX_Et) 2 2
W(X,t):Aeh p:ﬁzhz_” ('My:_p_w

E=hv=ht2zrv=hw



Equacao de Schrodinger

12 02w (x.1) ow(xt) Oy p
- Z+V (X, D (X, t) =ik ’ =——y
om o Y eyixh ot o
i B i - i
—(px—Et) Oy 0 o, —(mE)
w(X,t) = Ae” ~ =7 EAe == Ey

I

Substituindo e usando V(x,t) = Vo

- ;l_m (- %}/J(X, t)+Vw(x,t)= ih(— é]E w(Xt)

( p° jl//(x,t)+V0 w(x.t) = Ew(x1)

2m
2
( P j+Vo= £
2m

Energia total da particula se conserva




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Equacao de Schrodinger independente do tempo

Geralmente estudaremos 0s casos que correspondem a situacoes de onda
estacionaria:
atomo de hidrogénio,
Particulas em uma caixa
Oscilador harmonico
Nestes casos o potencial V ndo depende explicitamente do tempo
V(x,1)=V(x) — Utilizaremos neste caso a ideia de separacdo de variaveis:

() =y(xe’  gt)=e’

Cuja parte espacial, chamada de autofuncao ¢ obtida pela equacéo
diferencial:

19V v (0 = Ev(0
2m dx




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Equacao de Schrodinger independente do tempo
A densidade de probabilidade neste caso: :

PO =y (e "
P(x,t)dx =¥ (x,t)¥(x,t)dx

P(x,t)dx = w*(x)e%aw(x)e_éadx
P(x,t)dx =y (X)w(x)dx

Ou seja nao depende do tempo. Essas solucoes sao chamadas de estados
estacionarios




Mecanica Quantica — Equacao de Schrodinger

Equacao de Schrodinger independente do tempo
Para ter sentido fisico, devemos impor varias condi¢des

« As funcOes de onda e sua primeira derivada, para serem solucoes
aceitaveis precisam:

« Ser finita (ndo podemos aceitar que ¥ (X) = o0; X — 0 particula tem que ter
ser movimento em uma regido do espaco

« Ser univoca (a funcdo de onda nédo pode ter multiplos valores)

« Se continua (pois se temos funcdes descontinuas as derivadas serdo infinitas
nos pontos de descontinuidade)

 Essas condicOes sdo necessarias para que as funcdes de onda
representem 0s observaveis de maneira adequada

Agora vamos ver alguns casos e aplicacoes



