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Os fractais naturais e matemáticos podem ser 
extremamente bonitos, e uma das coisas 
extraordinárias sobre a aprendizagem dos fractais é 
descobrir que a ciência, matemática e arte estão 
intimamente relacionados. 
 
Estudá-los pode levar a uma compreensão mais 
profunda dos padrões da natureza e as formas em 
que uma ampla gama de sistemas aparentemente 
diferentes estão realmente interligados. 







Consulte o esboço de Leonardo de uma árvore acima. Vamos 
chamar o tronco da árvore do ramo ordem zero. Quando se divide 
em dois, vamos chamar estes a primeira ramificação  e há dois 
deles. Quando estes dois ramo de novo, ele é chamado a segunda 
ordem de ramificação e há quatro destes ramos terceira ordem. 



 

Fractais no Corpo 



Vasos Sanguíneos 

Cada célula do corpo humano deve estar a uma distância aprox. 100 microns.  
Existem 150000km de vasos. Capilar com 8 microns de diâmetro. Insetos 
 possuem  um sistema respiratório diferente, o que limita seu tamanho 



Neurônios 

Todo o cérebro humano tem um volume de cerca de 1500 cm3. O córtex é uma fina camada 
enrolada  sobre a superfície externa do cérebro. Um estudo anatômico constatou que a área 
cortical média   em seres humanos foi de 320 cm2 com uma espessura média de 2,2 mm, o 
que dá um volume cortical de cerca de 70 cm3.  Outro estudo afirma que pode haver 3000 
metros de axônios por mm3 de tecido cortical 
 



Rios 



Superfície de Marte 



Raios e trovões 





Como os matemáticos geram os 
fractais?  

 
Triangulo de Sierpinski  



Tapete de Sierpinski. 



Menger Sponge 



A teoria de sistemas de funções iterados 

A primeira iteração é formado por substituição de cada 
metade da curva dragão com uma cópia menor da mesma 
forma, rodado para se adequar. Este processo continua a 
repetir, onde cada iteração tem duas vezes mais cópias do 
gerador inicial. 



Sistemas Lindenmayer 
 Na iteração 0'th, temos uma linha reta vertical. Chamamos essa 

condição de iniciar o 'axioma, "e vamos denotar essa linha com o 
símbolo' f '. 
Em seguida, vamos aplicar uma regra para a linha de f, e, neste caso, a 
regra é se dividir e formar duas novas filiais. Vamos descrever esta regra 
como: 

f = f [+ f] [-f] 
 
Esta regra significa que a próxima iteração será composto por uma linha 
de 'f' com um ramo 'f' dobrar para a direita (+) e um ramo 'f' dobrar à 
esquerda (-). 



Sistemas Lindenmayer 
 



O Conjunto de Julia  



O Conjunto de Mandelbrot  

Ultra-deep details from within the Mandelbrot Set. Images range from a depth of 1074 
magnification to deeper than 10245 power. Images courtesy of Jonathan Leavitt, Affiniteaser 
Emergent.  



Como gerar o conjunto de Mandelbroat 

Z1 = Z0
2 + C   =   0 + 1   =   1 

Z2 = Z1
2 + C   =   1 + 1   =   2 

Z3 = Z2
2 + C   =   4 + 1   =   5 

Z4 = Z3
2 + C   =   25 + 1   =   26 

Z5 = Z4
2 + C   =   676 +1   =   677 

etc...  



Como gerar o conjunto de Mandelbroat 

Z1 = Z0
2 + C   =   0 + -0.5   =   -0.5 

Z2 = Z1
2 + C   =   0.25 + -0.5   =   -0.25 

Z3 = Z2
2 + C   =   0.0625 + -0.5   = -0.4375 

Z4 = Z3
2 + C   =   0.1914 + -0.5   = -0.3086 

Z5 = Z4
2 + C   =   0.0952 + -0.5   = -0.4048 

Z5 = Z4
2 + C   =   0.1638 + -0.5   = -0.3362 

Z5 = Z4
2 + C   =   0.1130 + -0.5   = -0.3870 

Z5 = Z4
2 + C   =   0.1498 + -0.5   = -0.3502 

etc...  



Como gerar o conjunto de Mandelbroat 

DEFINIÇÃO: O Conjunto Mandelbrot é o conjunto 
de todos os valores iniciais C que fica finito 
quando reiteramos  através da equação: 







Qual fenômeno  está escondido  nesta geometria? 

1- Percebemos que as figuras são formadas pela  
repetição de certas estruturas. 
 
2- Observando mais de perto, existem outras  
estruturas menores. 
 
3- Aproximando ainda mais, vemos que estas  
pequenas estruturas possuem  outras  estruturas ricas 
 e complexas, as vezes com certa semelhança da 
 estrutura macroscópica. 



Auto-similaridade 



Auto-similaridade 



Não – FRACTAIS 
 o zoom não traz 
Novidades ou novas 
Característica 
 
 
FRACTAIS: 
 o zoom  traz 
Novidades ou novas 
Característica 
 



FRACTAIS 



Voltando para a questão da auto-similaridade 

Fractais parecem ser estruturas que se manifestam em  
várias escalas.  Seria interessante buscar uma medida que  
pudesse capturar este Fenômeno. 
 
Se algo, digamos Q,  pode ser medido em várias escalas,  
então, podemos chamar de Scaling (escalamento) a   
dependência de Q  como função da resolução da medida.  
 
Auto-similaridade especifica como pequenos pedaços se 
 relacionam com grandes pedaços.  Podemos dizer que  
a auto-similaridade determina o scaling. 
 
 



A forma matemática da auto-similaridade determina a forma 
matemática da relação de escalamento (scaling relationship). A 
forma matemática da auto-similaridade vem do fato de que o valor 
Q(ar) de uma propriedade medida na resolução ar, é proporcional 
Ao valor Q(r ) medido na resolução r.  Isto é: 

 
            Q(ar)=kQ(r) 
 
Onde k é uma constante.  Da expressão acima, podemos mostrar 
que a relação De escalamento pode ser escrito como uma das 
duas possíveis formas: 
  









• Dimensão fractal 
 
 Descreve como o objeto preenche o espaço. Ele fornece a informação 
 do comprimento, área ou volume. Seu valor pode ser inteiro ou  
 fracionário 
 
•Dimensão topológica 
 

   Descreve como os pontos dentro do objeto se conectam entre si. 
 Ele fornece a informação  se o objeto é uma linha, superfície ou sólido. 
 Seu valor deve ser inteiro. 
 
•Dimensão de imersão 
Descreve o espaço que contém o objeto.  
Ele fornece a informação do comprimento, área ou volume.  
Seu valor é inteiro ou fracionário 
 

Medidas da propriedade fractal 





Cálculo da Dimensão Fractal 

Cobrindo uma reta de comprimento 1 com segmentos menores: 

Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 0 1 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    2 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    2 
 



Dividindo o lado do segmento por 2, o número de segmentos multiplica por 2.       
Veja que N(e) = 1/e. 

Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    2 
 
    ¼                    4 



Cobrindo um quadrado de lado 1 com quadrados menores: 

Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    4=22 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    4=22 

 

     ¼                   16=4*4=42  



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                    4=22 

 

     ¼                   16=42 

 
 

    1/2k                (2k)2 = (1/e)2  

Dividindo o lado por 2, o número de quadrados multiplica por 4 = 22. 
  
Veja que  N(e) = (1/e)2 . 



Cobrindo cubo de lado 1 com cubos menores: 

Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                   8=23 



Tamanho         Número 

     e                    N(e) 
 
     1                    1 
 
    ½                   8=23 

 

      ¼                 64=43 

 
 

    1/2k               (2k)3 = (1/e)3 

Dividindo o lado por 2, o número de cubos multiplica por 8 = 23. 
 
Agora temos que N(e) = (1/e)3 . 





Podemos então definir a dimensão de uma  
figura com base nesse processo: 
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Tomando o logaritmo dos dois lados podemos isolar d: 
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Dimensão da Curva de Koch: 

Tamanho         Número 
     e                    N(e) 

 
     1                    1 
 
    1/3                  4 

 

      1/9                  16=42 
 
    1/27                64=43 
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Menger Sponge 

Tarefa::  
 
a) Calcule  o volume, a  áre a quando se  aplica a regra   k vezes 
 
b) Em seguida, obtenha  a  dimensão fractal  deste  objeto. 







Objetos fractais não 
tem um valor único  
para a medida Q. 
 
 Para objetos fractais: 
medidas em diferentes 
resoluções terão valores 
Diferentes  
 
 
Uma medida pontual 
Não diz muito no caso 
de objetos fractais. É  
preciso obter a  
dependência funcional 
Com a escala  
(SCALING) 



BOX COUNTING 





















Fractal é um objeto no espaço ou um processo no tempo  que 
 tem a dimensão fractal maior que a dimensão topológica 







Tamanho de cada 
intervalo 

Número de pontos  (n)  

1 15.821 

1/2 7.910 

1/4 3.955 

1/8 1.977 

1/16 988 

1/32 494 

Análise R/S  
No exemplo do S & P 500 , tomei uma série com 15.821  
retornos diários . Então, eu escolhi as seguintes faixas, 
 todas as potências de dois : 



1. Calcule a média para cada faixa (intervalo) 

 
 
 

2. Criar uma série de desvios para cada faixa 

 
 
 

3. Criar uma série que é o valor acumulado dos 
desvios da média . 

 
 

 
j 

j j 
j 

i 



4.  Calcula-se a maior diferença na série dos desvios 
 
 
 
 

5. Calcular o desvio padrão para cada faixa  
 
 
 
 

6. Calcule o intervalo redimensionados para cada 
faixa da série histórica 
 
 
 
 
 
 



 
6. Calcular a média dos valores da faixa escalonados para 

cada região para resumir cada intervalo. 
       Como exemplo, considere o intervalo ¼ com n= 3.955 
   neste caso partimos a série original em 4 partes, assim 
 

Parte 1 83.04 

Parte 2 63.51 

Parte 3 84.16 

Parte 4 88.09 

Valor médio R/S 79.70 



  Temos os seguintes valores para os intervalos escalonados :  



Calcular os logarítmicos para o tamanho de cada região 

 e para o intervalo escalonado de cada região  



Plot the logarithm of the size (x axis) of each series 
 versus the logarithm of the rescaled range (y axis) 

y = 0,4931x + 0,1428 
R² = 0,9851 
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Espectro Multifractal 







O QUE SÃO FRACTAIS?  

1 – Fractais são conjuntos auto-similares: ampliações   
sucessivas do conjunto reproduzem exatamente o mesmo  
conjunto. 
 
 
2 – Para o conjunto de Mandelbroat, os fractais são conjuntos 
quase auto-similares: ampliações sucessivas  são parecidas 
com o conjunto inicial, mas não idênticas. O importante é que 
cada ampliação revele novas estruturas.  

 
Característica importante: conjuntos fractais tem  

dimensão fracionaria!  




