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Probabilidade
Em 1925-1926 Max Born propos como relacionar a ¥

(funcdo de onda) com o comportamento das particulas que
ela descreve:

A probabilidade que a particula seja encontrada no instante t
em uma coordenada entre X e X+dx é :

P(x)dx = ¥ (x, t)| dx
P(X)dx =¥ (X, t)P(X,t)dX

Y nao é uma quantidade mensuravel, mas o seu modulo ao
quadrado é mensuravel e e justamente a probabilidade por
unidade de comprimento ou densidade de probabilidade P(x)

para encontrar a particula no ponto x no tempo t.




Ja que a particula deve ser encontrada em algum lugar ao longo do eixo X, a soma
das probabilidade sobre todos os valores de x deve ser 1.

+® ~ -
[[x ) dx =1 Quelauer fungio que satsfz

esta equacao é dita normalizada

A probabilidade de uma particula estar no intervalo
a=<x<=Db esta relacionado area embaixo da curva de a até b
de uma funcao densidade de probabilidade P (x t)‘z

[0 () |2

P = h‘l’(x,t)\zdx =

a

0 area embaixo da
X curvaentreaeb




Exercicio:

2) A funcao de onda inicial de uma particula é dada por:

\I—’(X,O) — Ce_‘x‘lxo onde C e X, S&0 constantes

a) Desenhe esta funcao  °°

w(x)
/




Exercicio:
2) A funcao de onda inicial de uma particula é dada por:

\P(x ()) — Ce—\x\/ Xo  onde C e X, sdo constantes.
| T oze 2
2 ~—2|X|/ X, .
b) Encontre C em termos j Coe dx=1
de X, temos que :

—2|x|/%q

e
— 21X,

202 j e 22X gy = 2C?
0

+00 5 -
L‘T(X’t)‘ x=1 —C’%,(0-1)=C*x, =1

c-_L1_

VX




Exercicio:

2) A funcao de onda inicial de uma particula é dada por:
onde C e X, sdo constantes.

¥(x,0) = Ce ' o

c)Calcule a probabilidade
de encontrar a particula no —%o
intervalo —x,;=<x<=x,,.

— 0

b
2
P = _D‘P(X,t)‘ dX —szo (9_2 _1) = iXO(:I'_e_Z)

1 &
C= F J P=(1-e7)=0.8647=865%
0




OBSERVAVEIS:
Y nao é uma quantidade mensuravel

MAS como podemos relacionar a funcdo de onda com grandezas
observaveis????

COMO podemos obter a posicao, 0 momento ou a energia de uma
particula a partir da funcdo de onda (de maneira exata no mundo

VALORES ESPERADOS:

USANDO a interpretacao probabilistica de Bohr, podemos
obter apenas os valores médios ou valores esperados das
grandezas oo

X = j XP(x,t)dx = j P (X, 1) XP (X, 1)dX




B
OBSERVAVEIS: VALORES ESPERADOS:

Generalizando qualquer grandeza que depende da posicao X:
+00
f(X) = j P (x,t) f (X)W (x,t)dx

E o valor esperado para 0 momento ou energia da particula??

P=<p>= [W(xt)p¥(x,t)dx

Duvida: p(x)???

pelo principio de incerteza ndo ha como determinar
precisamente (simultaneamente) as duas quantidades



OBSERVAVEIS: VALORES ESPERADOS:

NA FISICA QUANTICA, QUALQUER GRANDEZA E OBTIDAA PARTIR DE
UM OPERADOR QUANTICO APLICADO A FUNCAO DE ONDA

P(x,t) = Ag'*-)
p é constante
p =7k

k=2—7r=27zp— &

h 7

A
h Y _ikae e —jkp = P g
1= o,
P
E CHAMADO OPERADOR

QUANTICO DIFERENCIAL

Tem o mesmo efeito que ao ser aplicado a uma funcao de onda — de se
multiplicar a mesma funcao de onda pelo momento linear p.



OPERADORES i B OPERADOR MOMENTO
P& —1Ah — LINEAR
OX
i 0
D=<p>= jqf (x,t)| —in— [¥(x,1)dX
i OX
ANALOGAMENTE:
o _ —iwAe' N = _joW
E=%w ot
E
S E By E,
h ot Z i7
W(x,t) = Aellea) in S — Ew

O » OPERADOR QUANTICO DE
ENERGIA TOTAL



OPERADORES — OBSERVAVEIS RESUMIDAMENTE

1- no caso da posicdo o operador € o proprio valor da posicao:
X <> X
2 - no caso do momento, operador é dado %)I’Z
D<= —1h—
OX
?,

pP=<p>= _[:P (x,t)(— 17 &j\P(x,t)dx

3 - no caso da energia, operador € dado por:
~ ., O
E=17—
ot

E =< E >= z‘lf*(x,t)(ihgj\lf(x,t)dx



OBSERVAVEIS - VALOR ESPERADO

Temos entao que o valor esperado de qualquer grandeza que depende da
posicdo, do momento, da energia posso determinar através de:

_ N A, B,
f(x,p,E)= joo P (x,t) f (x,—m& | |haj\11(x,t)dx

O valor medio de uma grandeza em mecanica quantica € normalmente
chamado de valor esperado, que € o valor que se espera obter de uma
medida daguela grandeza.

Observe que ndo esperamos necessariamente que o valor de uma
medida tenha uma alta probabilidade de ser igual ao valor esperado.




Elétron em uma caixa
Vamos pensar gue um elétron se move em uma caixa unidimensional de
tamanho a~1A (angstrom) ~1x101°m ~0,1nm, paredes rigidas e V(x,t)=0

(particula livre) O elétron guando faz este movimento

Vix) pela teoria de Wilson-Sommerfield: § deX= nh
al?2 —al?2
I pAdx+ I(— p)dx =nh
P —al2 +al?2
‘ al?2 al2
P [ pdx+ [(p)dx=nh
— —al2 —al2
al?2 )
.2 [ pdx=nh_2p(a/2=(-a/2)=nh
e val —al2 2pa= nh
nh 2 _
" 2a == 2pm E = n“h’
8ma*




Elétron em uma caixa

Vamos pensar gue um elétron se move em uma caixa unidimensional de
tamanho a~1A (angstrom) ~1x101°m ~0,1nm

Vix) O elétron gquando faz este movimento
pela teoria de Wilson-Sommerfield:
Y 21 2
—> - il S
-p 8ma
 —
= _ n®(hc)® n*(1240eV.nm)?
1 = 8mc“a® 8x0,511x10°ev.(10 " nm)°
E =n°3,76x10°x10 °x10°eV
E =n®3,76x10'eV =|n*37,6eV
E, =37,6eV

E, =150,4eV



Elétron em uma caixa

Calculo das energias quantizadas

2
De Broglie h — — h
(onda de matéria) 2mE 2mA2
A condicao de onda
e o g _ NA n’h
oo o0 . | a=——E_ A =
boes comprl_mento a fixa nas suas 2 n Sma 2
extremidade, € que a corda
contenha um ndmero inteiro de n=123....
I meio comprimento de onda
ws | | meiocompr ) n2(hc)?
30. Estado excitado E= 5 o —
- 8mc-a
n=4, // 20. Estado excitado n2 (124OEV nm)z
1o0. Estado excitado E = _
s, 8x0,511x10%ev.(10nm)?
//v Estado fundamental

=2, ! —
e E =n®3,76x10°x10°x10%eV
n=1, a=0.1 nm

Poco de potencial infinito E =n®3,76x10'eV = n*37,6eV



Elétron em uma caixa

Vamos pensar gue um elétron se move em uma caixa unidimensional de
tamanho a~1A (angstrom) ~1x101°m ~0,1nm

Vil Pelo Principio de Incerteza
h
APAX = —
> 2
a/2 h
AP =
7 > 2 AX
X AP = h > h
2rx.2.(al2) 2r.a
7 * 2 2 a ]
<z lo el E _P _ h A diferenca é um fator
™ 2m 8xz°ma’® 1
2
2112 T
Por Sommerfield E = n°h o
8ma? Valor dividido por ~10

E, = 3,85\



Elétron em uma caixa
Podemos associar a probabilidade de localizar a particula em um estado
com menor energia usando uma funcdo de onda para o elétron (associar
ao elétron uma onda cossenoide

Nz
v *  Funcéo de onda | F(X)= ACO{? Xj

2 <% =123,
2 2

A probabilidade que a particula seja encontrada em um ponto
na coordenada x entre —a/2 e a/2 é :

P(X)=|[P(x)| dx

P =P |Pey= | A cos " x]o

x = 0 at left wall of box.

a

—-al2
P2 (x) = A (:osz(n—7Z xj



Elétron em uma caixa

P2 (x) = A cosz(n—” xj, n=123..

a
(o) Vi ()
CAC) 2l
AN ARANERAN])

50
x (pm) X (pm)



Principio da correspondéncia

“Para grandes valores dos numeros quanticos, os resultados da fisica
ndem para os resultados da fl'sic

Ui (@) p(z)

50
x (pm) X (pm)
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Ja que a particula deve ser encontrada em alqgum lugar ao longo do eixo X, a soma

das probabilidade sobre todos os valores de x deve ser 1.

T\‘P(X)\zdx =1

Qualquer funcao que satisfaz
esta equacao é dita normalizada

. +a/2
NO nosso caso: PX)= | A cosz(zxj 1
-al2 a g_ix
a
V2 (z) Mudanca de variavel -
d@ = —dx
a
: 3 +al?2
P(x)=A*— j(:os2 ado 1
2o . a/2 -
_a/2 x (pm) A22£:1 £

2 .
A=.l— Constante de normalizacao
a
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Qual o,valor médio da POSIGA0 0y Aco{n_ﬂ Xj
da particula dentro desta caixa: a

. a a
VIimos que : —Esxgi,n=1,2,3...

X = TxP(x,t)dx = T‘P*(x,t)x\f’(x, t)dx

2+a/2
n=1 )_(:— I e X
a‘—a/2

-3/2 x(5pOm> al/2 Funcéo impar Funcéo par

Como a integral é sobre um valor impar em

uma regiao simetrica a integral € nula
O valor medio da posicao do elétron na caixa no

)_( = X >= O estado n=1 é em x=0

b2 (z)




FuncOes Pares e Impares

Funcdo Par  f(X)="f(-Xx)

\y / f (X) = oSuitTerrei(iB:(cc)I i/qgéicllﬁo?)
T NTE
4=4

AV f (X) =cosx




FuncBes Pares e Impares

Func&o Impar F(x)=-1(=x)
\ - 1(x)=1(=x)

L iex o mar
/ ' f(2) % f(-2)

y

8=-8 f (x) =senx
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Qual o valor medio do momento W(x) = Aco{n_ﬂ Xj
da particula dentro desta caixa: a
VImos que : ta/? —%<x<i n=123..
p= ij(x t)dx = j‘lJ (x,t) p¥(x,t)dx
(@) ~a/2

+a/2
=— _[ co{ )( h—(cos x)jdx
—a/2 a
o e D)
-a)2 x (o al2 —a

— Funcao par Funcao impar
p —=<< p >— O Como a probabilidade da particula estar se movendo no sentido

positivo do eixo x é igual a probabilidade de estar se movendo
no sentido oposto, 0 momento medio é nulo.




Qual o valor médio do momento  W¥(x) = Aco§ — X

a0 quadrado da posicao da A
particula dentro desta caixa: _aq 8 n=123.
Sabemos que: ° °
~ > ., O .. O

N .. O P | —1h— | —1h—

0 <= —1h— OX OX

) OX , ,

_ihij[_ihﬁ wo 2 C¥ e 7,
\ OX OX OX a

R (R

O momento medio quadratico:

B Que é uma medida das flutuagdes em torno
T | da média, pois a particula pode ser

2 _
\/ < p > = 3 encontrada com momento p= —J2mE




Qual o valor da energia cinética média?

2
. hr 2\ _p2
Vimos que: \/< p° > = ' <p > a’
p2 1 h2 72'2 que é o valor que haviamos
E=—-= 5> - determinado anteriormente por
2m 2md4drx° a o Sommerfeld
O mesmo vale para 0 <x2>? a‘ 7’
P <x?>=—(Z-1)=0.033?
Que ndo é zero embora 2
<x>=0. \/< x2 > —(.18q Posicao media quadratica,

considerada como uma medida das
flutuacdes em torno da média.

As flutuacOes existem porque a particula ndo é sempre encontrada na

mesma pPosI¢cao MasS em varlas POSICOES. APAX = \/< 0’ >\/< W2 = 0.18ah—7[

a

consistente com o limite de E < ApAx=0.57n



