Topico 5
Algoritmos de
Ordenacao

Parte | - metodos de ordenacao: insercao,
mergesort, heapsort e quicksort.



Problema Computacional:
Ordenacao

> Problema computacional que surge em diversas situacoes.
> Definicao:
v |Input: Uma sequéncia de n nL'Jmeros:{a1 a,, AT an}
v/ Output: Uma reordenagdo da sequénciaem{a ,a,, a,..a }

’ < ’ < ’ < < ’
talquea sa sa,s..=a_



Insertion sort

Key«—12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

81 12 44 23 67 90 15 9 22 50

INSERTION-SORT (A, n) i j
forj«<2ton Key—12
do key — A[ ]]
i —j—1 o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
while i > 0 and A[i] > key
do Afi+1] — Al[l]
FIEIE Koy 81 81 44 23 67/90 15 9 22 50
[ j Key«—12

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

12 81 44 23 67 90 15 9 22 50



Insertion sort

INSERTION-SORT (A, n)
forj<—2ton

do kel — A[J]

| —j—1

while i > 0 and A[i] > key
do Afi+1] < AJi]

| «—1-1

Ali+1] = key

0

0

i Key—44

1 2 3 4 5 6 7 8
12 81 44 23 67 90 15 9
| J Key<—44

1 2 3 4 5 6 7 8
12 81 81 23 67 90 15 9

i ] Key«—44
1 2 3 4 5 6 7 8

12 44 81 23 67 90 15 9

9

22

22

22

10
50

10

50

10

50



Insertion sort

INSERTION-SORT (A, n)
forj<—2ton
do key — A[ j]

i —]—1

while i > 0 and A[i] > key
do AJi+1] < AJi]

i —i—1

Ali+1] = key

0

j

Key«23

1 2 3 4 5 6 7

12 44 81

12 44 81

12 44 44

23 67

81 67

90 15

Key«—23
6 7

90 15

Key«23
6 7

90 15

9 22 50

9 22 50

9 22 50



Insertion sort

i j Key«—23
o 1 2 3 4 5 o6 ¢ 8 9 10

12 23 44 81 67 90 15 9 22 30

i j Key—67
INSERTION-SORT (A, n) 0 1 2 3 4 5 6 7 8 0 10
forj<—2ton
do key «— A[ ]
| —]—1
while i >0 and A[i] > key 12 23 44 81 67 90 15 9 22 50
do AJi+1] < A[i]
Rl
aRISkey i i Key—67

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

12 23 44 67 81 90 15 9 22 &0



Analisando Insertion sort

NSERTION-SORT (A, n)

1.forj<2ton o(n)
2. do key — A[|] o(n)
3. | — j—1 o(n)
4. while i > 0 and A[i] > key nO(n)=0(n?)
5. do A[i+1] — A[]  nO(n)=0(n?)

. | — i —1 nO(n) =0(n?)
7 Ali+1] = key o(n)

Tempo total de execucao para entrada de tamanho n:
0O(n?) Provel!l!



Analisando Insertion sort

INSERTION-SORT (A, n) Custo Numero de execugdes

1forj<—2ton c1 n

2. do key — A[ ] c2 n-1

3. i —j—1 c3 n-1

4. while i > 0 and A[i] > key c4 Z i

|=*II

5, do A[i+1] — AJi] c5 Z'ﬁ t; —1)
j=2

6. i —i—1 c6 Z[ fpr. =)
=2

7. Afi+1] = key c/ n-1

Tempo total de execugao para entrada de tamanho n: T(Tﬂ = ¢yn + (‘2( n — U 1 (3( n — H

+c4Zt Hsz —HHCi(T—lH

cx(n - l)



PIOR CASO!!

I ] Key—37
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

42 53 74 81 37 IIIII INSERTION-SORT (A, n)
do A[i+1] < A[i]

j Key«37 S U

O 1 2 3 4 5 6

2 5374 81 8 IIIII

i j Key—37

O 1 2 3 4

5 6 7 8 9 10
2 53 74 74 (81,3022 51 G| )



INSERTION-SORT (A, n)

PIOR CASO!!

do Afi+1] < AJi]

i «—i—1

i j Key—37
0O 1 2 3 4

o o R

i j Key—37
0 1 2 3 4

10
T oo

i i Ali+1] =key

o 1 2 3 4

5 6 7 8 9 10
e



Analisando Insertion sort

e Tempo total de execugao para o pior caso - Vetor ordenado em ordem oposta ao

ordenamento proposto.

T(n) — o F C2( n—1)+c3n-1) +

+C4Zt —H’)Zl‘ - 1) +c(‘z

c7(n —l)

1 1 | J_J
nmn-
R 9 \ .
Zs.j_zl;_u—%q—;—n = ——=-]
= =l e
n m ) -
4 1) (i 1) nin—1]
Y i-)=) (i-1)===
1=2 1=2 B
Tin)=ecm+oeooln—=1)+ec3ln—-1)+
n(n+1)) nin—1) n(n—1) .
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Merge sort

MERGE-SORT(A, p, r) P r
1 ifp<r 1 2 3 4 5 6 7 8
2 qg=[(p+r)/i]
3 MERGE-SORT(A, p,g) 50 20 40 70 10 30 20 60
1 MERGE-SORT(A4,q + 1,r)
5 MERGE(A, p.g.7) ﬁq=4

P r P r

1 2 3 4 5 6 7 8

50 20 40 70 10 30 20 60

Loz o



MERGE-SORT(A, p,r)

L da Lad bd o=

ifp=<r

qg=[(p+1r)/2]
MERGE-SORT(A, p.q)
MERGE-SORT(A.q + 1.r)

MERGE(A, p.q.r)

P r
1 2 3 4 5 6 7 8

50 20 40 70 10 30 20 o0
@q4
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MERGE-SORT(A, p,r)

Ly e Lad B o=

ifp=<r

g = p+r)2]
MERGE-SORT(A, p.q)
MERGE-SORT(A4.qg 4+ 1.r)
MERGE(A, p.q.r)

P r
1 2 3 4 5 6 7 8

10 20 20 30 40 50 60 70
ﬁq4

mEEa- -
llllwmww

q=2 {}qG

2 BIRI s ii
20 50..10 30
fq=1{] q=3Tq=6 q—7
123 8le 78

.20.70.30.60




MERGE(A, p,q.r)

n=qg-—p+1
Ny =r—g
let L[1..n; + 1] and R[1..n2 + 1] be new arrays

fori = 1ton,
/7 P=10=2 =4 "\

Lji] = Alp+i-—1]
for j = 1ton,

R[j] = Alg + j]
Lin; 4+ 1] = 00
Rln; + 1] = o0
1 =1
i 5i B g — 0 |
12 fork = ptor
13 if L[i] < R[j]
14 Alk] = LIJi]
15 i=i+1
16 else A[k] = R[j]
17 j=j+1

[—
=N 00~ DL B




Analisando Merge sort

> T (n):tempo no piorcaso (n=r—p+1).

MERGE-SORT(A, p,r)

_ D(n): Tempo para dividir o
if p <r

1 f problema

2 g = (p+r)/2]

3 MERGE-S0RT(A, p.q) C(n): Tempo para combinar o
4 MERGE-SORT(A4.4 + 1.7) problema

5

MERGE(A, p.q.r)

> Relacao de recorréncia:

1.T (1) =06(1) n=1.
2.T (n) =2.T(n/2)+D(n)+C(n) n>1.



Analisando Merge sort

= Relacao de recorréncia:

1.T (n) =0O(1) n=1.
2.T (n) =2.T(n/2)+D(n) + C(n) n>1.
Usando arvore de
recorréncia e método da
A substituicao, ou o
O(1) n=1 |teorema mestre,
I(n) = - provamos que
2T(n/2) + ©O(n) n>1
A T(n) = O(nlg)




= f(n)=n === f(n)=ign ~ f(n)=nign




Heaps

> Uma estrutura de dados heap (binaria) é um vetor
de objetos que pode ser vista como uma arvore
bindria “aproximadamente” completa.

> A arvore é completamente preenchida em todos os
niveis, exceto possivelmente pelo nivel mais baixo
que é preenchido a partir da esquerda até um certo
ponto da estrutura.



Heaps

> Podemos representar uma heap como vetor,
calculando os indices que ligam nos pais e filhos
esquerdo e direito:

Parent (1)
l.return |i/2]

Left (1) Right (1)
l.return 2i l.return 2i+1




6 00

6] 4fr0jaf 793281

R —




Heaps

Parent(4)= f6
14 Left(3)= 10 ight(3)=7
8 7 9 3
2 4 1 | Parent(10)=5

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A= 16 14 10 8 7.9 3 24 1



Propriedades da Heap

> Max-heap : A[Parent(i)] = Ali]
> Min-heap : A[Parent(i)] < Ali]
> A altura de um noé na arvore é dada pelo numero

de arestas no caminho mais longo do no atual até
um no folha.

> A altura da arvore ¢é dada pela altura do no raiz.

> A altura de uma heap de n elementos, baseada em
uma arvore binaria completa, sera G(lg n).



Propriedades da Heap

> Provar que o né i pertence ao nivel Llg i

1 2 3 4 5 6 7

8 9
A=16141087932.1



Propriedades da Heap

> Provar que o né i pertence ao nivel Llg i

Um nivel m possui os nés 2™, 2™+1, 2M+2,...2™"

-1.

A[1]
A[2] =A[ 2] 16 A[3]= A[2"+1]
Al4] = AR ABI=AReH] ABIFARS2LL 0 T a71=ppp2eg)
8 7 9 3
) 4 1 A[10 ]=A[23+2 ]

AIBI=AI2°] A[9I=A[2*#11 | 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A= 16 14 10 8 7 9 3.2 F4a |



Propriedades da Heap

> Provar que o né i pertence ao nivel Llg i

Um nivel m possui os nds 2™, 2™+1, 2™+2,...2™"

-1.
Um no i em um nivel m estara entre
M <y <M

Ig2m<lgi <l1g (2™")

m=<Igi <m+1
Logo, o nivel do nd i serd m= LIg i

> A altura de uma heap com n elementos sera
h=_1g n
> QO total de niveis de uma heap com n elementos sera
1+L1g n .



Rotinas para heap

> Max-Heapify
Build-Max-Heap
Heapsort
Max-Heap-Insert
Heap-Extract-Max
Heap-Increase-Key

VY VVYY

Heap-Maximum



Max-Heapify(A, i)

> Essa rotina assegura a propriedade max-heap.

Max-Heapify (A, i)

1

© 00 Jd o i1 & WD

[
o

1l = Left (i)
r = Right (i)
if 1 £ A.heap-size and A[1l] > A[i]
largest =1
else largest = i
if r £ A.heap-size and A[r] > A[largest]
largest = r
if largest # i
exchange A[i] - A[largest]
Max-Heapify (A, largest)



Max-Heapify(A,i)
Max-Heapify (A,62)

16

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A= 164 1014 7 9 3 2 8 1



Max-Heapify(A,i)

Max-Heapify (A,62)
-> Max-Heapify (A,4)

16

14 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A= 16 14 1084 7 9 3 2 8 1



Max-Heapify(A,i)

Max-Heapify (A,6 2)
-> Max-Heapify (A,64)

6 -> Max-Heapify (A, 9)

14 10



Analisando Max-Heapify(A, i)

> Essa rotina assegura a propriedade max-heap.

Max-Heapify (A, i)

1 1 = Left(4) Oo(1)
2 r = Right (i) Oo(1)
3 if 1 < A.heap-size and A[1] > A[i] O(1)
4 largest =1 0(1)
5 else largest = i O(1)
6 if r £ A.heap-size and A[r] > A[largest] 6(1)
7 largest = r O(1)
8 if largest # i 9(1)
9 exchange A[i] - A[largest] 0(1)
10 Max-Heapify (A, largest) T(2n/3)



Analisando Max-Heapify(A, i)

Prova:

> Suponha uma arvore binaria completa com
altura h.

> A heap tera um total de 2"-1 nés.

> No pior caso, a subarvore esquerda da heap
sera completa com altura h-1 e 2"'-1 nés.

> No pior caso, a subarvore direita da heap
sera completa com altura h-2 e 2"2-1 nés.



Analisando Max-Heapify(A, i)

Prova:

>
>

>

E = 2"'-1 n6s na subarvore esquerda.

D= 2"2-1 ndés na subarvore direita.

H = A1(raiz)+ D+E = 1+2"%1 + 2M11=
3.2"21.

E/H taxa de ocupacao de E em H.

E/H = (2M1-1)/(3.202-1) = (2.202-1)/(3.22-1)
E/H =lim___(2.2"2-1)/(3.2"2-1)=2/3



Analisando Max-Heapify(A, i)

> Provando que Max-Heapify é O(lgn)
O Considerando as instrucdes do algoritmo, temos:
T(n)<T(2n/3)+O(1).
Pelo teorema mestre, a=1, b=% f(n)=k
nlogb(a)=pn1092/3(1)=n0=1
Logo, f(n)=6(1) e estamos no caso 2
T(n)=06(n'"°%*@)Ign)=0(1.Ign)=6(Ign)



Analisando Max-Heapify(A, i)

> QOutra forma de analisar Max-Heapify é considerando a
recursividade na altura da heap.

> Teremos T(h)=T(h-1)+O(1).

> Prove!ll Dica: A altura de uma heap com n elementos

serd h=Llg n|



Build-Max-Heap(A)

> Retorna uma max-heap a partir de um vetor

desordenado.

Build-Max-Heap (A)

1l A.heap-size = A.length
2 for i = []A.length/2[] downto 1
3 Max-Heapify (A, i)



Build-Max-Heap(A)

Max-Heapify (A, 5S)

14 8 7

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A= 4 1 312 16 9 10 14 8 7



14

Build-Max-Heap(A)

Max-Heapify (A,64)

16 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
471 3 2216 9 10 14 8 | 7

10



14

Build-Max-Heap(A)

Max-Heapify (A, 3)

16

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4171 3 14 16 9 10 2 8 | 7

10



14

Build-Max-Heap(A)

Max-Heapify (A,62)

16 9

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 &1 10 14 16 9 3 2 8 |7



Build-Max-Heap(A)

Max-Heapify (A,62)
-> Max-Heapify (A,D5)

16 10

14 1 9 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A= 4 716 10 14 1 9 3 2 8 7



Build-Max-Heap(A)

Max-Heapify (A,62)
-> Max-Heapify (A,65)
4 | => Max-Heapify (A,10)

16 10

14 7 9 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A= 4 716 10 14 7 9 3 2 8 1



Build-Max-Heap(A)

Max-Heapify (A,1l)

16 10

14 7 9 3
8 1

12 3 4 5 6 7 8 9 10
A= 4 16 10 14 7 9 3 2 8 1



Build-Max-Heap(A)

Max-Heapify (A,1l)
->Max-Heapify (4,6 2)

16
14 7 9 3

12 3 4 5 6 7 8 9 10
A= 16 14 10 8 7 9 3 2 4 |1



Build-Max-Heap(A)
Max-Heapify (A,1)

-> Max-Heapify(A,62)

> -> Max-Heapify (A, 4)

14 10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A= 16 14 1084 7 9 3 2 8 1



Build-Max-Heap(A)

Max-Heapify (A, 2)
-> Max-Heapify (A, 4)

16 )= Max-Heapify (A, 9)

14 10



Analisando Build-Max-Heapify(A, i)

> Uma heap com n elementos tem altura Lignl (Provado!!!).

> Uma heap com n elementos possui na altura h no maximo
[n/2"11 nés (Provarll!).

> O tempo gasto por Max-Heapify quando executado para
um no € O(h).

48



Analisando Max-Heapify(A, i)

> No pior caso, teremos para todos os [n/2""7 nés em todas as
Lignl alturas da heap:

Lign] n Lign] h
> |5 | ot =0 (n N z_h) .
h=0 h=0

= h B 1/2 Jex K
Zzh _ (1—1/2)2 = 2 Z (1_"}()2

h=0
fm x| < L.

Lign] .IF? o0 h .
fi=0



Heapsort(A)

Heapsort (A)

1 Build-Max-Heap (A)

2 for i = A.length downto 2

3 exchange A[l]<A[1i]

4 A_.heap-size = A.heap-size -1
5 Max-Heapify (A,1l)



14

Heapsort(A)

16

10



Heapsort(A)

14 10

7 9 3

A B ; NMax—Heapify (A,1)
14

8 10



Heapsort(A)

10

10
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apsort(A)



Heapsort(A)



Heapsort(A)

2 \ ;




Heapsort(A)

2 3 4 7 8 9 10 14 16



Analisando o Heapsort(A)

Heapsort (A)

1 Build-Max-Heap (A) Oo(n)
2 for i = A.length downto 2 @(n)
3 exchange A[l]<A[1i] @(n)
4 A_.heap-size = A.heap-size -1

5 Max-Heapify (A, 1) o(n)

nO(Ign)

Pior caso: O(nign)



