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Orbitas elipticas de Sommerfeld =

Sommerfeld calculou os valores dos semi-eixos maior (a) e menor

gue dao a

forma e o tamanho das orbitas elipticas e a energia total E do elétron nessa orbita
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1L € a massa reduzida
n € o numero quantico:

. n,=123....
n=n,+n

n=123..

n, =0123..

As energia sao
degeneradas
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Orbitas elipticas de Sommerfeld tratadas
relativisticamente

O tamanho real da correcao depende da velocidade média do elétron que por sua
vez depende da excentricidade da Orbita, correc6es da ordem de v2/c?, era provavel
gue a maior correcao fosse na Orbita muito excéntrica, porque v aumenta a medida
gue o elétron se aproxima do nucleo  k L

N7 h 2 4 252
V=—=—(n=1) E = HEE 1 2 (L3
mr mr 2n°h n n, 4n
. Amepn® R’
=3, = mez — mkez o € chamada de “constante de estrutura fina”
h h ke? ke* 1
Car T w7 n = T 137
™M om™ ) " v ke*  l4devinm ¢
mke —_ = = n=3, n6=3 ! !
c hc 197,3ev.nm 3=t
As linhas tracejadas nao foram observadas n=2. n6=2 5 v "
n=2, n6=1 ' 1

NOS espectros e estas transicdes nao ocorrem
apenas ocorrem as que seguem as regras de

selecao: n, —n, = +1

n=1 nezl ; A 4 iV V



Hipoteses de De Broglie

A hipoétese de de Broglie em sua tese de doutorado de 1924, era que
0 comportamento dual (onda-particula) da radiacdo
eletromagnetica poderia ser aplicado a materia

Vimos que podemos associar a um foton uma frequéncia de uma
onda luminosa que governa seu movimento E=hv

E um momento do foton é relacionado ao comprimento de onda

h

"=

Entdo segundo de Broglie se ondas de luz tem propriedades de
particulas, particulas devem ter propriedades de onda. E prop0s que
ambas as relacdes cima sédo validas também para particulas.

Deste modo, o comprimento de onda (néo relativistico) associado a
particula de massa m e velocidade v é:

a=h_h
p my



Caso relativistico

- Para se determinar uma expressao equivalente que se aplique
tanto as particulas relativisticas como nao-relativisticas:

Energia total Energia cinética relativistica
E=E,+E mc? ,
E, = —— —MC
E =ymc’ =E, +mc? Vi-u?/c
1 u/c<<l — temos a energia cinética
classica
L = 1—u—2 _1/2~1+E£+
Jimege et T2 T

1 u?® mu?
E =mc’(l+=—+..)—-mc’ =
K 2

2 C




6
Caso relativistico

- Em algumas situacoes € importante escrever uma expressao que
relacione a energia total e 0 momento p relativistico:

Energia total mc? = E, e
EZ _ (pC)Z n (mC2 )2 particula
2 2 2
(E; +E )" =(pc) +(E)
/2
(2E,E, +EZ)
p — Apficavel a qualquer
C particula com qualquer
energia

hc . O
(2E,E, +EZ)""

ﬂ:E:
P



Produz-se um par de forma que o positron esteja em repouso e o elétron
tenha uma energia cinética de 1,0 MeV e se move na direcdo na qual o féton
gue produziu o par incidiu.

- (a) Desprezando a energia transmitida ao nucleo do atomo proximo, ache a
energia do foton incidente.

- (b) Que porcentagem do momento do foton é transferida ao nucleo?
a) Conservacgao de energla ~ Eg,,=E . +E_ +E, E, = mc’
Ei — E]c E.., =mc*+mc’ +1MeV E. =E,+E¢
b) Conservacao de momento  Eg, =0511+0511+1=2,022MeV
D, = P, Pom=PetPrR E” = (pc)f +(me*f

E., E’=p’c*+E;
oton
C = O+ pe + pN (EK +m0C2)2 — p202+(m002)2
_ E2 +2E. mc?+(mc®)?—(mc?)? = p°c?
CPy = Ersion — PeC K «MC™ +(m,c”)” —(m,c)" = p

p°c’ = E; +2E,mc’

cpy =2,022—JEZ +2E, mC
ep, =2 022_\/12 +2%1x0511 Py 0,6/c 0,6 ~30% do momento do
N - ) y = o

= —297 e |
son . Etoon/C 2,022 »* féton é transferido
cpy =2,022-2,022=0,6 P o para o nicleo




Durante a decada de 1920 — proposta da mecanica ondulatéria
(de Broglie, Schrodinger, Heisenberg, Pauli, Dirac e outros)

Propriedades ondulatorias da matéria — cap. 3 e SEisberg
* VImos gue as particulas que constituem a matéria

(elétron) possuem propriedades ondulatorias
QUESTOES:
1) Como podemos descrever este elétron entao?
2) O que seria esta “onda” que constitui o elétron
3) O eléetron € uma “onda” se propagando em que meio?
4) Como descrever esta “onda” matematicamente?

® Bohr elaborou o Principio da complementaridade:

® "o carater ondulatorio e o corpuscular da
natureza sio complementares, isto €, ou se
i . observa a manifestacio do comportamento
Dualidade Onda'part|CU|a ondulatério de um sistema fisico ou do
comportamento corpuscular, nunca os dois
simultaneamente”



Associaremos uma funcao de onda v (probabilidade da
particula ser observada em uma certa posicao em um certo
Instante de tempo)

Vea
velocidade
de fase

Funcédo de onda LP(X,J[) 62LP _ 1 82
x> V- ot?

¥(x,t)= Acosk(x —vt)

¥(x,t)= Asenk(x —vt)

gue é solucao da equacéo de onda

Uma solucéo simples é a chamada
onda harmonica

2z P(xt)= Acos(kx—wt)

Cujo n° de onda ﬂu

Curva que viaja na
direcdo de x positivg

Velocidade de fase V = fA



Particula <» onda localizada
(pacote de onda).
Como produzir um pacote?

Superposicao de 2 ondas

Fora defase em fase

Para representar uma
particula, devemos
utilizar uma onda
“localizada™ no espaco,
ou seja, um “pacote de
ondas’’, cuja velocidade
de grupo coincide com a

" envelope
velocidade da particula '

1) pacote de onda € obtido a partir de uma combinacdo de varias ondas de
frequéncias diferentes
2) Neste caso, duas onda de frequéncias proximas se combinam resultado em
varios pacotes ou grupos de onda



Soma!e 2 on!as

y1 = Acos(kix — wy?) e y9 = A cos(kox — wot)

w = 27fe k= 2m/A. Adicionamos as ondas
usando o principio de superposi¢io:

y =191+ y9 = Acos(kix — wt) + Acos(kox — wqt)

E conveniente escrever isso em uma forma que use a identidade trigonométrica

a—b a+ b
cosa+cosb=2cos< 5 )cos( 5 )

Sendo a = kix — w1t € b = kox — wot, encontramos

= 2A cos [ Uyt = ond) — (ko o igl) ] CoS [ (k1x — w1?) + (kox — wol) ]
) 5 5
) +
- [QA cos (% x — % t)] . ( k1 : °k2 s b ol t) [28.19]

o 2



Ak

B / offLthle /. 2Aco(g] Podemos interpretar a onda
-~
\ '

1 \ﬁ\ | soma como sendo um
f\\ ¢ [\ /‘\\\ envelope que modula
| \:),{ﬂ ‘ Aa, .. lentamente uma onda com
-u,/l "‘U\U | J V4 k e w médios
u < I _ \\\ - i :
) - g | N U | Avelogldade de
o | “““‘”A"'"" | N propagacao dag ondas
a ) individuais

¥(x,t) =¥, +¥, =2Acos= @KX Aa)t)cos(kx a)t)
(W, +w)/2 W
V, = — =V
(k,+k,)/2 K
1(Akx—Acot):—Ak L 1Ak(x vt)
2 2 Ak ) 2"
A velocidade de

O
propagacéao do grupo
de.grupg ~(w, W)/2 AW do

VvV
97k, —k)/2 Ak dk

amplitude
(envelope)




- Para o postulado de de Broglie %
E = hf =7 LU = =5
A
K — 2n
wo En_p° p v )
Vf

k hp 2mp “om 2

» A velocidade de fase nao corresponde a
velocidade da particula
' _do _d(he) dE _p _y
° dk  d(ik) dp m
O pacote de onda se propaga com
velocidade do eletron




e ﬁ“‘ A incerteza Ax
o,

(\\\ /7\ o nesta localizagéo
| N corresponde a
_ f\\ fhﬂ ‘ /\ AA » 1 p

_ [~ distancia entre
P dois nulos \
e
-~
‘M/'

Q consecutivos do
< envoltorio |

Para um dado instantea 1 1
distancia entre dois nulos E (AkX2 - Aa)'[)— E (AkX1 — Aa)t) =T

consecutivos sera;

Isto mostra que
guanto mais
tentamos localizar
a particula no
espaco Ax, maior
serad o numero de
ondas utilizado
¢ para a construgao

AK(X, — %, ) = AKAX = Z%QQ

e

AWAL =27
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Para construir um A integral de Fourier

pacote de ondas

realmente localizado

x
e 00 (o= [ e(k)e™ dk

» Kk




Werner Heisenberg, 1927:
Prop0de o principio de incerteza que diz que € impossivel determinar (fazer

medidas) simultaneamente da posi¢cdo e momento de uma particula) (X e p,,
por exemplo) apresentam uma relagao entre suas incertezas dada por

AKAX > 1 Quanto mais bem definida a posigdo
2 de uma particula (pacote de onda mais
h estreito), menos definido serd o
APAX > E P=— momento dessa particula (uma
2 A combinagdo maior de comprimentos
de onda, e portanto de momentos
=27 =1 serd necessario)

O principio de incerteza também pode ser enunciado em
termos da energia e do tempo:

Das propriedades do pacote de onda, tem-se que: A At >

1
a) 2
E=hf =h——=nao AE.AtZ%



Feixe de luz incidindo sobre fendas

Um feixe de luz incide sobre
um anteparo com duas fendas E e D

E
D

@
N




Interferéencia

- A luz ao atravessar duas
fendas em um anteparo
apresenta um padrdo de
interferéncia como o das
ondas na superficie da dgua.

- A luz apresenta tfambém
aquelas outras propriedades
(superposigdo, reflexao,
refracgdo, ...) = fenomeno
ondulatdrio.

- Mas...

E e D
abertas

E - fechada
D oberto

E : aberta
D : fechada .

Detectores

de luz
I =N »
S o e FOTE &t
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-SDHAQD opaqo 1 Q opoyxey:
Qs Jd  opoyxy: 3 opaqo:

3

Detectores

de elétrons

Fonte de

etrons
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Eletrons

Feixe de elétrons
incidindo sobre um _
anteparo com duas EESSEs
fendas: R
Interferéencial o -

Mas nhdo deveria

haver um K
comportamento como 3¢
o das esferas?

Elétrons: particulas
ou ondas?

120 s




2
Eletrons e ondas

Hipoteses:
- Os ele’rr'ons dividem-se em dous e essas me’rades

SepEioese esse aliron avilile

- Os ele‘rr'ons do felxe ao cn‘mgurem as fendas
mTer'agem e pr'oduzem esse padr'ao coletivo de

'BAISET Bilsta fazer passar s6 1 por vez

O que precisamos é saber por onde o
elétron passou.
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iluminando-o com 1 foton

Foton:— psend < p, < psend =

= Ap, =2psend = 2Thsenéf = Ap,

Microscopio: limite na definicdo da imagem
devido a difracdo = poder de resolucao (Ax)

A
M= send
Portanto: Sen
Scattered photon

p = h/A o 7 2h y) A
57/ Scattered e~ APXAX ~| —send | —— |=h>—
o N4 A 2send 2

e~ initially e o .

at rest e e —s] Se Ax diminui = Ap, aumenta. Por %(..O

A = Ax| = Apg

Esta analise mostra que o
principio de incerteza e

uma imposicao da

natureza

Incident photon
po = h/Ag



Ear
i

Minimo— Dsenfd=A/2=senfd~0 = ——

EXPERIMENTO DA FENDA DUPLA ) ‘

Flectron —

detector

P

counts
min

Caracteristica fundamental: fase.
Ondas iguais, caminhos diferentes =
fases diferentes = interferéncia

-



¥y —

counts/min

Y=+,
W=+, =[]+, + 2w |, cosg

EAP




elétron

Caso Funcao de onda | Contagens/min.
na tela
Elétron é medido ¥, oup, W, 2+ |P,)2
passando pela
fenda 1 ou 2
Sem determinar a Y, + Y, W, |2+ [W,[% +
passagem do 2|V ||'¥,|cos¢




- Envel .
} Traveling wave " Podemos interpretar a onda
s o, COS(kl + kZ)x o 2A COS(é— JC)
hx U B A W N soma como sendo um
s
N A > | envelope que modula
r\ \f\\ /n AN lentamente uma onda com
| oY U - U}.@ ot k e w médios
A // I \\ | // E ) o
U/ | N < AX € a largura do envoltorio e
J P | Y / é inversamente proporcional
- | T ao nimero de onda
ot Ax

P (x,t) =¥, + ¥, = 2Acos = (Akx— At )cos(kx — @t
O

A velocidade de
propagacao das ondas
individuais vi=w/k

amplitude
(envelope)
1

Aw 1
E(Akx—Acot) == AK| X ——tj = EAk(X —v,t)
A velocidade de propagacéao do grupo
(que € a velocidade do envoltorio)

AK
velocidade
de grupg
da

Em contraste com o pulso a combinacao de ondas nao € Vg =——
localizada no espaco dk



L
Ondas harmonicas gue compoem um

pacote de ondas. A velocidade € dada por:

K

(27 @
Velocidade de fase """\« j(zfzj

(w
e
K

V. K=w

A velocidade de grupo esta relacionada a
velocidade de fase por: 4, 4

(kv )=v, 1k
—_— — _|_ -
9 dk dk- "7 " dk

» Avelocidade v, pode ser > ou < que Vg



Meios nao dispersivos

do d dv,
vV, = = kv.)=Vv, +k—
o = dk gk Y=V TR g
Se a velocidade de fase € a mesma para todas as frequéncias

e para todas os comprimentos de onda  dv,
dk

O meio pelo qual a v; € a mesma para todas as frequéncias &
dito ) NAO DISPERSIVO

Exemplos de meios nao dispersivos: o
. Corda perfeitamente flexivel pargo-acteristicaimportante:

o . como todas as ondas harmonicas que
ondas mecanicas formam um pacote de ondas que se

e Ar para as ondas SONOras movem com a mesma velocidade, o

pacote se propaga sem mudar de forma

 \Vacuo para ondas eletromagnéticas

SV =V




Meios dispersivos

do d dv,
vV, = = kv.)=Vv, +k—
o =k ok V=Y TR
Por outro lado quando a velocidade de fase e diferente para
as diferentes frequéncias, temos que ~ dv¢ L0 Ve VY

dk

Neste caso 0 meio € dit0o =) DISPERSIVO

Exemplos de meios dispersivos:
Agua para as ondas do mar
« Corda que néo é perfeitamente flexivel para ondas mecanicas
Meio transparente como o vidro (indice de refracdo varia com )
Ou agua para as ondas luminosas
Qualquer meio para as ondas da materia



- Para o postulado de dhe Broglie ,
_h —— =hk E-P
E=hf =fiw P ) By

o Eh_ pzpv

k hp 2mp 2m 2

» A velocidade de fase nao corresponde a
velocidade da particula
' _do _d(he) dE _p _y
° dk  d(ik) dp m
O pacote de onda se propaga com
velocidade do eletron

Vi =




Exercicio:
1) Certas ondas de oceano viajam com velocidade de fase

gl onde g e a aceleragao da gravidade. Determine
2. a velocidade do grupo do “pacote de onda”
destas ondas (expresse em termos da velocidade
de fase).

V. =

do
Lembrando que a velocidade de grupo: Vs = gk

27 27\ o 0,
Sabemos que: K :7 e w=2x4 e Vi =Af = ( ” j(Zﬂj:(F]

entao: d o d

V:g_ﬂ:illzz_ﬂ'jllz Vg: _
f 27T 27 K

_1 (




Vimos que o principio de incerteza de Heisenberg, diz:
gue € impossivel determinar (fazer medidas) simultaneamente da posicao e

momento de uma particula) (X e p,, por exemplo) apresentam uma relacéo
entre suas incertezas dada por

AKAX > i Quanto mais bem definida a posigdo de
2 uma particula (pacote de onda mais
7 estreito), menos definido serd o
APAX > — momento  dessa  particula  (uma
2 combinagdo maior de comprimentos de
27 D D onda, e portanto de momentos serd
k = = — = — neCQSSdPiO)
A h 7

O principio de incerteza também pode ser enunciado em termos da energia e
do tempo:

Das propriedades do pacote de onda, tem-se que: A At >

Q)
E=hf =h——=nao AE.At >

NSt NP



Exercicio:

3) Um elétron se move na dire¢do x com velocidade de 3,6x108m/s.
Podemos medir sua velocidade com precisao de 1%

a) Com que precisdo podemos medir simultaneamente sua posicao
b)o que podemos dizer sobre 0 movimento na direcao y

— —10
Py =MV, = 9,1)(10_31 X3,6X1O6 Apx o mAVX =1% Py

_ _26 m
px _ 3,3)(10_24 (kgm) Apx = 3,3X1O (kg S )
S A 1,05x107%*J.s

. _ AX = >
Do principio de incerteza 2Ap, 2x3,3x10°°°kg/ms

ADAX > % AX > 0,16x10°m =1,6nm = 16x10°m

sobre 0 movimento na direcao y: Ap =0 l
Se 0 elétron se move na dire¢édo x Y O que € aproximadamente 16
temos que AyApy >hl?2 distancias atomicas (distancia
atbmica A ~1A ~10-1'm)
Nao sabemos nada sobre y Ay = 0O



Exercicio:
4) Qual a energia cinética que os néutrons devem ter se forem difratados

por cristais?

As difracdes ocorrem se o comprimento de onda de de Broglie do néutron for da
mesma ordem de magnitude da distancia interatomica.

A ~1A~1019m
—34
pD= h_ 6’63)(1(_)10 J.S _ 6,63x10**kgm/ s
A 1x107"m
= p>  (6,63x107%*)? kgzmz)

2m_~ 2x1,66x107%" * s2kg

A energia cinetica 20
E. =132x107"J =0,082%V

Note que sdo néutrons nao relativisticos, E_ <<m.c? =9396MeV
Energia menor que a massa de repouso do

—~— neutron A energia cinetica da particulaa T,

Justifico o uso de E.=p4/2m E. = g KT =0,0388V



