Formas Quadraticas

FUNCOES QUADRATICAS: denominacdo de uma funcdo especial,
definida genericamente por:

2 2
Q(Xq1Xgees Xy ) =899X] +819X1Xg + oo+ 810 Xy Xy +8pX5 + 823X X3 +.o+ 8,
ou Q(xl,xz,...,xn)=_z 2 XiX;
Exemplos:

Q(X,, X, ) =3X] —5%,X, +8X;

2 2 2
Q(Xl’ X2 Xa) = Ay X +8,X X, FAX X +8,,X; 855X, X5 +85X,

~
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Em termos matriciais, a fun¢do quadratica pode ser representada por:

Q(Xy, Xy Xy ) =X AX

onde
i app 3y, |
ayy TS
X1
aip Y
X2 = ax :
X=| . e A=| 2 2
Xn
aln a2n a
nn
L 2 2 i
Por exemplo:
8
2 Xy
IRSECAS I
2
a'22
ou
a12 a12 Xl
QX X, ) =| 8y X, +—2X, —2X, +8,,X,
2 2 X,
ou
_ 2 a12 a12 2
QX X, ) =2,,X; +7x2xl +?x1x2 +a,X;
ou
2 2
Q(Xl’xz) =8, X 38,X X, +2,X;
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FUNCOES QUADRATICAS DEFINIDAS: Diz-se que uma funcéo

quadrética é definida, se para todo x e R", tal que x =0, ela apresentar 0s
seguintes resultados:

e Q(x)>0 , casoem que a fungéo é Definida Positiva;

e Q(x)<0 , casoem que afuncéo é Definida Negativa;

Se admitirmos a possibilidade da fun¢do quadratica assumir o valor zero

para pelo menos um x €R", tal que x =0, entdo dizemos que essa funcéo
é Semi-definida:

* Q(x)

>0 , caso em que a funcdo é Semi-definida Positiva;
o Q(x) <0 , caso em que a fungdo é Semi-definida Negativa.

OBS.: Se Q(x) é tal que, dependendo do X, ela pode assumir valores
positivos e negativos, entdo diz-se que ela é do tipo indefinido.

1) Definida Positiva: ~ Q(X,,X,)=X? + X5

QA

\4

X2

X1
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2) Semi-definida Positiva:  Q(x,,X, )= (X, +X, )* =X +2X,X, + X2

QA

- X1 = -X2

\4

X2

4 3) Indefinida:  Q(X,,X,)=x?—x} N




Como toda matriz quadrada e simétrica pode ser utilizada para se obter
uma funcdo quadratica, pode-se entdo utilizar a tipologia desta apresentada

acima, para a seguinte definicéo:

MATRIZES (quadradas e simétricas) DEFINIDAS: Diz-se que uma

matriz simétrica, de ordem (n x n), é definida, se paratodo x eR", tal que

x =0, ela é tal que:

e x"Ax>0 , casoem que a matriz é Definida Positiva;
e x"Ax>0 , casoem que a matriz é Semi-definida Positiva;
e Xx'"Ax<0 , casoem que a matriz é Definida Negativa;

e X'TAX<0 , casoem que a matriz é Semi-definida Negativa;

~

Como verificar se uma matriz quadrada e simétrica é definida?

Como ndo ¢ possivel fazer isso por experimentacdo em relacdo aos valores
de xeR", o processo envolve a analise de algumas caracteristicas dessas
matrizes

Caso simplificado de matrizes de ordem (2x2):

Q(x,, X, ) =ax; +2bx,X, +cX; 1)

ou seja

Qxx.)= [x Xz][z ﬂm
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Primeira Caracteristica: Se a = 0, entdo para qualquer par (x,,0) temos

que Q(x,,x,=0)=0. Logo, para que essa forma quadratica possa ser

Definida Positiva ou Definida Negativa é necessario entdo que a # 0.

) b?x> «
Por outro lado, somando-se e subtraindo o termo 2 na expressdo (1)
a

acima, temos que:

2,2 2,2
b*x; b™X;
a

Q(X,, X, ) =ax? +2bx,X, +CX; +

ou

2bx,x, b*x2 b?x?
Q(xl,xz):a[xf+#+—22 +CX5 ——2
a a a

2 R
Q(xl,xz):a(ler%J +X§[acab J

ou

\

/

Portanto, para quaisquer valores de x; e Xp, com pelo menos um deles

diferente de zero, temos que:

e Q(x,,X,)>0 seesomentese a>0 e ac—b*>>0

e Q(x,,X,)<0 seesomentese a<0 e ac—b*>0

~
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Mas, podemos observar que:
a b
ac—b? = e a=|a
b c

Portanto, aqueles dois resultados podem ser reescritos como:

a b
e Q(x;,x,)>0,seesomentese [a|>0 e 0 >0

a b
e Q(x,,X,)<0,seesomentese [a|<0 e X >0

Ou seja, a matriz serd definida positiva ou negativa dependendo da
combinacdo de sinais do seu préprio determinante e do determinante da

sub-matriz resultante da eliminagdo da sua Gltima linha e ultima coluna.

/

Mas esses determinantes sdo conhecidos e denominados de Menores

Principais de ordem 2 e 1, respectivamente.

Para conhecer isso, vamos considerar 0s seguintes conceitos associados a

qualquer matriz quadrada.

Definicdo 1: Seja A uma matriz de ordem (n x n). Uma sub-matriz desta,
de ordem (k x k), formada pela eliminacdo de quaisquer n-k
colunas e linhas de mesmas posicdes, € chamada de Sub-

matriz Principal de ordem k de A

Definicdo 2: O determinante de uma sub-matriz principal de ordem k de A

¢ chamado de Menor Principal de ordem k de A.

~
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/ Exemplo: Considere a matriz de ordem (3 x 3): \

a;p a;p A3
A=lay axp ap

a3 az dg3

Essa matriz possui 0s seguintes menores principais:
e um menor principal de ordem 3

a3 8 a3
dy; Ay A
d3; Az Ag

o trés menores principais de ordem 2

a1 A dp Az |81 A
an axp a3 a3 a3 As3
o trés menores principais de ordem 1
\_ d; 5 dx ; Az /

Definicdo 3: Se a sub-matriz principal de ordem k de A é obtida pela
eliminacdo das ultimas n-k colunas e linhas de mesmas
posicBes, entdo a mesma é denominada especificamente de

Sub-matriz Principal Lider de ordem k de A, ou

simplesmente de k-ésima Sub-matriz Principal de A

Definicdo 4: O determinante da k-ésima sub-matriz principal de A (ou
sub-matriz principal lider de ordem k de A) é denominado de
k-ésimo_Menor Principal de A, (ou também por Menor
Principal Lider de ordem k de A).
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Exemplo: Uma matriz A de ordem (4 x 4) apresenta 0s seguintes k-
ésimos menores principais:

Primeiro menor principal: a;;

a1 ap

Segundo menor principal:

ay ap

4 A a3
Terceiro menor principal: [a,; a5, a3

dz; dzp agg

Quarto menor principal: |A|

/

~

TEOREMA: Seja A uma matriz simétrica de ordem (n x n). Entdo A é:
DEFINIDA POSITIVA (SEMI-DEFINIDA POSITIVA) se e
somente se todos os seus n k-ésimos menores principais sdo positivos
(ndo negativos), ou seja, se

e a,;,>0 (20)

a a

o | H1>0 (20
a;, ap
d;p A an
a a
a1n a2n ann
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DEFINIDA NEGATIVA (SEMI-DEFINIDA NEGATIVA) se e )
somente se 0s seus k-ésimos menores principais sdo negativos (ndo
positivos) para todos os k impares e positivos (ndo negativos) para todos

0s k pares, ou seja, se

e 3,<0 (£0)

a;; a
o 1 B2l 0 0
a;p ap

>0 (=0) sene' par
a;p ax ol
a. ‘ =
’ <0 (<0) sene’ impar
a1 ann /
Exemplos:

2 -1
1. Considere a matriz { 1 J

dado que [2|>0 e

j =1>0, temos que essa matriz é definida

positiva.

10



\
-1 1 0
2.Nocasodamatriz |1 -1 O
0 0 -2
11 -1 1 0
dado que |-1|<0 ; ‘ . JJ:OZO e |1 -1 0[=0<0, temos
0 0 -2
que essa matriz é semi-definida negativa.
/
\
RESTRICOES LINEARES E MATRIZES ORLADAS
Mais adiante veremos que num problema de otimizacdo condicionada, as
condicBes de segunda ordem envolverdo a analise da natureza de formas
quadréticas que estardo sujeitas a restrigdes lineares.
Um exemplo desse tipo de analise pode ser dado pela fungéo quadratica
Q(Xy, X, ) = ax? + 2bx;X, + x5
onde deseja-se determinar se Q(X,,X,) apresenta um Gnico sinal (positivo
ou negativo) para todo (x1 xz)eRZ, gue atende a seguinte restricao:
/

31/08/2017
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Para isso vamos isolar a varidvel x; na Ultima equacéo de restricdo e

substitui-la na primeira:

ou
2
Q(xz):aB—2 g_ZbBXZ 2b +cx3
ou
2 2\ %5
Q(x;)=(aB” - 2bAB+cA )F
N /
4 N

Portanto, para qualquer valor de x,, temos que:

e Q(x,)>0 seesomentese aB®—-2bAB+CA*>0

e Q(x,)<0 seesomentese aB’-2bAB+CcA’<0

12



Mas podemos observar que

0 A B
A a b=2bAB—aBz—cA2=—(aBZ—2bAB+cA2)
B b ¢

Concluindo, temos entdo que a forma quadratica

Qauxy)= 1 X2]|:Z ﬂ{xﬂ

X2
sujeita & restricdo linear Ax; +Bx, =0 é:

0 A B
e Definida Positiva, se o determinante da matriz orlada |A a b|<0
B b ¢

0 A B
o Definida Negativa, se o0 determinante da matrizorlada|A a b|>0
B b ¢

.

TEOREMA: Seja a funcdo quadrética Q(x)= xTAX, sujeita a restricdo
linear Bx = 0, onde

Xy a3 8 v 8y
X a a e a

x={"2| ; A=|"2 "2 al B=[B, B, - By]
X Ay An v Apy

B
Definindo-se a matriz orlada H :{ A}' tem-se que:

BT

a) Q(x) é Definida Positiva, para todo xeR" tal que Bx = 0, se 0s
Gltimos (n — 1) k-ésimos menores principais de H sdo negativos;

b) Q(x) é Definida Negativa, para todo x €R" tal que Bx = 0, se 0s
Gltimos (n — 1) k-ésimos menores principais de H alternarem os seus
respectivos sinais;

¢) Q(x) é Indefinida se ambas as condi¢Bes (a) e (b) acima ndo sdo
atendidas pelos Gltimos (n — 1) k-ésimos menores principais de H, com
valores diferentes de zero.

31/08/2017

13



4 N
Exemplos:
1. Q(Xy,X;)=4xXZ +2%X, —X5 sujeitoa X, +X, =0
. 4 1| x
ouseja, Q(xy,X;)= [X xz]{1 —J{XJ
sujeito a [1 l]{xl}=0
X2
01 1
Portanto H={1 4 1
11 -1
o %
4 N

0 seu ultimo k-ésimo menor principal, (dado quen—1=1) é:

01 1
o |[Hyl=|1 4 1|=1+1-4+1=-1<0
11 -

Portanto, a forma quadratica acima, sujeita a restricdo linear, € Definida

Positiva.

Obs.:Note que o penultimo k-ésimo menor principal ndo é considerado,
pois 0 seu sinal é sempre negativo:

/

31/08/2017
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4 2. Q(Xy, Xz ) = X7 + 4% X, —6X,X5 — X5 R
sujeitoa  X;+X, —X3=0
ou seja,
1 2 0]x
QX1 X,X3)= [X; X, Xg][2 0 =3[ x,
0 -3 -1|| X3
X
sujeitoa  [1 1 -1/ x, [=0
X3
1 1 -1
1 2 0
Nesse caso, H=
2 0 -3
-1 0 -3 -1
\_ %
4 N
0s seus (n — 1 = 2) dltimos k-ésimos menores principais sao:
011
e |Hg|=1 1 2/=3>0
120
0 1 1 -1
1 1 2 0
[ |H4|: =2>0
1 2 0 -
-1 0 -3 -1
Portanto, a forma quadréatica acima, sujeita a restri¢do, € indefinida.
\_ %

15



-

sujeitas a restricdo de mais de uma equacdo linear.

O dltimo teorema pode ser generalizado para o caso de formas quadraticas

Ou seja, para o seguinte problema: seja a funcdo quadratica com n

variaveis Q(x)= x"AX, sujeita as m restrigdes lineares Bx = 0, com n >

\

m, onde
1 all a12 a‘ln Bll BlZ Bln
X a, a a B B B
X = 2 : A= .12 22 ?n : B= .21 ‘22 .2n
Xn aln a2n ann Bml Bm2 an

seguinte forma:

O B 0
H: T =
B A B

11

1n

ml

mn

n

mn

n

nn

Nesse caso, a matriz orlada H é de ordem [(m +n)x(m+n)] e definida da

31/08/2017
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E o resultado geral é especificado no seguinte teorema:

TEOREMA: Seja a funcdo quadratica com n variaveis Q(x)=xTAx,

sujeita a restricdo de m equacdes lineares Bx = 0, onde

1 11 12 aln Bll BlZ Bln

a, a a B B B
X = 2 : A= ‘12 ?2 '2n : B= ‘21 ‘22 ‘2n
Xn a1n a2n ann Bml Bmz an

Definindo-se a matriz orlada de ordem (m +n) x (m+n) H:[B

se que:

a) Se o determinante de H tem o mesmo sinal de (—1)rn e se os dltimos (n —

m) k-ésimos menores principais de H também apresentam esse mesmo

sinal, entdo Q(x) é Definida Positiva, para todo x e R" tal que Bx = 0;

b) Se o determinante de H tem 0 mesmo sinal de (—l)n e se os Ultimos (n —
m) k-ésimos menores principais de H alternam o seu sinal, entdo Q(x) é

Definida Negativa, para todo x € R" tal que Bx = 0;

€) Q(x) é Indefinida se ambas as condi¢bes (a) e (b) acima ndo sdo
atendidas pelos dltimos n — 1 k-ésimos menores principais de H, com

valores diferentes de zero.

~
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Fim
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