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Revisão

Matriz Transformação (Forma Geral)

𝑖
𝑖−1𝑇 =

𝑐𝜃𝑖 −𝑠𝜃𝑖

𝑠𝜃𝑖𝑐𝛼𝑖−1 𝑐𝜃𝑖𝑐𝛼𝑖−1

0 𝑎𝑖−1

−𝑠𝛼𝑖−1 −𝑠𝛼𝑖−1𝑑𝑖

𝑠𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖−1 𝑐𝜃𝑖𝑠𝛼𝑖−1

0 0
𝑐𝛼𝑖−1 𝑐𝛼𝑖−1𝑑𝑖

0 1

Onde:

• 𝑎𝑖 é a distancia entre  𝑍𝑖+1 e  𝑍𝑖 ao longo de  𝑋𝑖;

• 𝛼𝑖 é o ângulo entre  𝑍𝑖+1 e  𝑍𝑖 em  𝑋𝑖;

• 𝑑𝑖 é a distancia entre  𝑋𝑖−1 e  𝑋𝑖 ao longo de  𝑍𝑖;

• 𝜃𝑖 é o ângulo entre  𝑋𝑖−1 e 𝑋𝑖 em  𝑍𝑖;



Exercício

Determinar a cinemática inversa para o manipulador da ultima aula.





6
0𝑇 = 3

0𝑇6
3𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1



6
0𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

Dado:
Encontrar:

𝜃1, 𝜃2, 𝑑4, 𝜃4, 𝜃5, 𝜃6



1

1
0𝑇 −1

6
0𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

𝑐1 𝑠1
−𝑠1 𝑐1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

=6
1𝑇

6
1𝑇=2

1𝑇3
2𝑇4

3𝑇5
4𝑇6

5𝑇=



-s1*px + c1*py = d2

𝑐1 𝑠1
−𝑠1 𝑐1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

=6
1𝑇

Utilizando uma substituição trigonométrica:

𝑝𝑥 = 𝜌 cos 𝛼
𝑝𝑦 = 𝜌 sin 𝛼 𝜌 = 𝑝𝑥

2 + 𝑝𝑦
2 𝛼 = 𝑎𝑡𝑎𝑛2 𝑝𝑦, 𝑝𝑥

c1*sα-s1*cα = d2/ρ

sin 𝛼 − 𝜃1 = 𝑑2/𝜌 cos 𝛼 − 𝜃1 = ± 1 −
𝑑2

2

𝜌2

𝜽𝟏 = 𝒂𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒑𝒚, 𝒑𝒙 − 𝒂𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒅𝟐, ± 𝒑𝒙
𝟐 + 𝒑𝒚

𝟐 − 𝒅𝟐
𝟐

Duas soluções



2

6
1𝑇=

𝑐1 𝑠1
−𝑠1 𝑐1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

=6
1𝑇

c1px + s1py = d3*s2 - a3*c2 + d4*s2

pz = c2*d3 + c2*d4 + a3*s2

-s1*px + c1*py = d2



Somando e elevando ao quadrado tem-se:

expand((c5*s2 + c2*c4*s5, d3*s2 - a3*c2 + d4*s2)^2) + expand((d3*s2 - a3*c2 + d4*s2)^2)=

a3^2*c2^2 + a3^2*s2^2 + c2^2*d3^2 + 2*c2^2*d3*d4 + c2^2*d4^2 + d3^2*s2^2 + 2*d3*d4*s2^2 + d4^2*s2^2

Separando os termos similares, resulta em:

𝑝𝑥
2 + 𝑝𝑦

2 + 𝑝𝑧
2 − 𝑎3

2 − 𝑑2
2 = 𝑑3 + 𝑑4

2

𝒅𝟒 = 𝒑𝒙
𝟐 + 𝒑𝒚

𝟐 + 𝒑𝒛
𝟐 − 𝒂𝟑

𝟐 − 𝒅𝟐
𝟐 − 𝒅𝟑



3

3
0𝑇 −1

6
0𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

−𝑐1𝑐2 𝑠1
−𝑠1𝑐2 −𝑐1

𝑐1𝑠2 −𝑑1𝑠1 + 𝑑3𝑐1𝑠2
𝑠1𝑠2 𝑑2𝑐1 + 𝑑3𝑠1𝑠2

𝑠2 0
0 0

𝑐2 𝑑3𝑐2
0 1

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

=6
3𝑇

6
3𝑇=4

3𝑇5
4𝑇6

5𝑇=



−𝑝𝑥. 𝑐1. 𝑐2 − 𝑝𝑦. 𝑠1. 𝑐2. +𝑝𝑧. 𝑠2 = a3

𝑝𝑥. 𝑐1. 𝑠2 + 𝑝𝑦. 𝑠1. 𝑠2 + 𝑝𝑧. 𝑐2 = d4

−𝑐1𝑐2 −𝑐2 ∗ 𝑠1
𝑠1 −𝑐1

𝑠2 0
0 0

𝑐1𝑠2 𝑠1𝑠2
−𝑑1𝑠1 + 𝑑3𝑐1𝑠2 𝑑2𝑐1 + 𝑑3𝑠1𝑠2

𝑐2 0
𝑑3𝑐2 1

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

=6
3𝑇

𝑠2 =
𝑎3. 𝑝𝑧 − 𝑑4. 𝑐1. 𝑝𝑥 + 𝑠1. 𝑝𝑦

𝑝𝑧
2 + 𝑐1. 𝑝𝑥 + 𝑠1. 𝑝𝑦 2

𝑐2 =
𝑑4. 𝑝𝑧 + 𝑎3. 𝑐1. 𝑝𝑥 + 𝑠1. 𝑝𝑦

𝑝𝑧
2 + 𝑐1. 𝑝𝑥 + 𝑠1. 𝑝𝑦 2

𝜽𝟑 = 𝒂𝒕𝒂𝒏𝟐 𝒂𝟑. 𝒑𝒛 − 𝒅𝟒. 𝒄𝟏. 𝒑𝒙 + 𝒔𝟏. 𝒑𝒚 , 𝒅𝟒. 𝒑𝒛 + 𝒂𝟑. 𝒄𝟏. 𝒑𝒙 + 𝒔𝟏. 𝒑𝒚

Resolvendo,



Exercício 4.2

3
0𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1



3
0𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

𝜽𝟏 =



3
0𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

𝜽𝟏 = 𝒂𝒕𝒂𝒏𝟐 𝑹𝟏𝟑, −𝑹𝟐𝟑

𝑠1 = 𝑅13 −𝑐1 = 𝑅23

Se R13 = 0 ou  R23 = 0?



3
0𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

𝜽𝟐 =



3
0𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

𝜽𝟐 = 𝒂𝒕𝒂𝒏𝟐
𝒑𝒛

𝒍𝟐
, 𝑪𝟐

𝑝𝑥 = 𝑐1. 𝑐2. 𝑙2 + 𝑙1

𝑝𝑦 = 𝑠1. 𝑐2. 𝑙2 + 𝑙1

𝐶2 =
1

𝑙2

𝑝𝑥

𝑐1
− 𝑙1 𝐶2 =

1

𝑙2

𝑝𝑦

𝑠1
− 𝑙1

𝑝𝑧 = 𝑠2. 𝑙2



3
0𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

𝜽𝟑 =



3
0𝑇 =

𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

𝑅13 𝑃𝑥

𝑅23 𝑃𝑦

𝑅31 𝑅32

0 0
𝑅33 𝑃𝑧

0 1

𝜽𝟑 = 𝒂𝒕𝒂𝒏𝟐 𝑹𝟑𝟏, 𝑹𝟑𝟐 − 𝜽𝟐

𝑆23 = 𝑅31

𝐶23 = 𝑅33
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