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Resposta pergunta 1:

1 #inc lude <s t d i o . h>
#inc lude <s t r i n g . h>

3

i n t decToBin ( i n t n) ;
5 i n t mult ( i n t a , i n t b) ;

i n t mdc( i n t x , i n t y ) ;
7 i n t palindromoRec ( char s t r [ ] , i n t i ) ;

9 void testMult ( ) ;
void te s tB in ( ) ;

11 void testMDC() ;
void testPal indromo ( ) ;

13

i n t main ( ) {
15 t e s tB in ( ) ;

testMult ( ) ;
17 testMDC() ;

testPal indromo ( ) ;
19 re turn 0 ;
}

21

i n t decToBin ( i n t n) {
23 i f (n == 1) {

re turn 1 ;
25 }

re turn 10∗decToBin (n/2) + (n%2) ;
27 }

29 void te s tB in ( ) {
i n t dec = 20 ;

31 i n t bin = decToBin ( dec ) ;
p r i n t f ( ”Dec[%d ] −> Bin[%d ]\n” , dec , bin ) ;

33 }

35 i n t mult ( i n t a , i n t b) {
i f ( a == 0) {

37 re turn 0 ;
}

39 re turn b + mult ( a − 1 , b) ;
}

41

void testMult ( ) {
43 i n t a = 6 ;

i n t b = 4 ;
45 i n t m = mult ( a , b ) ;

p r i n t f ( ”mult(%d , %d) = %d\n” , a , b , m) ;
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47 }

49 i n t mdc( i n t x , i n t y ) {
i f ( x > y && x % y == 0) {

51 re turn y ;
} e l s e i f ( x < y ) {

53 re turn mdc(y , x ) ;
} e l s e {

55 re turn mdc(y , x%y) ;
}

57 }

59 void testMDC() {
i n t x = 28 ;

61 i n t y = 14 ;
i n t v = mdc(x , y ) ;

63 p r i n t f ( ”MDC(%d , %d) = %d\n” , x , y , v ) ;
}

65

i n t palindromoRec ( char s t r [ ] , i n t i ) {
67 i f ( i >= s t r l e n ( s t r ) ) {

re turn 1 ;
69 }

i f ( s t r [ i ] != s t r [ s t r l e n ( s t r )−i −1]){
71 re turn −1;
}

73 re turn palindromoRec ( s t r , i +1) ;
}

75

77 void testPal indromo ( ) {
char s t r [ ] = ”amoraroma” ;

79 i n t p = palindromoRec ( s t r , 0) ;
p r i n t f ( ”Palindromo : %d\n” , p) ;

81 }

Listing 1: Resposta do exerćıcio 1 codificado na linguagem C

Resposta pergunta 2:

• T (n) = T (n− 1) + c
Expandindo a expressão temos:
T (n) = T (n− 1) + c
T (n) = T (n− 2) + c+ c
T (n) = T (n− 3) + c+ c+ c
· · ·
T (n) = T (n− k) + kc
Fazendo n− k = 1, então k = n− 1 e substituindo temos:
T (n) = T (n− (n− 1)) + (n− 1)c
T (n) = T (1) + (n− 1)c
T (n) = 0 + nc− c
T (n) = nc− c
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Logo, T (n) é linear, ou ainda, T (n) = O(n)
Aplicando o método da substituição para comprovar temos:
Hipótese Indutiva (Valido para T (n))
T (n) = O(n)
T (n) ≤ cn
Passo de Indução (Valido para T (n− 1))
T (n) ≤ c(n− 1) + c
T (n) ≤ cn− c+ c
T (n) ≤ cn
Dessa forma, qualquer valor de c > 0 resolvem o problema.

• T (n) = cT (n− 1)
Expandindo a expressão temos:
T (n) = cT (n− 1)
T (n) = c · cT (n− 2)
T (n) = c · c · cT (n− 3)
· · ·
T (n) = ckT (n− k)
Fazendo n− k = 0, então k = n e substituindo temos:
T (n) = cnT (n− n)
T (n) = cnT (0)
T (n) = cn ·K
T (n) = Kcn

Logo, T (n) é exponencial, ou ainda, T (n) = O(cn)
Aplicando o método da substituição para comprovar temos:
Hipótese Indutiva (Valido para T (k))
T (k) = O(ck)
T (k) ≤ ack ∀k < n
Passo de Indução (Valido para T (n− 1))
T (n) = cT (n− 1) ≤ c · a · cn−1 = a · cn
T (n) ≤ acn

Dessa forma, qualquer valor de a > 0 e c > 1 resolve o problema.

• T (n) = T (n− 1) + n é O(n2)
Assumindo que a complexidade é quadrática temos:
Hipótese Indutiva (Valido para T (n))
T (n) = O(n2)
T (n) ≤ cn2

Passo de Indução (Valido para T (n− 1))
T (n) ≤ c(n− 1)2 + n
T (n) ≤ c(n2 − 2n+ 1) + n
T (n) ≤ cn2 − 2cn+ c+ n
T (n) ≤ cn2 − (2cn− c− n)
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Devemos ter (2cn− c− n) ≥ 0 para que seja valida a essa complexidade.
Logo, c(2n− 1)− n ≥ 0 então c ≥ n

2n−1

Dessa forma, quando o valor de n tende ao infinito então c ≥ 1
2
.

• T (n) = T (dn/2e) + 1 é O(lg n)
Assumindo que a complexidade é logaŕıtmica temos:
Hipótese Indutiva (Valido para T (n))
T (n) = O(lg n)
T (n) ≤ c · lg n
Passo de Indução (Valido para T (n/2))
T (n) ≤ c · lg (n/2) + 1
T (n) ≤ c · (lg n− lg2) + 1
T (n) ≤ c · (lg n− 1) + 1
T (n) ≤ c · lg n− c+ 1
T (n) ≤ c · lg n− (c− 1)
(c− 1) é o reśıduo
Dessa forma, c− 1 ≥ 0 então c ≥ 1.

• T (n) = 2T (bn/2c) + n é Θ(n lg n)
Assumindo que a complexidade é Θ(n lg n) temos:
Hipótese Indutiva (Valido para T (n))
T (n) = Θ(n lg n)
Dessa forma temos duas condições a serem obedecidas:
T (n) ≥ c1n lg n
T (n) ≤ c2n lg n
Resolvendo a primeira condição
T (n) ≥ c1n lg n
Passo de Indução (Valido para T (n/2))
T (n) ≥ c1 · 2 · n2 · lg

n
2

+ n
T (n) ≥ c1 · n(lg n− lg 2) + n
T (n) ≥ c1 · n(lg n− 1) + n
T (n) ≥ c1 · n · lg n− c1n+ n
T (n) ≥ c1 · n · lg n+ (−c1n+ n)
T (n) ≥ c1 · n · lg n
Devemos ter que (−c1n+ n) ≥ 0 então c1 ≤ 1
Dessa forma para qualquer valor de c1 ≤ 1 garantimos essa primeira condição.
Resolvendo a segunda condição
T (n) ≤ c2n lg n
Passo de Indução (Valido para T (n/2))
T (n) ≤ c2 · 2 · n2 · lg

n
2

+ n
T (n) ≤ c2 · n(lg n− lg 2) + n
T (n) ≤ c2 · n(lg n− 1) + n
T (n) ≤ c2 · n · lg n− c2n+ n
T (n) ≤ c2 · n · lg n− (c2n− n)
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T (n) ≤ c2 · n · lg n
Devemos ter que c2n− n ≥ 0 então c2 ≥ 1
Dessa forma para qualquer valor de c2 ≥ 1 garantimos a segunda condição.
Logo, T (n) possui complexidade Θ(n lg n).

• T (n) = T (bn/2c + 17) + n é O(n lg n). Assumindo que a complexidade é O(n lg n)
temos:
T (n) = O(n lg n)
Hipótese Indutiva (Valido para T (k))
T (k) ≤ c · (k − a) lg (k − a) ∀k < n
Passo de Indução
T (n) ≥ c · (n

2
+ 17− a) · lg(n

2
+ 17− a) + n

T (n) ≥ c · (n+34−2a)
2

· lg( (n+34−2a)
2

) + n
T (n) ≥ c · (n+ 34− 2a) · (lg(n+ 34− 2a)− lg2) + n
T (n) ≥ c · (n+ 34− 2a) · (lg(n+ 34− 2a)− 1) + n
T (n) ≥ c · (n+ 34− 2a) · lg(n+ 34− 2a)− c · (n+ 34− 2a) + n
T (n) ≥ c · (n+ 34− 2a) · lg(n+ 34− 2a)− [c · (n+ 34− 2a)− n]
T (n) ≥ c · (n− a) · lg(n− a)

Devemos ter que c · (n+ 34− 2a)− n ≥ 0 então c ≥ 1 e 2a− 34 ≥ 0(a ≥ 17)

Resposta pergunta 3:

• T (n) = T (n/2) + n2

A figura abaixo representa a árvore de recursão para esse problema. Repare que devido
ao fator 1 que multiplica a chamada recursiva 1 ·T (n/2) então essa árvore é na verdade
um grafo linear, ou seja, não tem ramificações.
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Resolvendo pelo método da árvore de recursão temos:
Somando todos os custos para a árvore inteira temos:
T (n) = n2 + (n/2)2 + (n/22)2 + · · ·+ (n/2k)2

Colocando o n em evidência temos:
T (n) = n2(1 + 1/2 + 1/22 + · · ·+ 1/2k)
T (n) = n2(

∑lg n
i=0 ( 1

2i
)2) = n2(

∑lg n
i=0

1
22i

)
Aplicando a expressão para a soma dos termos de uma PG temos:

T (n) = n2(
1
4

lg n+1−1
1
4
−1

)

T (n) = n2(
1
4
· 1
4

lg n−1
−3
4

)

T (n) = n2(−4
3
· (1

4
· nlg 1

4 − 1))
T (n) = n2(−4

3
· (1

4
· n−2 − 1))

T (n) = −4
3
n2 · (1

4
· n−2 − 1)

T (n) = −4
3
n2 · (1−4n2

4n2 )
T (n) = 4

3
n2 − 1

3

Logo, a complexidade dessa expressão é quadrática.

• T (n) = 2T (n− 1) + 1
A figura abaixo mostra a árvore de recursão para esse exerćıcio.

Resolvendo pelo método da árvore de recursão temos:
Somando todos os custos para a árvore inteira temos:
T (n) = 20 + 21 + 22 + · · ·+ 2n

Aplicando expressão para somas dos termos de uma PG temos:
T (n) = 2n+1 − 1
Dessa forma, essa expressão é uma função exponencial.
Provando por substituição temos:
T (n) = O(2n)
Hipótese de indução:
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T (k) ≤ c · 2k − d ≤ c2k ∀k < n
T (n) = 2T (n− 1) + 1
T (n) ≤ 2(c · 2n−1 − d) + 1
T (n) ≤ c · 2n − 2d+ 1
T (n) ≤ c · 2n − [2d− 1]
Dessa forma, 2d− 1 ≥ 0, logo d ≥ 1/2
T (n) ≤ c · 2n

Logo, a complexidade da árvore dada é exponencial.

• T (n) = 4T (n/2) + cn
A figura abaixo mostra a árvore de recursão para esse exerćıcio.

Calculando o tamanho do problema:
n/2k = 1
k = ln n
Calculando o custo dos nós folhas e fazendo T (1) = 1:
4k · T (1) = 4ln n · 1 = nln 4 = n2

Calculando o custo total temos:
T (n) =

∑k−1
i=0 2icn+ cn2

T (n) = cn ·
∑lg n−1

i=0 2i + n2

Calculando a soma da PG temos:
T (n) = cn · (2lg n − 1) + n2

T (n) = cn · (n− 1) + n2

T (n) = cn2 − cn+ n2

Logo, T (n) é quadrática.
Provando por substituição temos:
T (n) = O(n2)
T (k) ≤ ck2 − d · k ≤ ck2 com d ≥ 0
Para k = n temos
T (n) = 4T (n/2) + cn
T (n) ≤ 4(cn2/4− dn/2) + cn
T (n) ≤ cn2 − 2dn+ cn
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T (n) ≤ cn2 − [2d− c]n
Dessa forma, d ≥ c/2 então:
T (n) ≤ cn2

Logo, T (n) possui complexidade quadrática.

Resposta pergunta 4:
Seja T(n) a função que calcula a complexidade de Pesquisa(n).
Os custos das linhas 3 e 4 são O(1). Dessa forma, T (1) = 2
A linha 7 é a que possui a chamada recursiva e é a linha mais importante de ser analisada.
A expressão dessa função recursiva é:
T (n) = n+ T (3

5
n)

T (n) = T (3
5
n) + n

Expandindo essa recursão temos:
T (n) = T (3

2

52
n) + 3

5
n+ n

T (n) = T (3
3

53
n) + 32

52
n+ 3

5
n+ n

· · ·
T (n) = T (3

k

5k
n) + 3k−1

5k−1n+ · · ·+ 32

52
n+ 3

5
n+ n

Assumindo que n é da forma n = 5k

3k
, logo, k = log 5

3
n

T (n) = T (1) + 3k−1

5k−1n+ · · ·+ 32

52
n+ 3

5
n+ n

T (n) = 2 + 3k−1

5k−1n+ · · ·+ 32

52
n+ 3

5
n+ n

T (n) = 2 + n ·
∑k−1

i=0 (3
5
)i

Calculando o valor de
∑k−1

i=0 (3
5
)i temos:∑k−1

i=0 (3
5
)i =

( 3
5
)k−1
3
5
−1

= −5
2
· (3

5

log 5
3
n − 1)

Simplificando temos:
3
5

log 5
3
n

= n
log 5

3
3/5

= n−1

Então:
−5

2
· (n−1 − 1) = −5

2
· (1−n

n
) = 5n−5

2n
= d

Quando n tende a infinito a expressão acima tende a d = 5
2

Sendo assim:
T (n) = 2 + n · 5

2

Logo, a complexidade da função Pesquisa(n) é linear O(n).
Aplicando o método da substituição para comprovar temos:
Hipótese Indutiva (Valido para T (n))
T (n) = O(n)
T (n) ≤ cn
Passo de Indução (Valido para T (3

5
n))

T (n) ≤ c · 3
5
· n+ n

T (n) ≤ cn(5
5
− 2

5
) + n

T (n) ≤ cn5
5
− cn2

5
+ n

T (n) ≤ cn− cn2
5

+ n
Devemos ter que −cn2

5
+ n ≤ 0, então temos c ≤ 1

2

Dessa forma, para qualquer c ≤ 1
2

resolve o problema.



SSC0503 Respostas da 3a Lista - Pág. 9 de 11

Resposta pergunta 5:

Seja T(n) a função que calcula a complexidade de Cubo(n).
Os custos das linhas 3 e 4 são O(1)
A linha 6 é a que possui a chamada recursiva e é a linha mais importante de ser analisada.
Devemos responder a pergunta: quantas vezes a linha 6 é executada?
Para isso nesse problema temos: 1 comparação, 1 subtração, 1 soma, 2 multiplicações e 1
retorno. Totalizando 6 operações.
Veja que a cada chamada da função cubo pelo menos 6 operações são realizadas. Dessa
forma temos:
T (n) = T (n− 1) + 6
Desenvolvendo a recursão temos:
T (n) = T (n− 1) + 6
T (n) = (T (n− 2) + 6) + 6
T (n) = ((T (n− 3) + 6) + 6) + 6
· · ·
T (n) = T (n− k) + 6k
Quando a recursão termina? Quando n− k = 1. Dessa forma, consideramos k = n− 1.
T (n) = T (n− (n− 1)) + 6(n− 1)
T (n) = T (1) + 6(n− 1)
temos que T (1) = 2, pela contagem das linhas 3 e 4.
T (n) = 2 + 6n− 6
T (n) = 6n− 4
Dessa forma, podemos dizer que Cubo(n) é uma função linear, ou ainda, T (n) = O(n).
Aplicando o método da substituição para comprovar temos:
Hipótese Indutiva (Valido para T (n))
T (n) = O(n)
T (n) ≥ cn
Passo de Indução (Valido para T (n− 1))
T (n) ≥ c · n− 1 + 6
T (n) ≥ cn− c+ 6
Fazendo −c+ 6 ≤ 0 então c ≥ 6 temos:
Dessa forma, para qualquer c ≥ 6 resolve o problema.

Resposta pergunta 7:
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Código para o calculo do número de Fibonacci iterativo e recursivo.

A figura abaixo descreve um pouco da árvore de recursão para essa chamada recursiva.
Repare que dois custos foram feitos um superestimando a quantidade de nós por ńıvel e
outro com o custo real para esse exemplo.

• Análise de complexidade da versão recursiva.
A expressão que descreve as chamadas recursivas de fibonacci é:
T (n) = T (n− 1) + T (n− 2) + k
De acordo com a super-estimativa da árvore de recursão podemos pensar que a com-
plexidade é O(2n)
Dessa forma, temos:
T (n) = T (n− 1) + T (n− 2) + k
T (n) = O(2n)
T (n) ≤ c2n

T (n) ≤ c2n−1 + c2n−2 + k
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T (n) ≤ c
2
2n + c

4
c2n + k

T (n) ≤ 2c2n+1c2n+4k
4

T (n) ≤ 3c2n+4k
4

T (n) ≤ 4c2n−1c2n+4k
4

T (n) ≤ c2n + 4k−1c2n

4

Dessa forma, devemos ter: 4k−1c2n

4
≤ 0 então c ≥ 4k/2n.

Fazendo n tender ao infinito e k sendo uma constante temos que c ≥ 0.
Nesse sentido, T (n) é O(2n).
Observação: Nesse exerćıcio fizemos uma super-estimativa da complexidade. A com-
plexidade real de fibonacci recursivo é O(φn).


