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Capitulo 1

Equacoes Diferenciais de Primeira Ordem

1.1 Introducao

Equacoes diferenciais é um dos topicos da mateméatica com aplicagoes em quase todos os ramos da
ciéncia. Fisica, Quimica, Biologia, Economia sao algumas destas areas. Para entender melhor, toda
equacao contendo derivadas de funcoes sao chamadas de equacoes diferenciais. Portanto, o estudo
de equacoes diferenciais e suas aplicagoes dependem do que se entende por derivada de uma funcao,
topico este ja estudado em Céalculo 1. As equagoes abaixo sao alguns exemplos de equacoes diferenciais
que estudaremos neste e no proximo capitulo.

y 4 2xy =322, xy + senzy =€, 3y +4y +5y=cosz

As duas primeiras equacoes diferenciais sao chamadas de primeira ordem e a ultima de segunda
ordem, devido a derivada de maior ordem ser um e dois, respectivamente.

Uma equagao diferencial que descreve algum processo fisico, quimico, bioldgico, econémico ...
etc, ¢ chamada de modelo matematico do processo em questao e chegar a esta equagao a partir
das descrigoes destes processos é chamado de modelagem do problema. Chegar a estes modelos e
resolvé-los é o que veremos a seguir.

Exemplo 1.1 Se f é uma funcao continua, vimos em Cdlculo I que calcular a f f(z)dx é encontrar
uma primitiva F' da funcao dada f, ou seja, € determinar uma funcao F tal que, F' = f, isto €,

F’zf(z)/f@)da::F(x)

Esta equacao foi a primeira equacao diferencial que resolvemos e a primitiva F nada mais € que
uma soluc¢ao para esta equacao diferencial. Por exemplo, resolver F'(x) = cos(x) € equivalente a

F(z) :/cosxdx: senz + c,

0 que nos mostra que esta equacao diferencial tem infinitas solugoes, jd que a constante ¢ € qualquer.
O estudo da existéncia e unicidade de solugoes é um dos aspectos mais interessantes desta teoria.

Exemplo 1.2 Considere um corpo de massa m caindo na superficie da terra. Se desprezarmos a
resisténcia do ar, chamando de v sua velocidade em um determinado instante de tempo t e de a sua
aceleragao, a inica forca atuante € a do seu proprio peso p = mg, onde g € a constante gravitacional.
Pela sequnda lei de Newton teremos

dv

F=ma=p=mg — azg:M)(t):gt—l—c (1.1)
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Se o objeto partiu do repouso, sua velocidade inicial v(0) = 0, e, entdo, v(t) = gt. Se o objeto
partiu com uma velocidade inicial v(0) = vy, entao, v(t) = gt +vy. A equagdao 1.1 nos diz que toda
solugao v(t) tem inclinagao g, isto €, a acelera¢ao nao varia com o tempo e a velocidade tem sempre
a mesma inclinacao. Isto € mostrado no grdafico abaizo, chamado de campo de direcoes ou vetores,
onde desenhamos pequenos segmentos de reta com coeficiente angular g = 9, 8.
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Figura 1.1: Campo de direcoes para a equacao ?TZ =g

Chamando de x(t) a posi¢cao do objeto em cada instante de tempo t, temos que
dr
dt

Se o objeto parte de uma posi¢ao inicial x(0) = xo, tem-se z(t) = 1gt* + vot + 0.

L oo
v(t) = gt +v9 = x(t) :§gt + vt + ¢

Exemplo 1.3 Considere o problema anterior, agora, com o ar oferecendo uma resisténcia propor-
cional a velocidade. As forcas atuantes no sistema, agora, sao o peso e a resisténcia do ar. Assim,
pela sequnda lei de Newton,

dv dv k
m—=mg—kv— — =g— —v 1.2
at ~ Y it m (12)
sendo k a constante de resisténcia. /!;)

Podemos fazer uma andlise do comportamento da solucao desta equacao diferencial sem resolvé-
la, como fizemos no exemplo 1, através do seu campo de direcoes. Para isto, vamos dar valores as

constantes envolvidas na equagao 1.2. Considere g = 9,8 73, m = 20 kg e o coeficiente de resisténcia

do ar k=5 ks—g. /-;)
Observe que o campo de vetores na figura 1.2 € tracado no plano t X v sem resolver a equacao
1.2, dando-se um valor para a velocidade v, por exemplo v = 60 e obtendo-se o valor de ‘fl—;’ = —5,2

para todo valor de t. Com isso traca-se pequenos segmentos de retas, ou vetores, para determinados
valores de t, eqiitdistantes, ao longo da reta v =60 com o mesma declividade. Olhando para a figura,
observe que se o objeto partir com velocidade acima de 40m/s, ou abaizo, esta velocidade tende a
dimainuir ou crescer, respectivamente, e se aproximar da velocidade terminal ou de equilibrio que,
como se vé no grdfico, deve ser prozima de 40m/s.

k
Voltemos para a resolucao da equacao 1.2. Chamando — = h, observe que
m

v _ —hv(ﬁ;@—l
a7 g—hodt

Integrando ambos os lados com respeito a varidvel t, obtém-se:

1 dv

(1.3)


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/queda_resistencia_html5.html
http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/campo_direc_html5.html
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Agora, para calcular a integral do lado esquerdo acima, observe que se v = v(t), entdo, dv = v'(t)dt.
Fazendo esta substituicao, tem-se:

1 dv 1
—dt = d 1.5
/g—hvdt /g—hv v (15)
Agora, fazemos a substituicio u = g — hv = du = —hdv, assim,
1 1 [1 1 1
/g—hvdv__ﬁ/ﬂdu__ﬁ ln]u\—i—cg:—ﬁ In|g — hv| + ¢ (1.6)

Assim, as equacgoes 1.4 e 1.6 implicam que
1
—% Inlg—hv|+c=t+c < In|g—hv|=—ht —hc; + co = —ht + ¢3
onde, c3 = —hcy + ¢ € uma constante real qualquer. Assim,
—ht

lg—hv| = e % = g — hy = de M1 = ce™ = v = 0(t) = % —ce

onde ¢ = e, ou seja, ¢ € uma constante real qualquer diferente de zero.
Se o objeto parte do repouso, temos uma condi¢ao inicial v(0) = 0, e assim,

v(O):%—c:O:c:%
e, portanto,
o(t) = Z(1 — et (1.7)

A figura 1.3 mostra o campo de vetores com as condi¢des iniciais v(0) = 0 e v(0) = 60.
Note que a solugao v(t) — ¥, quando o tempo t — 0o, isto €,

limv(t) = 2
t—0 h
que € também uma solugdo da equagio 1.2. Para verificar isto, basta substituir v = I na equagao
1.2 e verificar que dard 0 = 0.
. . . . . dx
Se quisermos determinar a posicdo do objeto em cada instante, basta lembrar que i v(t) e
supondo que sua posicao inicial x(0) = 0, tem-se
g 9 / _ht
z(t)==t+ = (e —1
() h h2< )
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Figura 1.2: Campo de diregoes da equagao o7 = 9,8 — §
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1.2 Equacoes Separaveis

A técnica de resolucao da equacao do exemplo 1.3 da secdo anterior pode ser esquematizada de
modo a ficar mais prético e rapido de se resolver equacoes daquele tipo. Tal método é chamado de
separacao de variaveis e as equacoes de equagcoes separaveis. Note que a substituicao que fizemos na
integral do lado esquerdo em 1.4, nos da uma igualdade que, de um lado, temos apenas a varidvel v
e, do outro, apenas a variavel ¢, isto é, separamos as variaveis t e v.

Resumindo: O método de separacao de variaveis se aplica a equacgoes do tipo

W o) hiy) (1.9

Olhamos para a notacao de Leibniz de derivada como se fosse uma fracao e separamos as variaveis

1
") dy = g(x) dz

/@d :/g(x)da:

A justificativa matematica para isto é dada a seguir:
Se y = f(x) é uma solucdo de 1.8, entao,

e integramos ambos os lados:

dy _ _ "(z) = g(x _ "(z) dx
W 1@ = gle) = [ @)

Il
2
8
SN~—
U
8
o
L

porém, como y = f(z) = dy = f'(z) dx e assim,

/@d ~ [ gta)as

s

Exemplo 1.4 Resolva as equagoes ),

dy dy Y COS T dy
-7 = b = = — =3y+5
(a) de Y (b) dr 1+ 2y? (c) dx Y

Solucdo: (a) Separando as varidveis e integrando ambos os lados

1
/—dy—/a:dx

<


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/campo_direc_html5.html
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resulta
2 2 2 2

ln\y|:%+01:>\y|:e%eq=>y:ie‘”67:c<37, 0#ceR

Observe que a funcao y = 0, também é solucdo. Portanto, a solucao geral desta equacio é

y=-cez2, ceR

Figura 1.4: Campo de vetores e curvas integrais para 3’ = zy

(b)  Separando as varidveis e integrando

14 242 1 ,
———dy = [ cosxdr = (— +2y)dy = cosxdr = In|y| + y° = senx + ¢
Y Y

Observe que nao podemos explicitar y como uma funcao de x. A solucao, neste caso, é chamada de
solucao implicita da equacao.
Observe que y = 0 também € solugao da equacao.

T T T e e 2 BT re ey T s
T T T e e T[T e ey g e P T s
T T e e e T e e T —
o g~ e e e i

P e e gl W e S e
v i A A Sl AL s e
e T i S P e M i L e
T N | T N e T
el e TN T R N S R
T T T e e ey e [y e e
g g S A
e T T T Sl T Ny e
S M et T AN [ T T NN e
s N i WIN e N —
i e e o e T e T e T e

S e o[ e T i, Y =
s T, = T e T e
B T e

AR Stkte Sieusip ki D S s st

R e e BV ES BUEL SRS

Y COS T
1+2y2

Figura 1.5: Campo de vetores e curvas integrais para Z—y =
X

(c)  Separando as varidveis e integrando e supondo 3y + 5 # 0, temos

dy —5 4 e
—— =dxr=1In|3 5| = =>y=——
315 r=In|3y+5|=x+c =y 3
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Observe que y = —g também € solucao da equacao. Assim, se colocarmos e = ¢, podemos reescrever
a solugao como
-5+ ce®®
y:Ta
onde ¢ € R.
1 B sk g [ |
R A R i I ) 1
CEact el b4 I
Ehlad g bk g 1
SEREEASER TR an
TIoATRILIN IT !
PR Bl L L Ll
Bl el L
Pof i e g bl i
L Lok B R ] L
ELELEAT T // i
AT A AT gl ? s
MRS RSN AN NN
NN NN NN N Y A
e e NN N R N N
S NN ol N ) Yoy
A REYV R IR W) by
IREREREE RN b
Figura 1.6: Campo de vetores e curvas integrais para iy = 3y + 5
Observe na figura 1.6 que as solucoes convergem rapidamente para a solucao de equilibrio y = —g

1.3 Equacoes Lineares

Equacoes do tipo
y'(z) + p(2)y(z) = q(z) (1.10)
ou, simplificadamente,
Y +py=4q,

onde p = p(x) e ¢ = q(x) sdo fungdes continuas em algum intervalo I C R, sdo chamadas de equagoes
diferencias lineares de 1% ordem. As fun¢des p = p(x) e ¢ = g(x) sdo chamadas de coeficientes da
equacao. Note que a equacgao 1.2 pode ser reescrita na forma acima:

dv k

E + EU =4g.
Porém, nem toda equagdo linear é separdvel. Por exemplo: 3’ + 3y = z ndo é separavel.(Tente
separar!)

Para se encontrar uma solucao de uma equacao linear, a idéia é reescrever o lado esquerdo de
1.10 na forma F’ = f. Para isto, vamos multiplicar o lado esquerdo por uma funcao de tal modo que
ele se transforme na derivada do produto de duas funcoes, pois é com o que ele se parece!

Vamos chamar de u esta funcao. Queremos, entao, que

uwy +py) = (wy) =u'y+uwy' < uwy' +upy = 'y + uy’

Assim,

ul

upy =u'y = —=p
u
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Integrando tem-se
In|u| = /pdx = |u| = /P

Como queremos uma funcao para multiplicar ambos os lados da equacao 1.10, podemos considerar

u:efpdx

chamado de fator integrante.
Exemplo 1.5 Resolva as equagdes
(a) ¢y +2y=-cosx (b) 23 —y=1

Solugao: (a) O fator integrante

J2dz _ 22

u==e €

. Multiplicando ambos os lados da equacao por u obtém-se
(ye%)/ = e cosx = (ye%) = /e% cosx dx

Integrando-se duas vezes por partes, obtém-se

y = g cosz+ cseny + ce

5

Observe na figura 1.7 que uma solugao particular da equacao converge rapidamente para a solucao
de equilibrio y = %cosm + %Senx.

bbbt Lokl b b Ll BGd |
Rkl R Wk A RS Sk Rk
SEAAPRT B RIE R NER
SRR Y G Ve s BN b
e s R4 sof phrtifuld | Y Y N L L
EAREEE N S
bbb bR IR W
ALV =AY VL A
femb b 8 Y Nl L L s g e
Pl el Ry Py 04 e o
A T AT R
ik T 2 4 s 1T
I TN BT
P BNk S o 1ol Ny et o
Pl b 1 b b b4 o
| o=t bpsrril 11
PoL o e I I Sl T R
R I R O
I B S e e
P fdiEd o i sl el o HatEd
-1 4
Figura 1.7

(b) Primeiramente, a equagao 2%y’ —y = 1 tem que ser colocada na forma linear ' + py = q.
Assim, supondo x # 0,
Y 1

172
Logo, o fator de integracao u = e 2 . Multiplicando ambos os lados da equagao 1.3 por u, obtém-se

2 -2

z_2 x x _ 1
ez y= /x_362dx: —e 2 +c=>y=—1+ce 2?

Observe na figura 1.8 que muito embora a equagao nao esteja definida para r = 0, todas as
solugbes se aproximam do ponto (0, —1) quando = — 0.
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Exemplo 1.6 Resolva o problema de valor inicial vy + 2y = 42% e y(1) = 2
A equacao acima € equivalente a equacdao y' + %y = 4z e portanto seu fator integrante u = x>
Assim, multiplicando a equacdo por u, obtém-se

(v%y) = 42° = y:$2+x—c2

Como a condicao inicial y(1) = 2, entao, ¢ = 1, e, portanto, a solu¢ao serd

Veja na figura 1.9 que a solu¢ao que passa pelo ponto (1,2) é descontinua em x = 0 e, portanto,
temos uma solugao continua apenas para © > 0. Se impuséssemos a condigao inicial y(1) = 1, a
solucdo do problema seria y = x2, continua em todo x € R.

A existéncia de solucoes de equagoes diferenciais de 1% ordem linear ou separavel, bem como a
unicidade de tais solucoes, é tratada na préxima secao.

1.4 Existéncia e Unicidade de solucoes

Até agora, s6 apresentamos dois métodos para encontrar a solucao de uma equacao diferencial de
12 ordem do tipo separavel ou linear. Vimos que quando uma condi¢ao inicial é dada encontramos
apenas uma solucao. A pergunta que nao quer calar é:

Serd que nao encontrariamos outras solucoes se tivéssemos outros métodos de resolucao para
aplicar? Isto €, a solugdo € unica?

Ou ainda, antes mesmo de comecar a perder um bocado de tempo tentando encontrar uma
solucao:

A solugdo desta equagdo existe?

Para equacoes lineares, a resposta a essas duas perguntas ¢ dada pelo teorema:
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Teorema 1.1 Dado o problema com condicao inicial:

Y +py=q
{ y(0) = vo (L11)

se as funcgoes p = p(x) e ¢ = q(x) sdo continuas em um intervalo aberto I, contendo o ponto xy,
entao existe uma unica fungio y = f(x), x € I que satisfaz o problema de valor inicial 1.11.

Note que o teorema garante a existéncia e a unicidade de uma solucao apenas no intervalo onde

as fungoes p e ¢ sao continuas. No exemplo 1.6 a fungao p = % nao é continua no ponto x = 0,

porém, dependendo da condi¢ao inicial, existem solucoes que sao continuas no ponto x = 0.
Para equacoes nao-lineares, temos um teorema mais geral:

Teorema 1.2 Se [ e g—’yc s@o continuas em um retangulo R = {(t,y); [t| < a, |y| < b}, entdo existe
algum intervalo I = {t;|t| < ¢ < a}, no qual existe uma unica solu¢io y = h(t) do problema de valor
inicial

v =[f(ty),  ylto) =
com |yo| < b e |ty] < c.

1.5 Aplicacoes

1.5.1 Crescimento e Decaimento Exponencial

1. Decaimento Radioativo

O is6topo radioativo torio desintegra-se numa taxa proporcional & quantidade presente. Se 100
gramas deste material sao reduzidos a 80 gramas em uma semana, ache uma expressao para a
quantidade de torio em qualquer tempo.

Calcule, também, o intervalo de tempo necessario para a massa decair & metade de seu valor
original, chamado de meia vida.

Solugao: Seja Q(t) a quantidade de torio em um instante ¢ (dias). Como o torio desintegra-se
numa taxa proporcional & quantidade presente, tem-se:

dQ
e

onde k < 0, pois Q(t) é decrescente. Como ja vimos, a solu¢ao desta equagao diferencial
pode ser encontrada através do método de separacao de variaveis ou pelo fator integrante, cuja
solucao é:

Q(t) = ce™

Como a condi¢ao inicial Q(0) = 100, entao,
Q(t) = 100e**

Para calcular o valor da constante k, usamos o fato de que o is6topo é reduzido a 80¢g em 7
dias, isto é,
1
Q(7) =100e™ =80 = k = =In0,8 = —0.031
Para calcular a meia vida L do tério, tem-se

In2
0.031

1
Q(L) = 5Q(0) = 100e %91l — 50 = L = = 21, 74 dias
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2. Crescimento Populacional

Uma cultura de bactérias, com uma quantidade inicial () bactérias, cresce a uma taxa propor-
cional & quantidade presente. Ao fim de 20 minutos cresceu 5%.

(a) Determine a quantidade de bacteria em qualquer tempo t.

(b) Quanto tempo levara a cultura para duplicar?

Solugao: (a) Seja Q(t) a quantidade presente de bactérias no instante t. Como a taxa de
crescimento de bactérias é proporcional a quantidade presente, tem-se

T — ko = Q1) = Que*

Como Q(20) =1,05Qy = Qoe*® =1,05Qy = k = 55In1,05 = 0,00243 Portanto,

Q(t) — Q060,00243t

(b) Vamos agora determinar para qual valor de ¢ tem-se Q(t) = 2Qy.

Q060,00243t = 2Qo =t = 284,13 minutos.

. Misturas

Considere um tanque contendo, inicialmente, 100 litros de salmora com 10 kg de sal. Suponha
que uma torneira despeje mais salmora no tanque numa taxa de 31/min, com 1/4 kg de sal
por litro e que a solugdo bem misturada esteja saindo por um orificio no fundo do tanque na
mesma taxa. Determine a quantidade de sal no tanque em qualquer instante.

Solugao: Seja Q(t) a quantidade de sal no tanque em qualquer instante ¢. Entao,

Q

prlli taxa de variacao da quantidade de sal no tanque em relagao ao tempo ¢

quantidade de sal que entra - quantidade de sal que sai

= taxa -
relacdo ao tempo

= taxa de entrada - taxa de saida da quantidade de sal
1k93 [ Q(t)k93 [

41 “min 100 1 “min

3 3

= 1

Assim

d@) 3 3
i 2T e W —9 —0,03t
7 + 100@ 1 — Q(t) 5+ ce

Como @Q(0) = 10, entdo, ¢ = —15 e, portanto,
Q(t) = 25 — 15e 003

Note que quando t — co a quantidade de sal tende a 25 kg que ¢ o valor esperado, pois entra
1/4 kg de sal por litro e o tanque se mantém com 100 litros.
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4. Aplicacgoes a Fisica

(a)

Um paraquedista salta de um balao parado e cai livremente durante 30 segundos. Durante
este tempo a resisténcia do ar é desprezada. QQuando seu paraquedas abre a resisténcia
do ar é proporcional & sua velocidade. Encontre a velocidade do paraquedista a partir do
instante em que o paraquedas abriu.

Solugao: Suponha que o aviador tenha massa m. Entao, antes do paraquedas abrir temos:

dv

dt—mg:>v—gt+c

onde g é a constante gravitacional. Como a velocidade inicial v(0) = 0, entao, v = gt
e, assim, v(30) = 30g, que é a condigao inicial do problema quando o paraquedas abre.
Neste caso, como as forgas atuantes sao o peso do paraquedista, mg e forca de resisténcia,

kv, tem-se,

v T
My ST Rve V=

Observe que a resisténcia do ar, kv, tem sinal negativo, pois esta sempre reduz a velocidade.
- - . k ,
Resolvendo-se esta equacao utilizando o fator integrante u = em’, obtém-se

L

v(t) = ? g +cem
Com a condicao inicial v(0) = 30g, obtém-se
o(t) = 79+ (80g — ZF)e "

Observe que quando t — 400 = v(t) — %2, que é chamada de velocidade limite.

Um torpedo de massa m = 1 é lancado horizontalmente, debaixo d’adgua, com velocidade
inicial vom/s. A resisténcia da dgua é proporcional a velocidade do torpedo ao quadrado
com constante de proporcionalidade £ = 1073. Se o torpedo deve atingir o alvo com pelo
menos metade de sua velocidade inicial para causar danos, qual é a distancia méxima a
qual o tiro ainda produzira efeito?

Solug¢ao: Como a tnica forca atuante é a resisténcia da dgua, tem-se a equacao:

dv
=103
dt

que resolvendo-se por separacao de variaveis obtém-se:

1
—dv= [ =10 dt = v = ———
/ v / 0 T 105t e

Como sua velocidade inicial v(0) = vy, entao, ¢ = %, e, portanto, sua velocidade é

Vo
1030t + 1

u(t) =

Assim, supondo que sua posigao inicial é dada por z(0) = 0, sua posigdo em cada instante
é dada por
z(t) = 10° In (10 3vpt + 1)
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Agora, para calcular a distancia maxima para o tiro ter efeito, devemos calcular o tempo
que o alvo é atingido com metade de sua velocidade inicial, isto é, para que valor de t

— Yo
tem-se v(t) = 3.

Vo Vo _3 103
% g Bt bl =2 e =
1030t +1 2 Vot + o

Calculando-se a distancia com esse tempo, obtém-se:

z|— ) =10"In(2) = 693, 14 metros

Vo

1.6 Exercicios

1. Resolva as seguintes equacoes diferenciais:

dy_ T+y
%—6
dy
%:2@;
d
(2 —2t?) = £ 22 4122 =0
dt
xy =2y —1
d
:L‘lny—y:y
dx
(2+ 1)y +y*+1=0ey(0)=1
dy e*
- = — 0)=1
i e y(0)
@:x—l—y
dx x

V+3y=a+e >

Y + 2%y = 2?

Yy — 3y = senzx

v +2y=xe®ey(l)=0
vy +2y =42? e y(1) =2

dy cos T

— = senx

dz senx 4

Y +y = ry? (Respostas)

2. Uma cultura de bactérias cresce a uma taxa proporcional a quantidade de bactérias presentes
em cada instante. Ao fim de 10 minutos cresceu 3%.

(a)
(b)

Determine a constante de proporcionalidade.

(b) Quanto tempo levara a cultura para duplicar? (Resposta)
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10.

11.

Certa substancia radioativa decresce a uma taxa proporcional & quantidade presente. Observa-
se que apés 1 hora houve uma reducao de 10% da quantidade inicial da substancia, determine
a meia-vida da substancia. (Resposta)

Devido a uma maldicao rogada por uma tribo vizinha, os membros de uma aldeia sao gradu-
almente impelidos ao assassinato ou ao suicidio. A taxa de variagao da populagao ¢ —2,/p
pessoas por més, quando o nimero de pessoas é p. Quando a maldi¢ao foi rogada, a populagao
era de 1600. Quando morrerd toda a populagao da aldeia? (Resposta)

Um tanque com 50 litros de capacidade contém inicialmente 10 litros de adgua. Adiciona-se
ao tanque uma solucao de salmoura com 1 kg de sal por litro, a razao de 4 litros por minuto,
enquanto a mistura escoa a razao de 2 litros por minuto. Determine:

(a) O tempo necessario para que ocorra o transbordamento.

(b) A quantidade de sal presente no tanque por ocasiao do transbordamento. (Resposta)

Um tanque com capacidade de 900 litros contém inicialmente 100 litros de dgua pura. Entra
agua com 4 gramas de sal por litro numa taxa de 8 litros por minuto e a mistura escoa numa
taxa de 4 litros por minuto. Determine a quantidade de sal no tanque quando a solucao esta
para transbordar. (Resposta)

Certa industria lanca seus dejetos quimicos em um rio que desagua num lago. Os dejetos causam
irritagdo na pele quando sua concentragao é superior ou igual a 20 partes por milhdo (ppm).
Pressionada pelos ecologistas do Green Peace, faz 30 dias que a fabrica parou de lancar dejetos,
cuja concentracao no lago foi estimada em 120 ppm. Hoje, verificou-se que a concentragao de
dejetos no lago é de 60 ppm. Supondo-se que a taxa de variacao da concentracao de dejetos
no lago é proporcional a concentracao presente no lago em cada instante, quanto tempo ainda
levard para se poder nadar sem o perigo de sofrer irritacao na pele? (Resposta)

Um veiculo de massa m = 1, partindo do repouso ¢ impulsionado por uma forca constante F'.
O meio oferece uma resisténcia ao deslocamento proporcional & velocidade, onde a constante
de proporcionalidade é k = 3. Quanto valera F' de modo que a velocidade limite seja 107 Em
que instante o veiculo atinge a velocidade 57 (Resposta)

A forga devida a resisténcia do ar que atua num veiculo de massa m é kv, onde k é constante
e v é a velocidade. Qual a forca constante que o motor do veiculo deve transmitir a ele para
que a velocidade maxima seja v1?7 Se o veiculo parte do repouso, qual o tempo que o veiculo
atinge a metade da velocidade méxima? (Resposta)

Uma bala de massa m = 0,01 kg introduz-se em uma tabua de 0,10 m de espessura, com
velocidade de 200 m/s. Ela sofre uma resisténcia da tabua ao seu movimento proporcional ao
quadrado de sua velocidade, com constante de proporcionalidade k. Determine k£ e o tempo
que a bala leva para perfurar a tdbua, sabendo-se que sai com velocidade de 80 m/s. Despreze
a forga da gravidade. (Resposta)

Um navio de massa m se move em direcao ao cais com velocidade de 12km/h. Seu motor é des-
ligado a uma distancia de 3km do cais. Considerando que a resisténcia da agua é proporcional
a velocidade com constante de proporcionalidade k = 6m:

(a) Determine a velocidade do navio 1 hora apés o motor ser desligado.

(b) O navio atingira o cais? Justifique. (Respostas)
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Um barco a vela em repouso de massa m = 1, é posto em movimento impulsionado pela forca
do vento que é proporcional & diferenca de velocidade do vento V' km/h e do barco, v km/h,

sendo k£ = % a constante de proporcionalidade.

A agua oferece uma resisténcia ao movimento proporcional a velocidade do barco com constante

de proporcionalidade r = %

Qual deve ser a velocidade constante V' do vento, para que o barco atinja a velocidade maxima
limite de 50 km/h? (Resposta)

Em uma comunidade de 100 pessoas, inicialmente, existe 1 pessoa infectada com um virus. A

velocidade de propagacao do virus é proporcional a k vezes o niimero de pessoas infectadas

vezes o0 nimero de pessoas nao infectadas. Apoés 1 dia, i da comunidade esta contamindada.
(a) Apos 2 dias, quantas pessoas estardo contaminadas?

(b) Se p(t) é o namero de pessoas contaminadas no instante ¢, determine lim;_,, p(t).

(¢c) Desenhe o grafico de p(t). (Respostas)



Capitulo 2

EDO de Segunda Ordem com Coeficientes
Constantes

2.1 Introducao - O Problema Carro-Mola

0,

Considere um carro de massa m preso a uma parede por uma mola e imerso em um fluido. Coloca-
se o carro em movimento puxando-o xy metros de sua posicao de equilibrio e soltando-o. Pela lei de
Hooke, a mola exerce uma forca F;, sobre o carro proporcional a sua distensao, com coeficiente de
proporcionalidade k e tende a restaurar o carro a sua posicao inicial. Vamos supor que o meio viscoso
oferece uma forca F, de resisténcia ao movimento proporcional a sua velocidade com constante de
proporcionalidade ¢ e, portanto, tem sempre sinal oposto ao movimento. Seja z = x(t) a posi¢do do
carro em um instante ¢ e v = v(t) sua velocidade. Uma vez iniciado o movimento, as forcas atuantes
no carro, F,, e F,, tem sinais contrarios. Coloquemos um referencial conforme a figura 2.1.

0 f

Figura 2.1: Carro-mola

Vamos supor que, por um instante, o carro estd a direita do ponto de equilibrio. Neste caso,
a forca F), assume o sinal negativo e a forga F), o sinal positivo. Acontece que, como o carro esta
se movimentando para a esquerda, a distancia z(t) da posi¢ao de equilibrio esta diminuindo, isto é,
x(t) esta decrescendo e, portanto, sua derivada 2/(t) é uma fungao negativa, ou seja, sua velocidade
¢ negativa. Como F), é positiva, entdo F, = —ca'(t). Logo, pela 2a lei de Newton, a soma das forcas
atuantes no sistema carro-mola, nos d4a

F=ma=F,, +F, < ma"(t) = —ka(t) — cx'(t)

ou seja, temos uma equacao diferencial linear homogénea de segunda ordem com coeficientes cons-
tantes:

ma” (t) + c2'(t) + kz(t) = 0 (2.1)
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Vamos resolver este problema considerando m =1, c =5 e k = 6. A idéia é reduzir esta equacao
de 2% ordem a duas de primeira.

dx dz dx dx dz
TT 50 e = ST 9% 3% g
az P O a2 " T T
d (dx dz
= — (=49 — 4+ 2
dt<dt+ $>+3(dt+ w)

Chamando % + 2z =y, tem-se,

d
d—3;+3y20:>y:ce_3t

dx .
Logo, T + 20 =ce = (thx)/ = ce™", assim,

ey = /ce‘t dt = —ce P+ ¢
Logo, a solucao geral da equacgao é
o(t) = cre™? + cpe™

No caso de uma equagao diferencial de segunda ordem, para encontrar as constantes c; e co,
temos que ter duas condigoOes iniciais. Assim, supondo que as condicoes iniciais do problema, posicao
e velocidade, sao

z(0)=5 e 2(0)=0

e calculando derivada de z(t),

7' (t) = —2cie7% — 3epe™
temos que resolver o sistema z(0) =c1+ez =5
’ #(0) = 261 — 30y = 0

obtendo a solucao
z(t) = 15¢ % — 10e™%

Para saber qual é o movimento do carro em qualquer instante, fazemos um grafico de sua solugao:
figura 2.2. Observando o grafico, vemos que o carro sai de sua posi¢ao inicial z(0) = 5 com velocidade
2'(0) = 0 e tende para sua posigao de equilibrio.

s

t

Figura 2.2: Solugao do problema carro-mola Figura 2.3: Carro-mola com movimento sub-
super-amortecido amortecido
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Exemplo 2.1 (Movimento sub-amortecido) Considere o problema carro-mola com m =1, ¢ =
4 ek=4. Tem-se a equacao

d*x  dx
— +4— 442 =0 2.2
az e T (22)
Como no exemplo anterior, vamos reduzir esta equagao de sequnda ordem a duas de primeira:
d’x dx d?*x dx dx
— 4+ 4—44dr = — 42— +2—+4
az ta T a " Car Car
d (dx dx
= —[=+2 2( — +2
dt (dt - x) * (dt * x)
dy
= — 42
a Y

2

onde y = ‘fl—f + 2x. A solucao da equagao de primeira ordem ‘fl—@t’ +2y=0 éy=ce 2. Assim,

dz
pr + 22 = ce ' = (ze?) = ce He? = c = we? = /cdt =ct+c=>x=_(c; +ct)e ™

Considerando as condigoes iniciais: x(0) =2 e 2'(0) = =5, obtém-se
z(t) = (2 —t)e ™

Apesar de encontrarmos a solucao da equacao, a descricao do movimento do carro-mola nos € dada
por uma andlise do grifico de sua equacao dado na figura 2.3.

Como vimos nos dois exemplos anteriores, a dificuldade de resolver uma equacao diferencial de
segunda ordem ao reduzi-la para duas de primeira ordem esté na decomposicao da equacao de segunda
ordem. Uma maneira de contornar este problema ¢ mudar a notacao de derivada e observar que o
ato de derivar uma funcao nada mais é que uma operacao que leva uma funcao a sua derivada, isto

o <, < < : , df
é, derivar uma funcao é uma operacao que leva uma funcao f a sua derivada f’ ou —. Chamamos

. dt
esta funcao
D:f—Df= a = f
' dt
de operador diferencial linear. A operacao de derivar duas vezes é denotada por
D*f=D(Df) = f"

Lembrando que as operacoes de soma de duas fungoes g e h e a multiplicacdo por escalar sao
definidas por por
(g+h)(z)=g(z)+h(x) e  (kg)(z)=kg(x)

e que o operador D é uma funcao, tem-se entao que

d? d
md—tf + kd—i +cx = mD*v + kDx + cx = (mD* + kD +c)x =0 (2.3)
Esta tltima igualdade nos faz lembrar do polinomio p(r) = mr? + kr + ¢, o qual chamaremos
de polindmio caracteristico da equagao diferencial acima. Resolvendo a, assim chamada, equagao

caracteristica mr? + kr + ¢ =0 & r? + %r + = = 0, encontramos suas raizes 11 e 2. Logo,

p(r) :7’2—1—57“—!—% =(r—mr)(r—ry)
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Transpondo para a equacao diferencial 2.3, vemos que podemos reescrevé-la assim:

d? d d
md_;+kd_f+cd_f:mD2x_'_ka+cx:(mD2—|—/{JD+C)ZL’:(D—T1)(D_T2>x:0 (2'4)

Agora, basta chamar (D — ry)x = y e resolver a equacao diferencial de primeira ordem (D — ry)y =
y' — riy = 0. Sua solugdo, como ja vimos ¢ y = ce™'. Logo,

(D—ry)z=y=ce™ &1’ —ryz=ce™
Esta equacao de primeira ordem tem solugao
x(t) = cre™" + e’

Isto quando as raizes do polinomio caracteristico forem reais e r; # 7.
Quando as raizes forem reais e iguais, isto é, r; = ro = 1y, a decomposicao do polindémio caracte-
ristico é a mesma, ou seja, p(r) = (r — ro)(r — rg), e a equagao diferencial fica

(D —ro)(D —19)z =0

A resolucao final segue a da anterior chamando (D — ro)x = y.
Vejam que qualquer que seja o caso de raizes reais, distintas ou iguais, o método de resolucao
acima nos leva as solugoes gerais:

w(t) = et 4 e, T #£ T2 (2.5

z(t) = (c1 +cot)e™, rL=To =T

onde ¢; e ¢y sao constantes reais quaisquer. Caso o polinémio caracteristico tenha raizes complexas,
o mesmo método de resolucao acima nos leva no mesmo tipo de solucao de raizes reais, como veremos
no proximo exemplo.

Exemplo 2.2 (Movimento Oscilatério Amortecido) Considere, agora, o problema carro-mola
com as constantes tomando valores m =1, k=2 e c = 2. Assim,

d*x  _dx
—— 42— +2r =0« (D*+2D+2)z =0
T T2 2w (D" +2D +2)x
A equacdo caracteristica r* + 2r +2 = 0 tem raizes complezas ri = —1+1i ery = —1 —i. Assim,

r?+2r+2=(r—(=1+1)(r—(=1—1)) =0 e nossa equagdo diferencial fica assim decomposta:
(D—(-144d)(D—-(-1—=1d)x=0

Como fizemos no exemplo anterior, chame (D — (=1 — 1))z = y. Entdo, (D — (—1+1))y =0 =
y —(—1+14i)y=0.

Temos ai uma equacgao diferencial de primeira ordem com um coeficiente complexo. Se usarmos
o fator integrante para resolvé-la, teremos

w= ef(—1+z‘) dt

e o que significa isto? Integral de um nimero complexo e, conseqiientemente, uma func¢ao exponencial
com expoente complero. Precisamos, entdao, entender seus significados.
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2.2 Um pequeno resumo de funcoes complexas

Vamos entender primeiro o que é uma fun¢ao complexa. Vamos denotar por C o conjunto dos niimeros
complexos. Chamamos de funcao complexa de variavel real uma funcao f : D C R — C, isto é, o
dominio da funcao f é um subconjunto de nimeros reais e a imagem esta contida em C. Exemplos:

Exemplo 2.3 (a) f(t)=1+t*+i(3t —2)
(b) f(t) = sen(bt) + i cos(5t)
(c) f(t) =€ (cos(2t) + isen(2t))

Veja que uma funcao complexa de variavel real f : D C R — C, pode ser escrita como sendo:
f(t) = u(t) +iv(t), onde u : D CR —- Rewv:D CR — R sao fungoes reais de variavel real
chamadas de parte real e imaginaria de f, respectivamente.

Derivada de uma fungdo complexa: A derivada de uma fungao complexa f(t) = u(t) + iv(t) é
definida como sendo a derivada das partes real e imaginéria, i.e.,

f1(t) = u/'(t) +iv'(2)

Integral de uma funcdo complexa: A integral de uma fungao complexa f(t) = wu(t) + v(t) é
definida como sendo a integral das partes real e imaginéaria, i.e.,

/f(t) dt:/u(t) dt+i/v(t) dt

t
Exemplo 2.4 /1+t2+i(3t—2)dt:/(1+t2)dt+i/(3t—2)dt:t+§+i(gt2—2t)

Exponencial complexa: Definimos a fungao exponencial complexa
f(t) = elat?t — ¢ (cos bt + i sen bt)
Observe que se a = 0 e b = 1, temos a chamada féormula de Euler
e = cost +isent

Utilizando as definicoes dadas acima ¢ facil de mostrar que as regras usuais de exponenciacao sao
validas para funcao exponencial complexa e que se z = a + bi, entao,

d zt
(;t) = ze* (2.7)
1
/etht = ;e”%—c (2.8)

e Voltando ao exemplo 2.2 do movimento oscilatério amortecido, podemos, agora, resolver a
equacao diferencial
Yy —(—=1+19)y=0.

Seu fator integrante é u = e/ 1D — oJ (C1HD 15006 ¢ = ce(-1H0)E,
Assim, resolvendo-se, agora, a equacao

o 4 (1+ i)z = ce 71O



28 Cap. 2. EDO de Segunda Ordem com Coeficientes Constantes

obtém-se a solucao geral

—1+4a)t (—1—i)t

z(t) = cel + coe
— €_t(C1 eit + Cge_it)
= e (ci(cost+ i sent) + cy(cost +1i sent))
= e ((e1 +co)cost +i (c; — cp)sent)
= e "(czcost + cysent)

onde c3 = ¢; + ¢ e ¢y =i (c; — ). Se considerarmos as condicoes iniciais z(0) = 2 e 2/(0) = 0,
obtém-se c3 = ¢4 = 2 e a solucao particular

x(t) = 2¢ *(cost + sent) (2.9)

Como nos casos anteriores do problema carro-mola, para se fazer uma anélise do tipo de movimento
com as condicoes iniciais dadas acima, temos que analisar o grifico da solucao 2.9. Evidentemente,
quando se tem um programa computacional algébrico como o Maple, traca-se o grafico rapidamente.
Quando nao, a melhor maneira de se fazer um esbo¢o do grafico é transformar a soma c3 cost+cysent
em cos(t — ¢), muito mais facil de se tracar um grafico sem ajuda do computador. Para isso, observe
que cos(t — ¢) = costcosp + sentsen ¢ e como os valores de c3 e ¢y podem ser em valor absoluto
maiores que 1. Portanto, para transformar a expressio czcost + cysent em cos(t — ¢) devemos
multiplica-la por ntmero, tal que seja possivel comparar as duas expressoes. Vamos chamar tal
nimero de r. Entao,

cos(t — ¢) = costcos ¢+ sentsen ¢ = rcgcost + regsent
Para se verificar tal igualdade,

cos ¢ = rcs e sen ¢ = rcy

1

&+

e assim ¢ = 7. Logo,

Assim, como cos? ¢ + sen?¢ = 1, obtém-se r =
~ o 1 - \/5
Para a solugao 2.9, r = —= = *F

z(t) = V8¢t cos(t — Z)

Portanto, o grafico de x(t) (figura 2.4) é o grafico do coseno deslocado de 7 unidades para a direita,

limitado acima pelo grafico de v/8e™* e abaixo pelo grafico de —v/8e~, pois nos pontos ¢ onde
cos(t — %) =1 e cos(t —F) = —1, os valores assumidos por z(t) sdo os das fungdes v/8e e —/8e™*,
respectivamente.

Exemplo 2.5 (Movimento oscilatorio livre) Considere o problema carro-mola com m =1, ¢ =
0 e k=1 e condigoes iniciais x(0) = 2 e 2/(0) = 2. Neste caso, tem-se a equagao diferencial

2 +x=0

cuja solugdo ¢ x(t) = 2cost + 2sent = /S cos (t — T) e cujo grdfico é mostrado na figura 2.5
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Figura 2.4: Movimento oscilatorio amortecido Figura 2.5: Movimento livre

Resumo:
Considere a equacao diferencial de segunda ordem

2" (t) + cx'(t) + kz(t) = 0 (2.10)
Sejam 7, e ry raizes da equacao caracteristica 72 + cr + k = 0. Entdo, se
(a) 1 # ro, reais, a solugao da equagao 2.10 sera:

z(t) = c1e™t + e’ (2.11)

(b) 71 =7y =7, real, a solugdo da equacao 2.10 seréa:

z(t) = (c1 + cot)e™ (2.12)

(c) r1 =a+bi ery =a— bi, complexos, a solugdo da equacdo 2.10 seré:

z(t) = e (c; cos bt + ¢ sen bt) (2.13)

A técnica utilizada para encontrar as solucoes de uma equacao diferencial ordinaria linear de
segunda ordem com coeficientes constantes pode ser aplicada para equacoes diferenciais ordinarias
com coeficientes constantes de grau mais alto, bastando para isto, encontrar as raizes do polindnio
caracteristico.

2.3 O problema carro-mola com movimento forcado

Considere o problema carro-mola com uma for¢a externa ¢(t) agindo sobre o carro. A equagdo
diferencial que modela este problema é, entao:

maz" (t) + cx'(t) + kx(t) = g(t) (2.14)

Para exemplificar, considere m = 1, ¢ =5, k = 6 e g(t) = 4t. O método de resolucao é o mesmo
do caso homogéneo. A equacao caracteristica % + 5r + 6 = 0 tem raizes 1, = —2 e ry, = —3 0 que
nos da a decomposigao

(D+2)(D+3)x =4t (2.15)
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Chamando (D + 3)x = y, a equagao 2.15 fica (D + 2)y = 4t, ou seja, temos que resolver a equagao
diferencial de 1¢ ordem 3’ + 2y = 4t. Multiplicando-se esta equacao pelo fator integrante u = e* e

integrando ambos os lados, obtém-se:
(ye*") = 4te? = ye*t = 4/t62t dt =y=(2t—1)+ce

Como 2/ 4+ 3z = y, temos que resolver outra equacao diferencial de primeira ordem ' + 3z =

(2t — 1) + c;e~?". Novamente, multiplicando-se ambos os lados desta equagio pelo fator integrante

u = 3 e integrando obtém-se a solucdo da equacao 2.14:

2 )
z(t) =t — =+ e + e
3 9
Observe que, como ¢ e ¢y 840 constantes quaisquer, se tomarmos ¢; = ¢3 = 0, z(t) = %t — g é uma

solucao particular da equacgao 2.14. Portanto, este método nos mostra que a solucao geral da equagao
diferencial 2.14 pode ser decomposta assim:

(t) = zp(t) + an(t)

onde z,(t) ¢ uma solu¢do particular de 2.14 e z(t) é a solu¢do da equagdo homogénea associada
ma” + cx’ + kx = 0.
Para encontrar as constantes c¢; e ¢y basta saber as condicoes iniciais. Vamos supor que as
condicoes iniciais dadas sao:
z(0)=1 e 2'(0)=0

2t

(
¢ 2
3

Como #'(t) = 2 — 2c1e7% — e, entdo, 2/(0) = 2 — 2¢; + 2. Assim, utilizando as condigdes
iniciais, temos que resolver o sistema
{ —g +c+ ey = 1

% — 201 - 302 =0

obtendo ¢y =4 e ¢, = —2—92. Assim, temos a solucao
2 5 22
z(t) =t —— 44 — e
®) 3 9 9

Encontrar a solugao geral da equagao
ma” (t) + cx'(t) + kx(t) =0

chamada de equagao homogénea associada a equacao 2.14 ¢ um passo muito facil, como ja vimos. O
problema, entao, se resume em determinar uma solucao particular sem que tenhamos que calcular
integrais, o que freqiientemente o fazemos com erros. A se¢do a seguir apresenta um método para
encontrar tal solu¢ao, chamado método dos coeficientes a determinar.

2.4 Meétodo dos Coeficientes a Determinar

O método a seguir é bem simples, porém se aplica somente as equagoes diferenciais de segunda ordem
com coeficientes constantes

a—s +b— 4+ cx = g(t) (2.16)

— at COS (675) _ 2 . n
onde g(t) = P,(t)e { sen (Bt) e P,(t) = ap + art + agt® + - - - + a,t™.
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O método dos coeficientes a determinar se baseia no fato de que as derivadas de somas e produtos
de constantes, polinémios, exponenciais, senos e cosenos sao ainda somas e produtos destas funcoes.

A idéia central deste método é, entdo, partir de uma conjectura, ou um “chute” bem dado, sobre a

. . . , v L

forma de x,. Baseado no tipo de fungao que é g(t) e observando que a combinagao linear ax} +bx),+cx,
tem que ser igual a g(t), parece razoavel supor, entdo, que a solu¢ao particular x, tenha a mesma
forma geral de g(t).

Daremos alguns exemplos para ilustrar o método.

Exemplo 2.6 Encontre a solucao geral da equacao
g 4+ 1’ — 2x = 4t (2.17)

A equacdo caracteristica 72 +r — 2 = 0 da equacdo diferencial 2.17 tem raizes 1, = 1 e ry = —2.
Portanto a solucdo da homogénea associada é x;, = cie’ + cye™?!. Resta-nos encontrar, agora, uma
solucao particular z,(t).

Procuramos, entdo, uma fungdo z,(t), tal que, x, + z;, — 2, seja igual a 4t%. Evidentemente,
quando fazemos tal comparagao, a tal fun¢ao z, que procuramos sé6 pode ser um polindémio de grau
2, pois ela contém o termo —2z,. Assim

2,(t) = at® + bt + ¢ = 2 (t) = 2at + b = 2 (t) = 2a
Substituindo na equacao 2.17, obtém-se
2a + 2at + b — 2(at® + bt + ¢) = 4t & 2a + b — 2c + (2a — 2b)t — 2at® = 4t
Comparando os dois polindmios da equacao a direita, acima, tem-se o sistema linear de equagoes:

20+b—2¢c = 0
20 —2b = 0
—2a = 4

cuja solucao é a = b= —2 e c = —3. Portanto,

z,(t) = —2(t* +t) — 3

Logo a solugao geral é x(t) = —2(t> +t) — 3+ cret + cpe™

Exemplo 2.7 Encontre a solucao geral da equagao
2"+ 1 = 4? (2.18)

A equacao caracteristica 72 +r = 0 da equacdo 2.18 tem rafzes 1, = 0 e ry = —1. Assim, a
solugao geral de 2.18 & x;, = ¢; + cpe™!

Agora, a solugao particular x, ¢ uma fungao, tal que, x; + 7, seja igual a 42, E claro que
x, sO6 pode ser um polindmio. Como estamos comparando o lado esquerdo da equacao com um
polinomio de grau 2, se tomarmos x, = at* + bt + ¢ o lado esquerdo serd um polinémio de grau
1, pois ele nao aparece na soma. Assim, temos que aumentar o grau de z, para 3, pois a derivada
serd de grau 2. Tomamos, entao, x, = at® + bt? + ct sem termo constante, pois o termo constante
é solucao da homogénea associada e quando substituirmos x, na equagao ele desaparecera ficando,
assim, impossivel calculé-lo.

Substituindo z, na equacao, tem-se

6at + 2b + 3at® + 20t + ¢ = 4¢?



32 Cap. 2. EDO de Segunda Ordem com Coeficientes Constantes

Comparando-se os dois polinémios acima obtém-se o sistema linear

2b4+c = 0
6a+20 = 0
3a = 4
cuja solucao é a = %, b= —4, ¢ = 8. Logo, a solucao geral sera

4
z,(t) = 8t — 4t* + gtg + e+ e
Exemplo 2.8 Encontre a solucao geral da equacao
" 2 —2x =Y (2.19)

A solugao geral da equagao homogénea associada a 2.19 foi encontrada no exemplo 2.6. Assim,
temos que encontrar uma solugao particular z, da equacao 2.19, tal que, :U;’ + (I}/p — 2z, seja igual a
e*. E razoavel conjecturar que x,, neste caso, so pode ser uma fungdo exponencial do mesmo tipo,
ou seja, x, = ae>. Substituindo na equagio 2.19

9ae’ + 3ae® — 2ae® = 3t

_ 1
encontramos a = 35. Logo,

1
x(t) = 1—Oe3t + cre! + cpe™*

Exemplo 2.9 Encontre a solugao geral da equagao

o o -2 = (2.20)

2

Supondo, como no exemplo anterior, que a solu¢ao x, = ae~ e substituindo em 2.20, obtém-se

dae ™ —2ae ™ —2qe =M = 0=

Portanto, fica impossivel determinar o valor de a. O que difere este exemplo do anterior é o expoente
da funcao exponencial. Observe que o termo e~ aparece na solucao da homogénea associada. Assim,
o chute inicial z, = ae™* “desaparecera ” ao ser substituido na equagiao. Entdo, pensemos em uma
solugdo do tipo u(t)e™?. Substituido esta solugao em 2.20, tem-se

(" — 4u' + 4u)e ™ + (v — 2u)e " — 2ue ™ = e
ou seja, obtemos uma equagao diferencial de segunda ordem
u" —3u =1 (2.21)

Logo, uma escolha bem razoavel de u para que o lado esquerdo de 2.21 seja igual a 1 é um polinémio de
grau 1 sem o termo constante, pois o termo constante nao aparece em 2.21 e portanto fica impossivel
de calcula-lo. A razao do desaparecimento do termo constante é que e~ 2! é solucao da homogénea
associada a 2.20. Assim,

Ty = ate™?

Substituindo-se em 2.20, encontramos a = —%.

O exemplo 2.9 nos mostra que se a solucao “chutada” tiver algum termo que seja solucao da
homogénea associada, temos que multiplica-la por t. Em alguns casos é necessario multiplica-la
por t2. Para uma equacido diferencial de segunda ordem este é o maior grau de t que temos que
multiplicar. (Vocé sabe porqué?)



W.Bianchini 33

Exemplo 2.10 Encontre a solu¢ao geral da equacao
2"+ — 2z = 2sent (2.22)

~ . " / _ y
Neste exemplo procuramos uma solugao particular z,, tal que, x; + xj, — 2z, = 2sent. E claro
que uma funcao deste tipo s6 pode ser uma combinagao de senos e cosenos, ou seja,

x, = asent + bcost (2.23)
Como x, = acost — bsent e x;, = —asent — bcost, substituindo em 2.22
acost —bsent —asent —bcost — 2(asent 4+ bcost) = 2sent (2.24)

obtém-se a = ——eb=—-
5 5

Exemplo 2.11 Encontre a solu¢ao geral da equacao
v" — 4z = te* (2.25)

A equacao caracteristica r2 —4 = 0 da equacdo 2.25 tem raizes 2. Logo, a solu¢do da homogénea
associada é
Ty = 0162t + 026_%
Para encontrar uma solucao particular x, de 2.25 vemos que o lado direito de 2.25 é o produto
de um polindmio com uma fun¢ao exponencial. Assim podemos conjecturar que z, = (at + b)e*.
Agora observe que o termo be? é solucido da homogénea associada, logo ele desaparece quando
substituirmos z, na 2.25. Assim, multiplicamos x, por ¢, ou seja, x, = (at* + bt)e*. Substituindo w,

1 _ 1 N .
em 2.25 obtemos a = g e b = —q;. Logo, a solugao geral de 2.25 é
z(t) = (lt2 — it)e% + e 4 e
8 16

Uma propriedade muito 1til na resolu¢ao de uma equagao quando o termo g(t) é a soma de duas
funcoes:

Propriedade: Se ax” + bz’ + cx = g1 + g2 e x,1 € uma solugao de az” +bx' +cx = ¢
Tpy € uma solucao de ax” + bx' + cx = go, entdo, a soma x, + T,2 é solucdo de
ax” 4+ bx' + cx = g1 + go.

Esta propriedade vale para a soma de um ndimero finito de fungoes e sua demonstragao é uma
conseqiiéncia imediata da regra de derivacao: “a derivada da soma é a soma das derivadas”.

Exemplo 2.12 Resolva o problema com condicoes iniciais

2" +4x = te' +t sen 2t (2.26)
1
z(0) =0, 2/(0)= :
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A equacao caracteristica 72 +4 = 0 da equacao 2.26 tem raizes =2i. Logo, a solu¢ao da homogénea
associada é x;, = c; cos 2t + ¢ sen 2t.
Pela propriedade vista acima vamos calcular separadamente as solucoes particulares das equacoes

2" +4r = te (2.27)
2" +4x = tsen2t (2.28)

Como o lado direito da equacao 2.27 é um polindémio vezes uma exponencial, podemos supor
Tp1 = (at + b)e’. Substituindo z,; em 2.27, obtém-se a = £ e b= —=.

Na equacao 2.28, o lado direito é o produto de um polinémio pela funcao sen?2t. Logo uma
solucdo particular x,0 = (at + ) sen 2t + (ct + d) cos 2t. Porém, observemos que bsen 2t e d cos 2t sao

solugoes da homogeénea associada. Entao, multiplicamos x, por t, isto é,

Tpo = (at® + bt) sen 2t + (ct® + dt) cos 2t

Substituindo x,; em 2.28 encontramos a = 0, b = %, c= —% e d = 0. Logo, a solucao geral da
equagao 2.26 é
t 2., t t?
x(t) = (5 - 2—5)6 + 16 sen 2t — g ¢os 2t + ¢ cos 2t + ¢y sen 2t
Utilizando as condicoes iniciais de 2.26, obtém-se
2
z(t) = (é — %)et + %Sen%— %005215—1— 22—50082t+ %sen%

Resumo do Método dos Coeficientes a Determinar

g(t) forma geral de x,
P,(t) t°(Ag + Art + - -+ Apt™)
P, (t)e™ t5(Ag + Art + - - + At"™)e™
P,(t)e* { Zgz iﬁﬁ?) t5e[(Ag + Ast + - - - + Apt™) cos ft+
(By + Bit + - - - + B,t™) sen (t]
onde s é o menor inteiro nao-negativo (s = 0,1,2) que assegura que
nenhum termo em z, seja solu¢ao da equacao homogénea associada.

2.5 Exercicios

1. Resolva as seguintes equacoes diferenciais

(d) ¥"+2y +3y=0 (Respostas)

2. Encontre a equacao diferencial linear homogénea de menor ordem, tal que, uma de suas solugoes
seja:
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@)
(b) 2e* — 5e~*
(¢) (4—3t)e* (Respostas)

3. Resolva as seguintes equacoes diferenciais:

y' =8y + Ty =14

(b) 2y —4y'+2y =0, y(0)=1 y(0)=0
(c) ¥y +6y +9y=t+2, y(0)=0, y'(0)=0
(d) y" =Ty + 12y = —e*

y' —dy +4dy =2¢*, y(0) =y (0) =1
y// + y/ _ 6y — erz
y" +y=cosx
y" —y =2xsenz, y(0)=0, y(0)=1
y" — 2y + 10y = e” + sen3x

1

y' =3y =z +cosx (Respostas)

4. (Problema da ressonancia) Resolva o problema carro-mola dado pela equagao abaixo com as
condicoes iniciais:

" + 16z = 2sen 4t z(0)=—=, 2'(0)=0

Descreva seu movimento.

5. Uma massa de 10 kg acha-se suspensa por uma mola distendendo-a de 0,7m além de seu
comprimento natural. Poe-se o sistema em movimento a partir da posicao de equilibrio, com
uma velocidade inicial de 1m/s orientada “para cima ”. Determine o movimento subseqiiente
se a a resisténcia do ar é proporcional a velocidade com constante de proporcionalidade 90.
(Resposta)

6. Resolva o problema anterior considerando a aplicagao ao sistema massa-mola de uma forca
externa f(t) = 50sent. (Resposta)

7. Um corpo de 1kg estica de 0,2m uma mola. O corpo é impulsionado a partir do equilibrio
com uma velocidade para baixo de 14m/s e nao ha resisténcia do ar. Uma for¢a externa de

28 cos Tt 4+ b6sen7t Newtons age sobre o corpo. Determine a sua posicao em cada instante ¢
(9 =9,8m/s?). (Resposta)

8. Em uma mesa horizontal estd uma massa de 2 K g presa a uma mola com constante de elastici-
dade k = 10 N/m em um meio viscoso com constante de resisténcia proporcional a velocidade,
de 8 N/(m/s). Além disto, ha uma forga externa igual a 2sen2t + 16 cos2t agindo sobre o
sistema. A mola parte a 1 m da posicao de equilibrio com uma velocidade inicial de 2m/s.

(a) Dé a posicao z(t) da massa, justificando. (Resposta)
(b) Escreva z(t) = z,(t) + z,(t), e determine o lim; o |2(t) — z,(2)].
(c) Desenhe o grafico de z(t) — x,(t).
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9. Considere a equacao diferencial de segunda ordem
z" + 25z = 20sen5t z(0) =1, 2/(0)=0

(a) Encontre a solugao geral da equagao homogénea associada.
(b) Encontre a soluc¢do da equagao (nao homogénea) que satisfaz as condigoes iniciais dadas.

(¢) Encontre a amplitude e o periodo do movimento. (Resposta)

10. Em uma mesa horizontal est4 um corpo de massa 1 K¢ preso a uma mola com constante de
elasticidade £ = 9 N/m, em um meio viscoso que exerce sobre a massa uma for¢a de resisténcia
proporcional ao médulo da velocidade e direcao contraria & da velocidade. A constante de
proporcionalidade é ¢ = 6 mi/s Sobre a massa também age uma forga externa F(t) = 6te™>,

onde t é o tempo. Em ¢ = 0, o corpo se encontra na origem e sua velocidade é 1m/s.

(a) Determine a posigdo z(t) do corpo,
(b) Determine o limy_,, x(t), justificando. (Resposta)
11. Uma corda flexivel homogénea é pendurada numa roldana ficando 8 metros de um lado e 12

metros do outro. Qual a velocidade da queda da corda em cada instante? (considere g = 10)
(Resposta)



Capitulo 3

Parametrizacao de Curvas

3.1 Curvas no Plano

3.1.1 Introducao

Descrever a trajetoria de um objeto langado ou arremessado ao espaco é um problema que apareceu
corriqueiramente em muitos contextos da trajetéria de nossa civilizacao, desde o arremesso de uma
simples pedra ao lancamento de foguetes passando pelo lancamento de dardos, discos, pesos, ... nas
olimpiadas a lancamento de bolas de fogo por catapultas e bolas de ferro por canhoneiras s6 para
lembrar alguns.

Vamos nos concentrar, aqui, no arremesso de uma bola de basquete. Veja a trajetoria que uma
bola descreve desde o seu arremesso até a cesta na figura 3.1.

//_\&

6 8 10 12 14

Figura 3.1: Trajetoria de uma bola de basquete

A pergunta natural que segue é:

- Qual a equagao que descreve a trajetoria da bola?

Pelo pouco que sabemos de basquete, intuimos, pelo menos, que a trajetoéria da bola descreve
uma curva plana e depende de sua altura e sua velocidade no momento do arremesso e do angulo do
lancamento. Sabemos que a trajetoria da bola é a composicao de duas translacoes: uma na diregao
vertical e outra na horizontal. Por outro lado o movimento acima é regido pela segunda Lei de
Newton, afirma que:

- a resultante das forcas que atuam em cada direcao € igual a massa da bola vezes a sua aceleracao.

Para descrever a trajetoria da bola, especificando a sua posicao em cada instante de tempo ¢,
necessitamos estabelecer um sistema de coordenadas. A expressao matemética da trajetoria esta
intimamente relacionada a escolha desse sistema. Uma “boa"escolha nos fornecera uma expressao
mais simples.

37
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Nesse caso vamos estabelecer um sistema de coordenadas conforme mostra a figura 3.1.

Apo6s o arremesso da bola, as unica forcas atuantes sobre a bola sao a resisténcia do ar e a
gravidade. Iremos simplificar nosso problema desprezando a resisténcia do ar. Assim, a unica forca
que resta sobre a bola é a da gravidade, ou seja, seu peso atuando na dire¢do vertical (figura 3.2.
Como nao ha forcas atuando na horizontal, pela 2% Lei de Newton temos que a aceleracdao nessa

10

P=(0,-mg) =

6 8 10 12 14

Figura 3.2: Forcas atuantes na bola

direcao é nula, isto é,
d?*z
a2
onde v, é a componente constante da velocidade na direcao horizontal e x( é o deslocamento horizontal
inicial da bola .
Na direcao vertical, devido a acao da gravidade, existe a forca peso. Aplicando-se a 2% Lei de
Newton nessa direcao e supondo a bola de massa m = 1, obtemos uma equagao diferencial de segunda
ordem facil de ser resolvida

=0=x=2)+ v, 1

de th

2
onde v, é a componente da velocidade inicial na direcao vertical e y, € o deslocamento vertical inicial
da bola. As equacoes obtidas acima

a

T = To+ vzt
2
gt
Y = 1Yo + Uyt — 7
sao ditas equagdes paramétricas da trajetoria, porque fornecem a posigao (x,y) da bola como
funcoes de um parametro ¢ que, nesse exemplo, representa o tempo transcorrido a partir do momento
do arremesso.
De um modo geral, se um corpo se desloca no plano sobre uma curva -, a sua posicao P = (x,y)
pode ser determinada em cada instante ¢ por duas funcoes do tempo

r=u) e y=y()

Tais funcgoes sao chamadas de equacoes paramétricas da curva v e t é chamado de parametro e a
curva assim descrita é chamada de curva parametrizada. Se olharmos a curva apenas como um
ente geométrico, o parametro ¢t nao representa necessariamente o tempo, como veremos em exemplos
posteriores.
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No exemplo do arremesso da bola de basquete a curva descrita pela bola é uma parabola, ou seja,
¢ o grafico de uma fun¢do y = f(x) = ax?® + bxr + c. Se ndo pensamos em movimento, mas apenas
na curva descrita como um ente geométrico, podemos determinar cada ponto (x,y) da curva com a
parametrizacao natural

r=t e y=at’+bt+c

Portanto, nos casos em que a curva é o grafico de uma fun¢ao de uma variavel y = f(z), uma
parametrizacao natural da curva é:

r=t e y=f(t)

Agora, nem sempre a curva é o grafico de uma funcao. Veja, por exemplo, a figura 3.3

Figura 3.3

A parametrizagao de curvas e o movimento de objetos no plano é visto com mais detalhes na
secao 3.3 através de funcoes vetoriais. Antes disso, veremos um resumo sobre vetores no plano.

3.2 Vetores no plano (resumo)

Algumas grandezas fisicas, tais como, o tempo, temperatura, massa, area, comprimento e volume
podem ser descritas por apenas um nimero com a unidade de medida apropriada. Tais grandezas
sao chamadas de grandezas escalares e os niimeros reais associados a elas sao chamados de escalares.

Para descrever outras grandezas tais como forca, velocidade e deslocamento de um corpo sao
necessarios conhecer a intensidade, a direcao e o sentido. Para descrevermos uma forca precisamos
saber a direcao e o sentido nos quais ela atua, bem como seu tamanho. Para descrevermos o desloca-
mento de um corpo precisamos dizer em qual direcao e sentido ele se moveu, bem como a distancia
percorrida. Para descrevermos a velocidade do vento, por exemplo, precisamos saber sua direcao,
sentido e sua intensidade.

Grandezas como estas sao ditas grandezas vetoriais e representadas por vetores. Geometricamente
(veja a figura 3.4, se representa um vetor como um segmento de reta orientado AB com ponto inicial
A e ponto final B. A seta aponta a direcao e o sentido da acao e seu comprimento, dado pela
distancia entre A e B, fornece a magnitude da acao. Por exemplo, um vetor forca aponta na direcao
e no sentido nos quais ela é aplicada e seu comprimento é a medida de sua intensidade.

Dizemos que dois vetores sao equivalentes se eles tem a mesma direcao, o mesmo sentido e o

mesmo comprimento. Por exemplo, na figura 3.5, os vetores Ag, O?’ e El_j sao equivalentes. O
vetor DC' tem o mesmo comprimento e direcao que os anteriores mas de sentido contrario e o vetor

C?)I tem a mesma direcao e sentido que o vetores AB, OP e ﬁ mas tem comprimento diferente.
Para qualquer segmento orientado no plano sempre existe um equivalente a ele que tem ponto inicial
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na origem. Assim uma classe de vetores equivalentes sempre tem um com ponto inicial na origem.
Como se vé na figura 3.5 o vetor OP com ponto inicial na origem é equivalente aos vetores AB e

6]
B

5. B Ponto final

5

F
4 44
—> D
vetor AB

5 P

N

A
2 A ) H
Ponto inicial :
E

l_

1
0 ¢ ¢

0 1 2 3 % 5 . 9 : . . . .
0 1 2 3
Figura 3.4 Figura 3.5

Agsim, passaremos a considerar apenas os vetores com ponto inicial na origem, os quais chama-
remos de vetores no plano. Logo, os vetores no plano sao determinados pelo seu ponto final pois seu
ponto inicial é sempre a origem. Isto nos permite estabelecer uma correspondéncia entre os pontos
do plano com os vetores no plano. Assim, a cada ponto P = (a,b) do plano associamos um tnico
vetor v = O? e vice-versa. Com isso, passaremos a denotar um vetor v = OP simplesmente pelas

coordenadas do ponto P, isto é,
v =(a,b)

Os niimeros a e b sao chamados de componentes do vetor v.

De um modo geral, os vetores sao denotados com letras mintisculas, por exemplo, u, v e w,
enquanto que os pontos por letras maiusculas P, Q, R, etc... A origem do plano associamos um
vetor chamado vetor nulo, 0 = (0,0). Se v = (a,b) o vetor —v = (—a, —b) é chamado de vetor
oposto a v. Isto é, —v é um vetor de mesmo comprimento e mesma direcao de v mas com sentido
contrario.

Denotaremos o comprimento de v = (a,b) por |v] = Va? + b%, que é a distancia da origem ao
ponto P.

3.2.1 Operacao com vetores no plano
- Multiplicagao por escalar@)
Dados um vetor u = (uj,us) e um namero k € R, a
multiplicacao de k por u é definido por:

ku = (kul, k’l@) 2 — - - - - - - - -

Observe que se k > 0, o vetor ku tem o mesmo sentido que P I
u e se k < 0 tem sentido oposto. O comprimento de ku é U U

|
|
|
|
|
oy J
3 4

Nt —-———

T
0 1 u

Figura 3.6: Multiplicacao por escalar
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|k| vezes o comprimento de u (veja figura 3.6 ):

[kul = /(ku1)? + (kuz)? = [k[y/uf +u3 = [k - |ul

- Adigaol)
Se u = (uy,us) e v = (v1,v2), entdo a soma u + v é o vetor:

u+v = (ug + vy, us + vg)

Geometricamente, ele é vetor da diagonal do paralelogramo de lados u, ¢/, v e v’ como mostra a figura
3.7. Observe que os vetores u' e v’ sao as translagoes dos vetores u e v, respectivamente. Observe

ainda que:
U+ v = (U1 + v, U2 + v2) = (1 +v1,0) + (0, ug + v2)

- Subtragz’io'/"e)
Se u = (u1,us) e v = (v1,v2) a diferenca u — v ¢ definida como:
u—v=u+(—v) = (ug — vy, us — V)

Geometricamente, a diferenca u — v é mostrada na figura 3.8.

2]
2_
u+v=(u v1, U + v
| + (g + v1, Uz + v2) Uev
3 ________
1{_ \ | v
u 1
U + V2 |
2 —— | 2 /
L2 /
| v 2 :
Vv | | -1 0 1 2 / 3
1 - /
-V
[ L u+(-v)
i u Ill_> _ - -
A -
1 4 5 -
1 uy + vy - ]

Figura 3.7: Adigao de vetores Figura 3.8: Subtragdo de Vetores

- Produto Escalarﬁ)
Se u = (u1,us) e v = (v1,v2) 0 produto escalar entre u e v é definida como:

UV = ULV + UsV2

- Propriedades de Operacao com vetores no plano
Sejam u, v e w vetores e h e k escalares.

lLu+v=v+u 8. (h+k)u = hu+ ku

2. (u+v)+w=u+ (v+w) 9 w-v=10-u

3. u+0=0 10. u-(v+w)=u-v+u-w
4 ut(—u)=0 11. k(u-v) = (ku) - v =u- (kv)
5. 0u=20 12. v-v = |v|?

6. h(ku) = (hk)u 13.0-0v=0

7. k(u+v)=ku+ kv
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As demonstracoes destas propriedades sao imediatas a partir das definicoes.

- Vetores Unitarios

Um problema comum em aplicacoes é encontrar um vetor unitario u que tem a mesma direcao

de um vetor dado v. Tal vetor u pode ser obtido como

1 v
U=-—0v=
I
que é um vetor na dire¢ao de v multiplicado por um escalar k = ol Assim,
1
ul = [kv| = [kl [v] = —Jv| =1
|v]

Observacao: Qualquer vetor u = (a, b) pode ser escrito como uma
combinacgao linear dos vetores unitéarios i = (1,0) e j = (0,1)

u=(a,b) = (a,0)+ (0,b) = a(1,0) + b(0,1) = ai + by

O escalar a é chamada de componente horizontal de u e o escalar
b de componente vertical de u. O conjunto de vetores {i,j} é
chamado de base para o espaco R?.

- Angulo entre Vetores

Dados os vetores nao nulos u e v, definimos o angulo entre u

Y

T ai

Figura 3.9: v é uma combinacao
linear de i e j

e v como sendo o angulo « formado por u e v satisfazendo 0 < o < 7.

»

N
v, O L

Figura 3.10: Angulo entre u e v

W

O proximo teorema nos d& uma outra formula para o produto
escalar entre dois vetores.

Teorema 3.1 Se u e v sao dois vetores nao nulos e se o € o
angulo entre eles, entao

u-v = |u| Jv| cosa | (3.1)

Dem.: Suponha que os vetores u, v e v — u estao como na figura
3.11. Entao, pela lei dos cosenos

lv —ul? = Jul* + |v|* = 2Ju| |v| cos a (3.2)

Figura 3.11
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Utilizando as propriedades de produto interno, podemos reescrever o lado esquerdo da equagao 3.1
como

v —ul=(v—u)-(v—u)

=w—u)-v—(v—u)u

=V-V—U-V—V-UTU-U

= [v)* = 2u- v+ |ul?
Substituindo em 3.2, tem-se

> = 2u - v+ Ju* = |ul® + [v]* — 2|u||v| cos a

que simplificando nos da:

u-v = |u||v|]cosa (3.3)

|

Observe que a formula 3.1 nos mostra, também, como calcular o angulo « entre dois vetores, pois,

u-v
_ 3.4
COS (v o (3.4)

PIENTY

De um modo geral, os termos “perpendicular”, “ortogonal” e “normal” sao usados para dizer que
dois objetos geométricos se interceptam em dangulos retos. Mais comumente dizemos que dois vetores
sao ortogonais, duas retas sao perpendiculares e que um vetor é normal a um plano. A equacdo 3.1
nos diz que dois vetores sao ortogonais quando seu produto escalar for igual a zero. Também dizemos
que o vetor nulo, 0, € ortogonal a qualquer vetor, muito embora o dngulo entre o vetor nulo e um
vetor qualquer ndao esteja bem definido geometricamente. Esta convencdo nos permite escrever que u
e v sao ortogonais quando u - v = 0, quaitquer que sejam os vetores u e v.

3.3 Funcoes vetoriais

Considere um intervalo I C R.

Definigao 3.1 A funcdo r que a cada t € I associa o vetor x(t) = (x(t),y(t)) € R?* é chamada de
funcao vetorial.

r:telCcR—(x(t),yt) €R?

Observe que para cada valor de ¢ obtemos um ponto P = (x(r),y(t)) de uma curva 7. Assim, a
curva vy é a imagem da funcao vetorial r(t) e se diz que ela é uma parametrizacao da curva . Assim,
se um objeto se desloca no plano descrendo uma curva =, sua posicao em cada instante de tempo ¢ é
dada por r(t). Neste caso r(t) é chamada de funcdo posigao do objeto ou, simplesmente, de funcao
posicao.

) . ? i)
O vetor r(t) é representado geometricamente na figura 3.12 pelo vetor OP
As equacoes
r=a(t), ¢ y=yl) (3.5)
sao chamadas de equagoes paramétricas da curva e a variavel t é chamada de parametro.

A equacao cartesiana da curva 7, quando existir, pode ser determinada eliminando-se o parametro
t desse par de equagoes.
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30

20+

104

Figura 3.12: Funcao vetorial

Em nosso problema do arremesso de bola, considerando xy = 0, da primeira equacao obtém-se

x
t = —. Substituindo-se esse valor de ¢ na segunda equagao:
Uy

_ Uy g 2

que é a equacao cartesiana da trajetoria da bola.

Podemos entender a equacao cartesiana acima como uma descrigao estatica da trajetoéria, en-
quanto que o par de equagoes paramétricas fornece uma representacao dinamica do movimento
(lembre-se que estas equagoes sao dadas como fungiao do tempo).

Exemplo 3.1 Descreva a curva dada pelas equacoes parameétricas:

r=3cost e y=2sent, 0<t< 27
~ (D
Solucgao: "/ Se fizermos

z Y
— =cost e = = sent
3 2

ORIORY

e, portanto, as equacoes paramétricas acima representam uma elipse. Quando ¢ varia de 0 a 27, o
ponto P = (3cost,2sent) sai de (3,0) e da uma volta completa na elipse. Se tivéssemos as equagoes
paramétricas

teremos

r=3cost e =2sent, 0<t<3m

o ponto P = (3cost,2sent) comegaria em (3,0) e daria uma volta e meia na elipse, terminando em
(—3,0). Veja a figura 3.13.

Exemplo 3.2 Descreva a curva v dada pelas equacoes paramétricas:

r=3+t" e y=1+2t", teR
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Solugao: Temos que
tP=r—-3=>y=1+2(x—3)?°

ou seja a curva -y é uma parabola voltada para cima com vértice no ponto A = (3,1). Agora, como
x = 3+ t2, temos que x > 3 para todo t. Entdo, na verdade, a curva « é apenas o ramo direito da
parédbola como mostra a figura 3.14.

\
\
4- \
\
\ Y
\
3 A 2 \\
\
A=(31)
0
0 2 4
Figura 3.13 Figura 3.14

Nota: Esbocar o grafico de uma curva nem sempre é uma tarefa facil. Mesmo quando consegui-
mos encontrar sua equagao cartesiana, se ela existir. Na maioria dos casos temos que apelar para
um computador e um programa grafico. Existem muitos programas que tracam graficos de curvas
parametrizadas. Para citar alguns: Maple, Mateméatica, Winplot e Geogebra. As figuras 3.15 e 3.16
mostram as curvas chamadas epitrocéide e bowditch, respectivamente mostram a curvas produzidas
pelo programa Geogebra

-10 1

Figura 3.15: z(t) = 8cos(5t) — 7 cost Figura 3.16: z(t) = 8sen (2¢)
y(t) = 8sen (1t) — Tsent y(t) = Tsent

Exemplo 3.3 Qual a posicao de uma particula em cada instante que se desloca no plano:

1. sobre uma reta s que passa pelo ponto Py = (xq,yo) com dire¢iao do vetor v = (a,b) ?@_)

2. sobre uma circunferéncia centrada na origem de raio a com velocidade angular de 1 radiano

por sequndo? 2 radianos por sequndo QKU
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tv

s(t) A S

Figura 3.17: Deslocamento sobre uma reta  Figura 3.18: Deslocamento sobre uma circunféncia

Solucgao:

1. Observe na figura (3.17) que se a particula estiver em um ponto qualquer P = (x,y) da reta, o

oy
vetor O? = OP, + ¢, onde ¢ é um namero real. Portanto, (x,y) = (x0,y0) + t(a,b), ou seja,
todo ponto (z,y) da reta é imagem da fungao vetorial s(t) = (o + at, yo + bt). Assim,

¢ 1T = xo + at
ly = y+bt

sdo as equagbes paramétricas da reta s. Observe que se pode substituir o ponto (zg,yy) por
qualquer outro ponto da reta no par de equagoes acima, assim como podemos tomar qualquer
outro vetor com mesma direcao do vetor (a,b). Assim, uma reta possui infinitas parametriza-
¢oes, o que condiz com o fato da particula se deslocar em linha reta com diferentes velocidades.
Esta relacao serd mostrada logo mais.

2. Observe na figura (3.18) que um ponto qualquer sobre a circunferéncia de raio a apos girar de um
angulo 0 tem coordenadas (a cos @, asen@). Portanto as equacoes paramétricas da circunferéncia
em funcao do angulo 6 sao:

x = acosf
y = asenf
: . d .
Se o objeto se desloca com velocidade angular — = 1rd/s, tem-se 0(t) = t. Logo, as equagoes

paramétricas da circunferéncia em funcao do parametro tempo ¢ sao:

r = acost
Yy = asent

do
Se o objeto se desloca com velocidade angular = 2rd/s, tem-se 0(t) = 2t. Neste caso, as
equacoes paramétricas da circunferéncia sao:

r = acos2t
Yy = asen2t

Exemplo 3.4 Considere uma circunferéncia de raio a com um ponto P, fizo. Quando rolamos a
circunferéncia sobre uma reta (eixo ), o ponto P traca uma curva chamada de cicléide (figura 3.20).
Encontre as equagoes paramétricas da cicldide se a circunferéncia desliza ao longo do eizo x e posicao
wmictal do ponto P € a origem.
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L . Figura 3.20: Cicloide

0 ag1 2 3 1

ole

Figura 3.19

Solugao: Escolhemos como parametro o angulo € que a circunferéncia girou (0 = 0 quando P

estd na origem). O vetor 0P = OC + CP. Observe na figura (3.19) que, quando a circunferéncia
girou de um angulo 6, o comprimento do segmento OT sera

|OT| = arcoPT = af

Assim, os vetores O(i e C?’ serao

oC = ()7+ﬁ (a0,0) + (0,a) = (ab,a)

CP - (—asenf, —acosf)

Portanto,
OP = a(f — senf,1 — cos0)

ou seja, as equacgoes paramétricas da cicloide sao

{m(@) = a(f — sen?)
y(0) = a(l—cosh)

Assim, temos a funcao vetorial r(0) = (z(0),y(0)) = (a(0 — sen),a(1 — cosb)), 6 € R.
Note que o parametro é o angulo #. Se supusermos que a circunferéncia desliza com uma ve-
locidade angular, por exemplo, de 37 radianos por segundo, entao, § = 37t e teremos a funcgao

vetorial
r(t) = (x(t),y(t)) = (a(37t — sen3nt),a(l — cos3nt)), tE€R

ou seja, uma outra parametrizacao para a cicloide onde o parametro é o tempo t.

Os exemplos que vimos nos mostram que quando objetos descrevem movimentos no plano, os
caminhos tracados por estes objetos sao curvas que podem ser parametrizadas de infinitas maneiras.
Tais parametrizacoes podem depender do movimento dos objetos, isto é, velocidade e aceleragao.
Para entender melhor tais movimentos, vamos estudar com mais detalhes as fungoes vetoriais.

3.3.1 Limite e Continuidade de Funcoes Vetoriais

J4 vimos que uma funcdo vetorial é uma funcio definida em um intervalo I C R, com valores em R?,
isto é,
r(t) = (x(t),y(t),  tel,

onde x = z(t) e y = y(t), sao fungdes reais definidas em I.
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Definigao 3.2 Seja r(t) = (z(t),y(t)). Se

lim z(t) = L, e lim y(t) = Lo,

t—to t—to
entao,

lim r(t) = (lim 2(t), lim y(t)) = (L1, L)

t—to t—to t—to

t
Exemplo 3.5 Seja r(t) ( setn ,tz). Calcule limy_,o r(t).

Pela definicao acima,

t t
limr(t) = lim(sen ,t2) - (lim en ,limt2> = (1,0)
t t—0

t—0 t—0 t—0

Veja o grafico da curva parametrizada por r(¢) na figura 3.21

4

100
80
60 4
404

204

v

-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 3.21: r(t) = (%24, ¢%)

Definimos continuidade de fun¢oes vetoriais do mesmo modo que definimos continuidade de fun-
coes reais.

Defini¢ao 3.3 Uma funcdo vetorial r(t) é continua em um ponto ty do seu dominio se

lim r(t) = r(to)
tto
Como o limite de uma fungao vetorial r(t) = (z(t),y(t)) ¢ definido pelos limites das componentes
x(t) e y(t), a continuidade de r(¢) vai depender da continuidade das componentes z(t) e y(t).
A funcdo do exemplo (3.5) ndo é uma fun¢do continua em ¢ = 0, pois nao esta definida em ¢ = 0,
porém, a funcao r(t) = (z(t),y(t)), onde

sent
t#£0
1, t=20

e y(t) = t* é uma fungao continua em ¢ = 0 e, portanto, continua em toda a reta real.
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3.3.2 Derivadas de Funcoes Vetoriais

Definimos derivada de func¢oes vetoriais do mesmo modo como definimos para funcgoes reais:

dr . r(t+At) —r(t)
/ = — =
) =g = A, At
Como r(t) = (x(t),y(t)), verifica-se facilmente utilizando-se as defini¢oes que a derivada de uma
funcao vetorial é a derivada das componentes z(t) e y(t), i.e.,

r(t+ At) — r(t)

() = Jim, At
- Im é [(x(t + AL), y(t + Ab) — (x(t), y(1))]
_ <hm x(t+ A —alt) | y(t+At)—y(t)>
A0 At " At—0 At

= (@(1),y'(1))
Exemplo 3.6 Calcule a derivada de r(t) = (24 3t*,1 + sen 2t%)

Solugao: r'(t) = ((2 + 3t?)’, (1 + sen 2t3)') = (6t, 6t* cos 2t3)

3.3.3 Interpretacao da Derivada

A interpretacao geométrica da derivada de uma funcao vetorial é mostrada nas figuras 3.22 e 3.23.

Na figura 3.22 vemos que o vetor F@ =r(t+ At) — r(t). O vetor PS = w7 para At > 0.

Na figura 3.23 vemos que a medida que At +— 0, o vetor ﬁ tende a um vetor tangente a curva que

¢ dado por /() como é visto na figura 3.24. (L)

304

./
P r(1+ At) -] 304 0 5

A e 1+ At} —r(1)
Th+AL)-1(t) P o= "
20| S Q
\ A 20
L \\

t — \
rt) \\ 1 ) r{t+Af) A\

A1) \ | \

Figura 3.22 Figura 3.23

Fisicamente, se um objeto descreve uma curva no plano e sua posicao em cada instante ¢ ¢ dada
por r(t) = (x(t),y(t)), a derivada da fungio vetorial r(¢) é vista como sendo a velocidade deste
objeto, pois a velocidade ¢ a taxa de variacao da posicao em relacao ao tempo, i.é,

- r(t+ At) — r(t)
A0 At
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1 r(t)
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Figura 3.24: Vetor tangente

Assim, a velocidade é um vetor tangente ao deslocamento do objeto, como mostram as figuras 3.22,

3.23 e 3.24, e aponta sempre na direcao tangente ao deslocamento da particula para t crescente. Sua

/I._

aceleragao é definida como sendo a(t) = v'(t) = r"(t). L

Exemplo 3.7 Vimos no exemplo 3.3 que as equacoes paramétricas de uma reta que passa pelo ponto
Py = (z0,y0) com vetor diregao v = (a,b) sao dadas por

v=u(t) e y=y()
Assim, se um objeto se desloca sobre a reta e sua posicGo em cada instante € dada por r(t) =
x(t),y(t)), sua velocidade, entao, € r'(t) = v(t) = (a,b), ou seja, sua velocidade é um vetor que dd
a direcao da reta e € sempre constante. Neste caso, como a particula descreve uma reta, seu vetor
velocidade € um vetor paralelo a um vetor que dd direcao da reta.qj’
No caso em que o movimento de um objeto descreve uma circunferéncia de raio a e sua velocidade
angular € de 1rd/s, sua posi¢ao em cada instante é dada por r(t) = (acost,asent) e sua velocidade

v(t) = r'(t) = (—asent,acost). Portanto, sua velocidade, neste caso, € um vetor perpendicular ao
vetor posi¢ao, ou seja, tangente & sua trajetdria que € a circunferéncia. Sua aceleragao a(t) = v'(t) =

, , L ) D
(—asent,—acost) é um velor que aponta para o centro da circunferéncia, sua for¢a centripeta. %/

2 2
x
Exemplo 3.8 Determinar as equagoes paramétricas da reta tangente a elipse 9 + vo_ 1 no ponto

4
T = (32,V2).
Solucdo: Parametrizando a elipse, r(t) = (z(t), y(t)), temos que:
r=ux(t)=3cos(t) e y=uy(t)=2sin(t) para 0<t <27
Para determinar o valor de ¢ para o ponto 7', basta igualar as coordenadas:

3v2

5 —=3cos(t) e +/2=2sin(t)

T T
de onde se conclui que t = T Derivando as equagoes paramétricas da elipse e calculando em ¢ = T

—34/(2
obtemos o vetor tangente v = (#, \/(2)> . Assim, as equacdes paramétricas da reta tangente

a elipse que passa por T sao:
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@—Mt
2

) = 3
R B =

3.3.4 Integrais de Funcoes Vetoriais

A integral definida de uma funcao vetorial r(t) = (z(t),y(t)), a < t < b é definida da mesma maneira
como foi definida para uma funcao real:

b n
/a r(t)dt = nh_}rgo er(ci)At

para qualquer que seja a particaoa =tg < t; < ... t;_1 <t; <---<t, =beconstantest;_; < ¢; <t,.
Naturalmente, pela definicdo de limite, vé-se facilmente que para integrar r(t) basta integrar suas

componentes, i.e.: /abr(t) o (/ab(ar(t) . /aby(t) dt)

Podemos, também, estender o Teorema Fundamental do Calculo de funcgoes reais para funcoes ve-
toriais, ou seja, se r é uma funcdo continua em [a,b] e R é uma primitiva de r, i.e.,R'(t) = r(t)
entao:

¢ b
R(t) = / r(s) ds é continua e / r(t)dt = R(b) — R(a)
A integral indefinida

/r(t) dt = R(t) + C

é o conjunto de todas as primitivas de r. Neste caso, C' é um vetor constante de integracao.

Exemplo 3.9 Seja r(t) = (6 cos(2t),6sin(2t)). Entdo,

/ r(t) dt — ( / 6 cos(2t) dt, / 6 5in(2¢) dt) — (3sin(2t), —3 cos(21)) + C

e

/ﬂ/4 r(t) dt = (3sin(2t), —3 cos(2t))|g/4 =(3 sin(\/ﬁ), -3 cos(\/ﬁ))—(O, -3) = 3(sin(\/§), —1—cos(\/§))
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3.4 Comprimento de arco
©

Dada a curva C' parametrizada por r(t) = (x(¢), y(t)) com ¢ variando no intervalo [a, b], como
calcular seu comprimento? Observe que este problema é o mesmo que apareceu em Calculo I, quando
a curva C era grafico de funcao. A idéia de calcular o comprimento de C' é a mesma usada em Calculo
I, ou seja, dividimos o arco C' em n pontos e ligamos estes n pontos por uma poligonal. O comprimento
de C vai ser aproximadamente o comprimento desta poligonal. A medida que n aumenta a poligonal
se aproxima de (', melhorando o valor da aproximacao. Veja as figuras 3.25, 3.26 e 3.27:

42.30865034 48.64812381 48.63951359

25 25 25

r T T T T 1 r T T T T 1 r T T T T 1
-1 1 2 3 4 \é -1 1 2 3 4 \5 -1 1 2 3 4 \5

Figura 3.25: Aproximando Figura 3.26: Aproximando Figura 3.27: Aproximando
por poligonal de 3 lados por poligonal de 6 lados por poligonal de 10 lados

Como no caso de fungdo continua de uma variavel y = f(x) em que o comprimento L de um arco
do grafico de f para a < x < b é dado pela formula:

b
L:/ Vit (F@))de (3.6)

No caso de fungdes vetoriais, se * = z(t) e y = y(t) tem derivadas continuas, utilizando-se o
teorema do valor médio chega-se facilmente a seguinte formula para o comprimento de arco da curva
r(t) = (x(t),y(t), a <t <0

b
L= [ VEOR 0P (37)
Verifica-se facilmente que a formula 3.7 é uma extensao da férmula 3.6.

Exemplo 3.10 Calcule o comprimento da circunferéncia r(t) = (cos(t), sen(t)), 0 <t < 27,

Solucao:

L= /o ' v/ (=sen ()2 + (cos(t))2dt = /o ' dt =27

Obs. No caso em que um objeto se movimenta com vetor posicao r(t) = (x(t),y(t)), a <t < b,
e vetor velocidade v(t) = 77(t), a distancia percorrida por este objeto desde t = a até um instante
qualquer t é:

)= [ VT o= [ o)

De modo que, pelo Teorema Fundamental do Calculo, a taxa de variacao da distancia percorrida em
relacao ao tempo, chamada velocidade escalar é o moédulo de sua velocidade vetorial.

L _ ST GOP = o)
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3.5 Exercicios

1. Trace as seguintes curvas e determine as equacgoes paramétricas de suas retas tangentes nos
pontos Fy, determinados por t.

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)

t

<

(t7t2) t€(0,+oo),t0:2
(—2+ 12,3+ 412), t € [1,5]; to = 2.
(4sent,3cost), 0 <t <mt=73

r(t
t

(
(
(
(t
(
(

<

(3¢, 4e?!), t € (—o0, +00); tg = 0.

<

r(t

tQ,sen< )) tel0,2n);tg=m

t

r

)
)
)
)
)
)

(4+ cost,3+ sent), t € [0,7]; ty = (Respostas)

™
Z.
Parametrize a trajetéria de uma particula que se move em linha reta partindo do ponto
(0,1) com velocidade constante dada pelo vetor (1,1).

Qual a trajetoria da particula se, agora, a sua velocidade é dada pelo vetor (2,2).

As duas equagoes encontradas acima, representam o mesmo movimento? A funcgao y =
f(x) que representa a equagao cartesiana da trajetoria da particula é igual nos dois casos
acima? (Respostas)

Encontre uma representacdo paramétrica para o circulo 22 +y? — 22 — 2y — 4 = 0.

Encontre uma representagao paramétrica para a trajetoria de uma particula que se move
a partir do ponto (R, 0), sobre um circulo de raio R e centro (0,0), com velocidade angular
constante igual a w rd/s. (Respostas)

Encontre uma representacao paramétrica para a elipse % -+ y =1

Encontre uma representacio paramétrica para a elipse 42° +9vy*> —8x — 36y +4 = 0.
(Respostas)

5. Uma haste, presa na origem do plano zy, ocupa a posicao da reta y = tx.

A haste intercepta a reta x = 6 no ponto S e a parabola

—62+24 no ponto @ (veja figura ao lado). Quando

t varia, o vértice P do triangulo QPS, de hipotenusa W
QS, descreve uma curva «(t). ) o p
3 : e
~ L. ¥ ) , - —8
(a) Encontre as equagdes paramétricas da curva a. 2 N
QY
1 - Y
(b) Esboce o grafico de . -

(c¢) Determine sua equagao cartesiana. -1

(Respostas)

6. Uma haste, presa na origem do plano xy, ocupa a posicao da reta y = tx. A haste intercepta
a reta z = 8 no ponto S e a circunferéncia 2 + y*> = 4 no ponto Q (veja figura). Quando ¢
varia, o vértice P do triangulo QPS descreve uma curva o(t).
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(a) Determine as equagoes paramétricas de a.

(b) Esboce o grafico de a.

(c) Determine sua equagao cartesiana. (Respos- K °

tas) J

7. Dois carros se movem segundo os seguintes vetores posi¢ao:

2

a) Os carros se chocarao? Justifique sua resposta!

(a)
(b)
(c)

)

(d) Qual a velocidade do primeiro carro no instante ¢t = 27 (Respostas)

Essboce as estradas sobre as quais eles se movem.

As estradas se cruzam? Em quais pontos?

8. Uma particula partindo do ponto A = (1,0), se move com vetor posicdo o(t) = (x(t),y(t)).
Sabe-se que o vetor velocidade ¢ dado por v(t) = (y(t) + €', x(t) + e *). Determine o vetor
posicao o(t). (Resposta)

9. Uma particula se desloca no plano sobre uma curva, que é grafico de uma funcao, saindo do
ponto P = (1,2). Sabendo-se que o coeficiente angular da tangente & curva em cada ponto é
igual ao inverso da abscissa do ponto:

(a) Encontre a equagio cartesiana da curva.

(b) Supondo que a proje¢ao da particula sobre o eixo y se desloca com velocidade constante de
5m/s na direcao positiva deste eixo, determine a posicdo da particula em cada instante.
(Respostas)

10. Desenrola-se a linha de um carretel de raio » mantendo-se a mesma sempre esticada. A ponta
P da linha descreve uma curva chamada de involuta do circulo(veja figura 3.28). Se a ponta
da linha esta inicialmente na posi¢cdo A = (r,0), encontre as equagoes paramétricas da involuta
considerando o parametro ¢ como sendo o angulo mostrado na figura 3.28. (Resposta)

R

NI

Figura 3.28: Involuta do circulo




Capitulo 4

Espaco Tridimensional - R?

4.1 Sistema de Coordenadas Tridimensionais

Como vimos no caso do R?, para localizar um ponto no plano precisamos de duas informacoes e assim
um ponto P do plano tem coordenadas reais a e b e associamos o par ordenado (a,b) a este ponto.

Para localizar um ponto no espaco precisamos de 3 informagoes e assim representamos qualquer
ponto no espaco pela tripla (a,b,c) de nimeros reais. Estas 3 informagoes sao dadas através de
um sistema tridimensional de eixos ortogonais entre si, passando através de um ponto O, chamado
origem, que chamaremos de eixos coordenados, os quais denotaremos por eiro z, €iro y e eixo Z.

Para fazermos uma representacao de R® no plano, temos de fazé-la, obviamente, em uma pers-
pectiva que nos dé uma melhor visao dos objetos a representar. A maneira canonica é tracar os eixos
z e y perpendiculares, sendo o eixo z na vertical apontando para cima como na figura abaixo:

Z Z

plano v

plano xE

Plano xy

Figura 4.1: Eixos Coordenados Figura 4.2: Planos Coordenados

Os trés eixos coordenados determinam 3 planos coordenados ilustrados na figura 4.2:

4.2 Vetores no Espaco

Tal qual foi feito no plano, a todo ponto P = (z,y,2) do espaco associamos o vetor u com ponto
inicial na origem O = (0,0,0) e ponto final em P e denotamos simplesmente o vetor u = (x,y, 2).
As operacoes de adicdo, subtracao, multiplicacdo por escalar e produto escalar, bem como suas
interpetracoes geométrias e vetoriais e suas propriedades sao exatamente as mesmas que para vetores
no plano, apenas com uma coordenada a mais.

A novidade aqui é o produto vetorial u x v, entre dois vetores u e v que da um vetor.

%)
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Definigao 4.1 Se u = (uy,us,u3) e v = (vy,v9,v3), 0 produto vetorial de u por v € definido como
sendo o vetor
U Xv= (Ugbg — Ugbg, a3b1 — albg, G,lbg — agbl)
Ao invés de memorizar esta definicao de produto vetorial, o que é uma coisa bem penosa, utiliza-se
o determinante

i j k
Ug U3|. uy ugf. Ur Uy
U Uz Ug| = 1— k
Vg Vs V1 Us V1 Vg
V1 Uy Vs

Mostra-se facilmente que o vetor u X v é ortogonal a u e a v, isto é,

(uxv) - u=0 e (uxv)-v=0
Assim, o vetor n = u X v é perpendicular ao plano formado por u e v. O sentido deste vetor é

determinado pela regra da mao direita: sendo o vetor u dado pelo indicador girando sobre o dedo
médio sendo este o vetor v. O polegar apontard no sentido do vetor n.

Figura 4.3: Regra da mao direita para produto vetorial

4.3 Retas no Espaco

Vimos que uma reta no plano é determinada por um ponto Py = (¢, o) e uma direcdo u = (uq, uz)
dados. Suas equacoes paramétricas, entao, sao:
r = o+ uit
Yy = Yo+ ugl
Da mesma forma, no espaco uma reta L é determinada por um ponto dado Py = (xo, yo, 20) €
uma direcao dada u = (uq, us, uz) e, assim, suas equagdes paramétricas sao:

r = o+ uit
Yy = Yo+ usgtl
z = zp+ ust

onde t € R. A equacao vetorial da reta L é dada por
P = Po + tu

Observacao: Se eliminarmos ¢ nas equacoes acima obtemos o que chamamos de equacoes simé-

tricas da reta:
T—Zo _Y—¥Y _*— %

Uy U2 Uus
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4.4 Planos no Espaco

Um plano no espaco é perfeitamente determinado por 3 pontos, isto é, por 3 pontos passa um
tnico plano (Portanto, quando for a um bar procure sentar em banquinhos de 3 pernas. Eles nunca
mancam!!!). Assim, dados os pontos Py = (g, 40, 20), @ = (T1,91,21) € R = (22, ¥2,22) , podemos
formar dois vetores, por exemplo, u = Q) — Fy e v = R — Fy. O produto vetorial destes dois vetores,
origina um vetor, chamado vetor normal n = (a,b,¢) = u X v que é ortogonal a u e v e, portanto,
ortogonal ao plano. Agora, seja P = (z,y, z) um ponto qualquer do plano. Como P e Py pertencem

ao plano, o vetor PP = P — P, é ortogonal ao vetor n, assim,
n-(P—PF)=0
e, portanto,

(aabvc)'<x_$07y_y07z_20>:O

ou seja,
a(x —x0) +b(y —yo) +¢c(z—29) =0

que ¢ a equagado cartesiana do plano que passa pelo ponto Py = (o, Yo, 20) € tem como vetor normal
n = (a,b,c).

Figura 4.4: Plano que passa por 3 pontos
Exemplo 4.1 Determinar a equacdo do plano que passa pelos pontos A = (1,0,2), B = (0,2,1) e
C =(0,0,3).
Solucao: Podemos formar quaisquer dois vetores u e v, por exemplo:
u=B—-A=(-1,2,-1) e v=C—-A=(-1,0,1)

Assim, obtemos o vetor normal ao plano

i j k _ L B
n=uxv=|-1 2 —1:2 1i— ! 1j+ 2k:2i+2j+2k:(2,2,2)
Lo 1 o e -1 0

Logo, a equacao do plano que passa pelos pontos A, B e C' é

2@ -1)+2(y—0)+2(z—2)=0zr+y+2=3
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Exemplo 4.2 Encontre o ponto de intersecao da reta r
r=1+2t, y=2+t, z=-1-2¢
com o plano 2x +y + 4z = 1.

Solugao: A reta r encontra o plano no ponto P = (1 + 2¢,2 + ¢, —1 — 2t) para algum valor de ¢, se
suas coordenadas satistazem a equacao do plano, isto é, se

2(142t) + (2+1t) +4(—1—2t) =1

1 15 1
L = —— P: e T T

4.5 Curvas no espaco

Quando um objeto se desloca no espaco, sua trajetoria é uma curva v em R® e a sua posi¢io em cada
instante ¢ é dado por 3 coordenadas que dependem deste parametro ¢

Como no caso de curvas planas, estas fun¢oes reais sao chamadas de equacoes paramétricas da curva
v e a fungdo r que associa cada valor de t € I C R ao vetor (z(t),y(t), z(t)) de R?

r:tel CRw (x(t),y(t),2(t) € R?

¢ uma funcao vetorial com dominio no intervalo I C R e imagem em R3. Neste caso a imagem de r
é exatamente a curva .

Obs.: Todos os conceitos vistos no capitulo anterior sobre funcoes vetoriais de r : R — R2,
limite, continuidade, integral e comprimento de arco, bem como as interpretacoes geométrica e fisica
da derivada sao estendidas naturalmente para funcoes vetoriais de » : R — R3, acrescentando-se
uma coordenada a mais z(?).

Exemplo 4.3 Esboce a curva dada pelas equacoes paramétricas
z(t) = 2cos(t), y(t)=2sen(t) e =z(t)=3

Solucao: Como x%+ y* = 4, a projecao desta curva sobre o plano xy é uma circunferéncia de raio
2. Desde que o valor de z é constante e igual a 3, trata-se, entao, de uma circunferéncia de raio 2 no
plano z = 3 e centro em (0,0, 3). Veja a figura 4.5:

Exemplo 4.4 Descreva a curva dada pelas equagoes pammétricas:('.a)
t
x(t) =2cos(t), y(t) =2sen(t) =z(t)= 5

Como z? + y? = 4, todo ponto P = (z,y,2) da curva deve pertencer a um cilindro de raio 2, pois

- . . . t
a projecao no plano zy é uma circunferéncia de raio 2. Como z = —, esta curva deve se enrolar no

cilindro & medida em que ¢ vai variando. Obtemos, assim, uma curva chamada hélice (veja a figura
4.6).
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il

Figura 4.5: Circunferéncia 2 4+ y* = 4 no plano ﬁ%g;ﬁé;ige
z2=3

igura,

4.6 Superficies Cilindricas e Quadricas

Na secao anterior ja vimos um tipo de superficie, o plano. Estudaremos agora outros dois tipos: as
cilindricas e as quadricas.

4.6.1 Cilindros

0,

Um cilindro é uma superficie gerada por uma reta (geratriz) que desliza sobre uma curva plana
dada (diretriz) sempre paralela a uma reta dada.

Aqui veremos cilindro com a diretriz contida em um dos planos coordenados e a reta dada, ou
geratriz, perpendicular a este plano. Neste caso, sua equacao sera a mesma da diretriz como veremos
nos exemplos a seguir.

Exemplo 4.5 Considere a diretriz x> + y?> = 4, no plano cartesiano vy, e a geratriz perpendicular
ao plano xy. Quando deslizamos a reta geratriz sobre a circunferéncia dada, obtemos uma superficie
cilindrica como a da figura 4.7. Observe que qualquer ponto P = (x,y, z) do cilindro projetado sobre
o plano zy estd na circunferéncia > + y*> = 4 e tem coordenadas P' = (x,1,0). Assim, a equacdo
do cilindro independe da varidvel z e sua equacao € a equacao da diretriz, ou seja,

x2+y2:4

Exemplo 4.6 Considere a diretriz z = y?, no plano cartesiano yz. Neste caso a geratriz é perpen-
dicular ao plano zy e gera a superficie 4.8 . Observe que qualquer ponto P = (x,y,z) do cilindro
projetado sobre o plano zy estd na pardbola z = y* e tem coordenadas P' = (0,y,2). Assim, a
equacao do cilindro independe da varidvel x e sua equacao € a equacao da diretriz, ou seja,

Z=1Y

Exemplo 4.7 (a) Determinar as equagoes paramétricas da curva E, intersecao do cilindro
2

xz—i-yzzl comoplano:v+2y+z:6\/§/'ﬁ
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- == P=(x,y,2)
¥ == A :
-05 ——— o053
0 ——t— 0 P =(X'y'o)
A T S o
0.5 0.5
11
Figura 4.7: Cilindro: 2% +¢* =4 Figura 4.8: Cilindro parabolico: z = y?

2
(b) Determinar as equagdes paramétricas da reta tangente a E no ponto T = <£, V2

2

V2
2

Solucdo: (a) A figura 4.9 mostra a curva E no espaco, interse¢do das duas superficies.

-
o
1

2 J/’ =

Figura 4.9: E: Intersecao de cilindro com plano
Para encontrar as equagdes paramétricas de E, considere um ponto P = (x(t),y(t), 2(t)) de E. As
coordenadas x(t) e y(t) de P satisfazem a equagao do cilindro e, assim, sua parametrizagdo pode ser
x(t) = cos(t) e y(t) =2sen(t) para 0<t<2rm
A coordenada z = z(t) pode ser obtida da equagao do plano = + 2y + z = 6v/2, logo
2(t) = 6v/2 — cos(t) — 4sen ()

(b) Para determinar as equagdes paramétricas da reta tangente a curva E, precisamos do vetor
que da a direcio da reta, que neste caso ¢ a derivada do vetor r(t) = (cos(t), 2sen (t),6v/2 — cos(t) —
4sen (t)), i.e., v(t) = 1'(t) = (—sin(t),2cos(t), sen (t) — 4 cos(t)), calculado no ponto T. Para isto
precisamos saber o valor do parametro ¢ quando r(¢t) = T, ou seja:

cos(t) =

2sen (t) =

o2 Sl

6v2 — cos(t) — 4sen (t) =



W.Bianchini 61

2 2
Vé-se facilmente que ¢ = % Assim, o vetor tangente sera v(%) = <_§’ V2, —3\/7_>

vetor tangente

1 2
Figura 4.10: Vetor tangente a E

Portanto, as equacgoes paramétricas da reta tangente a curva E em 7' sao:

2 2 2 2
:%—\/T_t y:\/§+\/§t z:—7\2/_—3\/7_t

4.6.2 Superficies Quadricas

Uma superficie quadrica é o grafico de uma equagao de segundo grau em z, y e z. Tais superficies
sao as andlogas tridimensionais de elipses, parabolas e hipérboles. Sua forma mais geral é dada por

Ar? + By* + C22 + Day + Eyz + Frz +Ge+ Hy+ 12 +J =0

onde A,B,C,D,FE,F,G, H,I,J sao constantes reais dadas. Através de rotacoes e translacoes essa
equacao pode ser simplificada como no caso bidimensional, ficando, assim, mais facil sua represen-
tacao grafica. Neste caso, seus eixos, como veremos, sao coincidentes com os eixos coordenados. Se
alguma das constantes D, E e F' forem nao nulas, teremos uma superficie com eixos rotacionados.
Veremos a representacao grafica destas quadricas para D = E = F' = 0. Nestes casos a equacao

A + By +C2+ G+ Hy+12+J =0

pode ser reduzida a Az?+4 By*+Cz?+.J = 0 através de uma translacio, simplesmente completando-se
os quadrados na equacgao dada.

Para se esbocar o grafico de uma superficie no espaco, quando nao temos um computador a nossa
disposicao, o que fazemos é determinar as curvas de intersecoes da superficie com os planos coorde-
nados r =0, y = 0 e z = 0, chamadas de tragos da superficie e também as curvas de intersegoes da
superficie com planos paralelos aos planos coordenados, chamadas de secoes da superficie.

Exemplo 4.8 Faca um esbogo do grdfico da quddrica com a equacao dada, onde a, b e ¢ sao nimeros
TEALS POSitivos:
.. 2yt 22 I3
1. Elipsoide: = + '7;—2 + == 1
Solugao: Fazendo z = 0, obtemos no plano xy o trago z—i + Z—j = 1, que ¢ a equacao de uma
elipse (curva azul na figura 4.11(a)).
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2. Hiperboloide de uma folha:'
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Fazendo x = 0, obtemos no plano yz o traco ‘Z—j + i—; = 1, que é outra elipse (curva vermelha
na figura 4.11(a)).

Para y = 0. obtemos no plano zz, o traco i—z + i—; = 1, que é outra elipse (curva verde na figura
4.11(a)).

Com estas trés curvas ja é possivel se ter uma idéia e fazer um esbogo do grafico da superficie.
Caso contrario, continuamos fazendo intersecoes com planos paralelos aos planos coordenados.
Por exemplo, ao fazer intersecoes com planos z = k:

332 y2 kQ 1’2 y2

a2 2 02(:)a2( —E)+b2( — 2y

c? c?

obtemos elipses para —c < k < ¢, pois esta equacdo s6 ¢é verdadeira para ¢ —k? > 0 <= —c <
k < c. Logo para k < —c e k > ¢ nao temos intersecgoes.

O mesmo ocorre para planos paralelos aos planos zz e yz:

Para x = k
g 22 2
Paray =k
2 52 2
T4l o1 >0e -b<k<b
4+c2 b2 — -

Figura 4.11: Elipsoide centrado na origem: % +L 4+22=1

A figura 4.11(b) mostra o elipsoide com muito mais tragos.

(:5, .1'2 y2 2’2
VatytaT!

z2

3. Solugao: Fazendo z = 0, obtemos a elipse % + g—; = 1 Fazendo as intersecoes com os planos

coordenados x = 0 e y = 0, obtemos, respectivamente os tracos:

2 2
y—2 - Z—2 =1 : hipérbole no planoyz (curva vermelha na figura 4.12(a))
a? ¢
2 2

— — — =1 : hipérbole no plano zz (curva verde na figura 4.12(a))
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Para intersegoes com planos z = k, temos elipses (curvas azuis na figura 4.12(a)) para todo

keR: ) ) )
T . i Y - -1
(l2(1+c—2) b2(1‘|‘c_2)

Com isto obtemos a superficie chamada Hiperboloide de uma folha. A figura 4.12(b) mostra

2y
—2+—=1+g(:>

2
b2

[N

Figura 4.12: Hiperboloide de uma folha: Z- + % —-22=1

o hiperboloide com muito mais tracos. Observe que o sinal negativo na equacgao indica a posigao
do hiperboloide. Neste exemplo, o sinal negativo esta na variavel z e o hiperboloide se prolonga
infinitamente ao longo do eixo z.

. . 22 2 2 /E
4. Hiperboloide de duas folhas: —— — = +5=1 L
a c
Solucao: Fazend(; intersecoes com os planos coordenados x = 0 e y = 0, obtemos como tragos
o, 2 2 2 i
as hipérboles —% + % =1 e —% 4 % = 1 com ramos voltados para o eixo z (curvas verde e
vermelha na figura 4.13(a), respectivamente). Observe que nao ha interse¢ao com o plano z = 0
pois, caso contréario, teriamos —i’—i — ?l;’—j = 1, o que é impossivel. Entao, fazendo intersecoes
com planos z = k,
22 2 B L2

a? b2 2
obtemos elipses se ]z—j —1>0& k< —cek > c(curva azul na figura 4.13(a)).
com isto obtemos a figura 4.13.

2 2 =
5. Paraboloide Eliptico: z = X—2 + A (EJ
a b2

Solucao: A intersecao com o plano z = 0,

o que nos da apenas o ponto O = (0,0,0). A interse¢do com planos paralelos ao plano zy,
z =k >0, nos da os tragos:
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Figura 4.13: Hiperboldide de 2 folhas: —422 —y? + 22 =1

que sao elipses nos planos z = k, para todo k > 0 (curva azul na figura 4.14(a)). A intersegao
com os planos coordenados x = 0 e y = 0, sao parabolas z = ?;—2 ez = ‘2—5 (curvas vermelha e

verde), respectivamente. Com isto, obtemos a figura 4.14.

Figura 4.14: Paraboloide Eliptico: z = 22 + y;

. . - X2 y2 /v:
6. Paraboloide Hiperbolico - Sela z = —— + b2 W
a

Solucao: O traco obtido pela intersecao com o plano coordenado z = 0,

2 2 2 2
x Y Y x b
_— —_— = _— = — = :l:—
a2+b2 O:>b2 a2:>y aa:
que é um par de retas.
O trago no plano x = 0 é a parabola z = z—z e no plano y = 0 é a parabola z = —2‘“—2.

Com apenas estas quatro curvas fica dificil esbocar o grafico da quadrica. Entao, fazemos secoes
com planos z = k, que sao paralelos ao plano xy, obtendo

que sao hipérboles. Quando k£ > 0, temos hipérboles no plano z = k voltadas para o eixo y e
quando k£ < 0 temos hipérboles voltadas para o eixo x, obtendo assim a figura 4.15.
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2
1 (’_
é
(a)
22
Figura 4.15: Paraboloide Hiperbolico (Sela): z = I + 9
2 2 2 &
7. Cone de folha dupla: Z—2 = X—2 + % (.;J
c a
Solucao: A intersecao com o plano z = 0,
22 P
? + b_2 =0=zxz=y=
o que nos da apenas o ponto O = (0,0). O traco no plano
y = 0, nos da um par de retas (verdes na figura 4.16
22 2P c
- =—=>2z=x-x
2 a? a
e o traco no plano x = 0, outro par de retas (vermelhas na
figura 4.16
22 P c
2T TETEY
As intersecoes com planos z = k sao elipses nestes planos.
- Figura 4.16: 22 = 22 + 12
Assim, obtemos a figura 4.16.
8. Esfera: /;_J Quando os coeficientes A,B e C' da equacao do segundo grau
A + By + C2+Gr+Hy+12+J =0
forem iguais, completando o quadrado, obtemos a equacao de uma esfera do tipo
(z —x0) + (y — o) + (2 — 2) = 1?
onde o ponto O = (zg,%0,20) € 0 seu centro e r seu raio. Observe que se 0 seu centro
O = (0,0,0), seus tragos sdo circunferéncias com centro na origem e raio r (figura 4.17).

Assim, a esfera com centro em (zg, yo, z0) (figura 4.18) é uma translagdo da esfera com centro

na origem através das equacgoes:

/ / !/
r =T —Xo, Y =Y—Yo, £ =Z2— %
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Figura 4.17: 22 + >+ 22 =4
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' 3
_3J 4 %
5

Figura 4.18
(—2%+(y—3)>2+(2—3)?2=4

4.7 Exercicios

1. Determine as equacgoes paramétricas da reta L, intersecao dos planos

2r+y+3z=1lex—4y—22=1

(Resposta)

2. Dados os pontos A = (—1,0,2), B=(2,1,1) e C = (0,—1,—2):

Encontre a equacao cartesiana do plano Il que passa por estes 3 pontos.

Encontre as equagoes paramétricas da reta que passa pelo ponto P(1,2,—1) e é perpen-
dicular ao plano II. (Respostas)
Determine as equagoes paramétricas da curva -, intersecao do paraboldide z = 2 + 32
com o cilindro 22 + y? = 4.

Encontre as equacoes paramétricas da reta tangente a curva v no ponto 1" = (\/5, V2, 4).

(Respostas)
4. Dados o cilindro S : 422 + 4% =1 e o plano 7 : 4x + 4y + z = 16,
(a) encontre uma parametrizacao da curva C' = S\
(b) determine as equagOes paramétricas da reta tangente a curva C' no ponto
P = (‘/75, \/75, 16 — 3\/5) (Respostas)

Determine as equagoes paramétricas da curva v, interse¢ao da semi-esfera z = /4 — 22 — 32
com o cilindro 22 + (y — 1)2 = 1 (Veja a figura 4.19).(5-_)

Encontre as equacoes paramétricas da reta tangente a curva v no ponto
T = (‘/75, 1+ ‘/75, 2 — \/§> (Respostas)

6. Um objeto descreve uma trajetoria no espago com vetor posicao r(t) = (t cos(t),tsen (t),t).
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Figura 4.19

(a) Encontre sua velocidade para t = %

(b) Faga um esbogo da curva descrita pela sua trajetoria e a interpretagao geométrica do seu
vetor velocidade encontrado em (a). (Respostas)

7. Parametrize a trajetoria de uma particula que se desloca no espago a partir do ponto (x,, y,, 2o)

8.

10.

11.

mantendo-se paralela ao vetor v = (a, b, ¢). (Resposta)

Dois péssaros voam segundo os seguintes vetores posigao:
o) =(1+t,2+1%3) e oot)=(1—t*14+%3), t>0

(a) Mostre que eles nunca se chocarao.

(b) Esboce os caminhos sobre os quais os passaros se movem. Determine, caso exista, o ponto
no qual estes caminhos se cruzam.

(¢) Calcule as velocidades dos passaros no instante t = 2.
(d) Se o primeiro passaro parte do ponto (1,2,3), determine a distancia percorrida por ele

apos duas horas. (Respostas)

Um péssaro voa segundo uma curva definida por o(t) = (z(t),y(t), 2(t)), de modo que o”(t) +
20'(t) — 30(t) = (cost,4,4e73"), partindo do ponto inicial (0,1,3), com velocidade vetorial
inicial (0,5,4). Determine a posi¢ao do passaro em cada instante ¢ . (Resposta)

A posicao de um objeto A em cada instante ¢ (horas) ¢ dada por oy(t) = (300t,1670¢ +
10£2,500 + 60t) (km) e a de outro objeto B é dada por oy(t) = (100 + 100t, —80 + 880¢, 2801).
Pergunta-se:

(a) Os objetos se chocarao?
(b

) Em que pontos as curvas de suas trajetorias se interceptam?
(c) Descreva a trajetoria do objeto B.
)

(d) Encontre a velocidade do objeto A no instante ¢t = 0. (Respostas)

Uma particula, partindo do ponto B = (0,0, 1), percorre uma curva cujo vetor posigao ¢ dado
por o(t) = (z(t),y(t), 2(t)), de modo que sua velocidade o'(t) = (y(t),t — z(t),0), para todo
t € [0, 27].
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(a)
(b)
(c)

Cap. 4. Espaco Tridimensional - R3

Determine a equagao da curva.
Determine os instantes ¢y, to € [0, 27|, nos quais sua velocidade escalar, v(t) = |o'(t)| = 1.

Calcule o espago percorido pela particula no intervalo [¢y, ts]. (Respostas)

12. Um carro percorre uma curva cuja posi¢ao em cada instante é dada por o(t) = (x(t),y(t), 2(t))
de modo que sua aceleracao é o”(t) = 20'(t) — o(t), para todo t € R. Sabendo-se que ele parte
do ponto P = (1,0, 1) e com velocidade inicial vy = (2,1, 2):

(a)
(b)

Determine a sua posi¢ao o(t) em cada instante.

Verifique se existe uma reta tangente a curva que seja paralela a reta (z,y,z) = (1,2,3) +
t(1,0,3). (Respostas)

13. Determine a equacao do plano que:

(a)
(b)
(c)
(d)

14. (a)

(b)
(c)

passa pelo ponto P = (1,2, —1) e é paralelo ao plano z +y + 22 —3 =0

passa pelo ponto P = (1,2, —1) e é perpendicular ao plano z +y+22—3 =10

passa pelos pontos A = (2,0,1), B=(-2,—1,1) e C = (1,-2,2)

passa pelo ponto A = (1, —2,3) e contém a reta de equagbes paramétricas = 2t, y = 1+t
ez=—1—2t (Respostas)
Determine as equagoes paramétricas da reta r que passa pelo ponto P = (3,1,2) e é
perpendicular ao plano 7: z — 2y + 2 = 1.

Em que ponto a reta r intercepta o plano 7?7

Em que ponto a reta r intercepta o plano zy? (Respostas)

15. Tdentique e esboce o grafico das superficies destacando os tragos com os planos coordenados:

(a)

z=Iny (f) (z—2)* =22+ 22

v+ (z-2)7 =4 (8) =22 +y* — 2% =1
y = sen () (h) z=2y*+ 22
(z=2+ -1+ (2-3)° =4 (1) v =—2"+y*
y? = 4x? + 2° ()5 -—y+5=1



Capitulo 5

Funcoes de Varias Variaveis

5.1 Funcoes de duas variaveis

Em Calculo I trabalhamos com fun¢oes de uma variavel y = f(x). Agora trabalharemos com fungoes
de varias variaveis. Estas funcoes aparecem naturalmente na natureza, na economia e nos mais
variados campos da ciéncia. Por exemplo:

- A temperatura em um determinado ponto da terra depende da latitude, da longitude e a altitude,
ou seja, depende de 3 variaveis.

- O lucro de um determinado produto, depende do custo da matéria prima, do custo da mao de
obra e em alguns casos de outros custos adicionais.

Neste capitulo iremos ver primeiro as fungoes de 2 variaveis.

Definigao 5.1 Dado um subconjunto D C R?, uma funcio f de duas varidveis é uma regra que
associa a cada par (x,y) € D um dnico valor real denotado por f(x,y). O conjunto D é chamado de
dominio de f e sua imagem € o conjunto {f(x,y); (z,y) € D} CR.

Quando nao mencionamos o dominio D, subentendemos que o dominio da f é o maior subconjunto
de R% para o qual a regra definida por f vale. Também escrevemos, frequentemente, z = f(z,y)
para os valores assumidos por f em um ponto qualquer (z,y). As variaveis z e y sdo as variaveis
independentes e z a variavel dependente.

Y

Figura 5.1: Diagrama de representacao de uma funcao de 2 variaveis

Exemplo 5.1 Determine o dominio e a imagem de z = f(x,y) = /16 — 22 — /2

69
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Solugao: O dominio de f é o conjunto de todos os pontos (z,y) para os quais 16 — 22 — y? > 0,
6.,
D = {(z,y);2* +y* < 16}

que é um disco de centro (0,0) e raio 4. A imagem de f é o conjunto
{zi2=V16—22—y* e (z,y) €D}=[0,4]

Exemplo 5.2 Determine o dominio de

Solu¢ao: O dominio de f é o conjunto D = {(z,y);z>1 e =z # y}. Veja a figura 5.2:

Figura 5.2

Exemplo 5.3 Determine o dominio e a imagem de z = f(x,y) = In (y — 2%)

Soluc¢ao: A fungao In (y — 2?) é definida apenas para os pontos (z,y), tais que, y —2? > 0 ou y > z°.
A pardbola y = 22 divide o plano R? em duas regioes, uma onde y < 2% e outra onde y > 2%. Para se
verificar qual é a regido em que y > 2, pega-se um ponto qualquer para teste, por exemplo o ponto
T = (0,2) e verifica-se facilmente que este ponto pertence a regiao que queremos y > x? (veja figura
5.3).

Como y—2z? > 0, a imagem da funcao In (y — z?) é todo o R, que é a imagem da funcao logaritmica.

' 29 ;

Figura 5.3: Dominio: y > x?
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5.1.1 Graficos e Curvas de Nivel

O grafico de uma funcao de 2 variaveis z = f(x,y) com um dominio D C R? & o conjunto:

{(z,y,2) € R* 2z = f(z,y),Y(z,y) C D}

Este conjunto é uma superficie no espacgo, chamada normalmente de superficie z = f(x,y). Para
visualizar tal superficie, utilizamos a mesma técnica que foi usada para tracar as quadricas. Primeiro,
determinamos seus tracos, i.é, as curvas de intersecao desta superficie com os planos coordenados.
Se nao conseguirmos uma visualizagao razoavel, determinamos as curvas de intersecao com planos
paralelos aos planos coordenados, por exemplo, z = k, ou x = k ou y = k. Fazemos k variar
quantas vezes forem necessarias para uma melhor visualizacao da superficie. Se mesmo assim nao
conseguirmos, o melhor ¢ lancar mao de um computador com um bom programa grafico para tracar
superficies (por ex. Maple, Matemathica, winplot, maxima, etc...).

Exemplo 5.4 Dentre as quddricas, os paraboldides sao grdficos de func¢ao (figuras 4.14 e 4.15).

Observacao: Para verificar se uma superficie no espaco é grafico de uma fungao, basta tracar
uma reta perpendicular ao plano xy e verificar quantos sao os pontos de intersecao desta reta com
a superficie. Se tiver mais que um ponto de intersecao é porque a cada par (x,y) corresponde dois
valores de z e, portanto, a superficie nao é grafico de uma funcao. Veja a figura 5.4.

Figura 5.4: Superficie que nao é grafico de uma fungao

Como podemos observar, tragar o grafico de uma fungao, a menos que tenhamos um computador
com um bom programa gréafico, nao é uma das tarefas mais faceis. Além disso, um outro modo de
se ter informacoes sobre o comportamento de uma funcao é através de suas curvas de nivel, uma
técnica muito utilizada em cartografia para se ver o mapa topografico de uma regiao e ver a variacao
de altitude de um terreno.

Uma curva de contorno é a curva de interse¢do de uma superficie z = f(x,y) com o plano
z = k. Sua projecao vertical no plano zy é a chamada curva de nivel f(z,y) = k da fun¢do f. Ao
variar a constante k obtemos um conjunto de curvas no plano zy, chamado mapa de contorno.
O mapa de contorno é a representacao bidimensional de uma superficie tridimensional z = f(x,y).
As figuras 5.5 e 5.6 ilustram bem o processo de se tracar o mapa de contorno. Na figura 5.5, foram
feitas as intersegoes 2 =3, 2 =5, 2=7,2=9, 2 = 11 e z = 13. Na figura 5.6 temos as interse¢oes

com os planos z = 2, 3, 4, 5. ("_-J
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Figura 5.5

As figuras 5.7 e 5.8 mostram o grafico da sela (paraboloide hiperbolico) e seu mapa de contorno

com sete curvas de nivel, respectivamente. @

e

Figura 5.7: Sela z = —a2 + 12 Figura 5.8: Curvas de nivel da Sela

—4x
202 +2y2 + 1
mostra o grdfico desta fungcao com as curvas de contorno. A figura 5.11 mostra o mapa de contorno
desta func¢do com as respectivas curvas de nivel.

Exemplo 5.5 A figura 5.9 mostra o grifico da funcao z = e a figura 5.10 mostra
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—4x

Flgura 5.9 z = m

Figura 5.11: Curvas de Nivel de z =

—4z
222 4+2y2+1

5.2 Limites e Continuidade
No caso de funcdo de uma variavel y = f(x), dizemos que

ligl flx)=1L

se para x suficientemente proximo de a, pudermos tomar f(z) tdo proximo de L quanto quisermos,
Ou seja, dado um ntimero qualquer € > 0, existe um nimero ¢ > 0, tal que, para todo x com

O<|z—a|l<d=|f(x)—L|<e¢

O fato de termos 0 < |z — a| < J, significa que x estd a uma distancia de a menor que § do lado
direito ou esquerdo de a.
No caso de uma funcgao de 2 variaveis, dizemos que

lim x,y) =L
(x,y)ﬁ(a,b)f( v)

se a distancia de f(x,y) a L,
‘f(l',y) - L’

¢ tdo pequena quanto se queira desde que o ponto (z,y) esteja suficientemente proximo de (a,b).
Neste caso, (x,y) “estar suficientemente proximo” de (a,b), significa que a distancia entre (z,y) e
(a,b) é menor que um certo nimero positivo 0 e assim o ponto (x,y) estd em um disco de centro
(a,b) e raio §. Uma definigdo mais precisa é:
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Definigao 5.2 Seja 2 = f(z,y) definida sobre um conjunto D C R? contendo um disco
D,(a,b) = {(z,y); (x — a)® + (y — b)*> < r*}, para algum r > 0. Dizemos que

lim f(z)=1L

(z,y)—(a,b)

se para todo nimero € > 0, existe um niumero d > 0, tal que,
|f($,y>—L’<€ v(x7y>€D6<a7b)

Veja a ilustracao 5.12.

YA
TL+e
e

» HL

X
|

R
10
n [ x2 2
Figura 5.12 Figura 5.13: z = M

Vi

A funcao f leva o disco Ds(a,b) em um subconjunto do intervalo (L —¢, L +¢), ou seja, a medida
que diminuimos o valor de § o ponto (z,y) vai se aproximando de (a,b). Ou seja, o ponto (x,y) se
aproxima de (a,b) por qualquer caminho (curva) e nao apenas pelos lados direito e esquerdo como

acontece em uma dimensao. '/EJ Assim, para provarmos que uma funcao nao tem limite em um ponto
(a,b), basta encontrarmos dois caminhos que levam (z,y) a (a,b) com limites diferentes. Vejamos
alguns exemplos:

sen <\/m> |

Var+y?
excecdo da origem. Observe seu grdfico (figura 5.13) e veja que visualmente nos parece uma superficie
suave definida em todos os pontos do plano, mesmo no ponto (0,0), que € o ponto onde a fun¢do nao
estd definida. Vejamos o que acontece se tomarmos um ponto qualquer proximo da origem e fizermos
este ponto se aproximar da origem.

Exemplo 5.6 Seja z = f(z,y) =

A funcdo f estd definida em todo R% com

Observe que as curvas de nivel sao circunferéncias concéntricas com centro na origem com equacao

sen (\/3172 + y2)
JErE
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Assim, se tomarmos circunferéncias com raio v = /x> + y?, quando r tende a zero

sen (\/m) sen (1)

= — 1

Isto significa que qualquer ponto (x,y) tendendo a (0,0) por qualquer caminho, o limite sempre serd
1. Isto pode ser visto no grdfico 5.14.

. . - sen (y/x2+y?2)
Figura 5.14: z = RV Figura 5.15: 2z =

22 —y2
x2+y2

Exemplo 5.7 Calcule
562 _ y2 (E»)

(c)=2(0.0) T2 + y?

A funcao nao esta definida em (0,0). Observando seu grafico (figura 5.15) vemos um buraco proximo
da origem. Calculando o limite por caminhos:

- caminho eixo x (figura 5.16):

2 =0 oz
im — lim = =1
(2,00—>(0,0) 22 +0 20 12
- caminho eixo y (figura 5.17):
0-y* . =V _

1m = [1m
0)—(0,0 0+ 32 y—=0 y?2

Vemos, assim, que o limite tem valores diferentes para caminhos distintos e, portanto, o limite
nao existe.

Exemplo 5.8 Calcule o
2

Ty (E’)

i —7
(o) (0,0) T4+ y?

Calculando o limite por caminhos:
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Figura 5.16: camimho eixo x Figura 5.17: caminho eixo y

1-1 ¥

Figura 5.18: z = 2y

x4+y2

- reta y = kx:
2’kx , kx

lim  — it =
(x,kx%I—I:(O,O) xt + (kx)? 200 22 +k

para qualquer valor de k. Portanto, o limite é zero sobre qualquer reta que passa pela origem
(veja figura 5.19).

- pardbola y = 2%
27’ x?

im _
(z,22)—(0,0) T4 + x4

1

= lim -
z—0 23’,‘4 2
Assim, quando um ponto (x, y) vai para a origem sobre uma parabola (figura 5.20), o limite é igual

a % Logo, temos valores diferentes para o limite quando tomamos caminhos diferentes. Portanto, o
limite nao existe.

Exemplo 5.9 Calcule o
_ 222y
lim ———F—
(2,9)—(0,0) 322 + 3y?
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06

04

/ (\ - .
- M;m T

Figura 5.19: caminho y = kx Figura 5.20: caminho y = 2

Observe que o grafico de f (figura 5.21), parece uma superficie completamente lisa, embora, ela nao
esteja definida na origem. Isto nos leva a crer que o limite por qualquer caminho para a origem dara
o valor zero.

45 45

05 05

. xQ
Figura 5.21: f(x,y) = 31.22722

Para exemplificar, calculemos o limite pelos caminhos:

- reta y = kx (figura 5.22):
’ 20%kx ’ 2kx
im-—-—-=1lim———
x—0 312 -+ 3(/{::17)2 z—0 3(1 -+ k2)

para qualquer valor de k. Portanto, o limite é zero sobre qualquer reta que passa pela origem.

=0

- parabola y = 2? (figura 5.23):
2272 21 B

il—rf(l) 322 + 3z :%:IL% 3(1+a22)

Evidentemente, isto nao prova nada, pois nao podemos fazer isto para “todos” os caminhos que vao
para a origem. Neste caso, o que fazemos é utilizar o “Teorema do Sanduiche”, ou Teorema do
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Figura 5.23: caminho y = 22

Figura 5.22: caminho y = kx

Confronto. Observem que @

yl VY VP
<2 =2V <oV

2%y
3(z? + y?)
Assim, como a tltima expressao vai pra zero quando (x,y) — 0, entdo, f(x,y) — 0. Veja a figura
5.24. Ela mostra o grafico do |f(z,y)| sendo majorado pelo grafico de 2|y| que ¢ majorado pelo

grafico do cone %«/:ﬁ + 2.

i a5

¥

Figura 5.24: .

5.3 Continuidade

A definicao de continuidade para funcoes de varias varidveis é a mesma que para funcao de uma
variavel:


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/limite_exemplo4.html
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Defini¢ao 5.3 Uma funcao z = f(x,y) € continua em um ponto Py = (xo,y0) se

lim f(m,y) = f(an yO)
(z,y)—(z0,%0)
Visualmente, uma funcao continua é uma superficie sem buracos e, ou, rachaduras.
As funcoes dos exemplos 5.6 e 5.9 nao esta definidas na origem, embora seus graficos aparentam
estar sem buraco na origem, o que nos leva a crer que este ¢ um ponto de descontinuidade removivel.
De fato, basta definir uma nova funcdo com o valor do limite na origem. Assim, por exemplo, a

funcao
sen (\/x2 + y2)
g(xa y) = ) (LU, y) 7é (07 O)
/x2 +y2

L, (l',y) = (070)

¢ continua em todo R2.
A funcao do exemplo 5.7 apresenta um grafico com um buraco na origem e mostramos que o
limite nao existe na origem e, portanto, a funcao é descontinua.

Exemplo 5.10
) = { 2?4yt (wy) € {(z )i’ + P < 4)
’ 4, (r,y) € {(z,y); 2® + y* > 4}
é uma funcgdo continua em todo o R? (grdfico 5.25). Ao passo que a fungdo do exemplo a sequir deiza
de ser continua sobre a circunferéncia de raio 2 (grifico 5.26)

Exemplo 5.11
) = 2?4yt (wy) € {(z )i’ +yP < 4)
’ 0, (z,9) € {(z,y); 2% + y* > 4}

Figura 5.25 Figura 5.26

5.4 Derivadas Parciais

Antes de definirmos o conceito de derivada parcial vejamos o seguinte exemplo:
Problema: A temperatura em uma placa de metal em cada ponto (x,y) é dada por T'(x,y) =
922 + 4y
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(a) Determine a curva de nivel que passa pelo ponto (2,1).

(b) Uma formiga esta no ponto (2, 1) e caminha na dire¢ao do eixo x, isto é, sobre a reta y = 1 até o
ponto sobre a curva de nivel z = 80. Calcule a taxa média de variacao da temperatura sofrida
pela formiga.

(c) Calcule, agora, a taxa (instantanea) de variagdo da temperatura sofrida pela formiga, em relagao
a distancia andada na direcao do eixo x sofrida pela formiga.

(d) Se ela andar na diregdo do eixo y, qual é a taxa instantianea de variagdo de temperatura?

Figura 5.27: diregao eixo x Figura 5.28: diregao eixo y

Solugao: (a) T'(2,1) = 9.22 + 4.1 = 40. Logo a equagao da curva de nivel que passa pelo ponto
(2,1), chamada de isoterma, é
92 + 4y* = 40

(b) Como podemos ver na figura 5.27, a temperatura no ponto (2, 1) é de 40 graus. Determinando
o ponto de intersecao da curva de nivel z = 80 com a reta y = 1,

922 +4=80=12=2,9

Assim a taxa média de variagdo de temperatura para a formiga ir do ponto (2,1) até ponto (2.9, 1)

é aproximadamente:
80 — 40 :4_0:44’4 graus
2,9-2 0,9 metro

na direcao do eixo .
(c) Para calcularmos a taxa (instantanea) de variagdo de temperatura no ponto (2,1) em relagao
a distancia andada na direcao do eixo z, observe que y permanece constante e igual a 1, o que varia
é apenas a varidvel x. Neste caso, o que fazemos é calcular o limite das taxas médias de variacao de
temperatura em relacao a variacao de x,
. T2+ Az,1)-T(2,1) .92+ Ax)2 44— 40
lim = lim
Az0 Ax Az—0 Ax
. 36Az + 9Az?
= lim —
Az—0 Az
= lim 36 + 9Ax
Az—0

graus

metro
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andado na direcao do eixo .
(d) Se a formiga andar na direcdo do eixo y, a varidvel z permanece constante e neste caso
calculamos o limite,

. T(2,1+Ay)—T(2,1) .40+ 4(1 + Ay)? — 40
lim = lim
Azxz—0 Ay Ax—0 Ay
_ 8AyY +4(Ay)?
= lim
Az—0 Ay
= lim 8 +4Ay
Az—0
B graus
N metro

andando na direcao do eixo .

Observe que em (¢) quando calculamos a taxa de variagdo de temperatura na direcao do eixo x,
y permanece constante. De forma similar, quando calculamos a taxa de variacao de temperatura na
direcdo do eixo y no item (d), a variavel = permanece constante. Isto nos leva a defini¢do de Derivada
Parcial:

Defini¢ao 5.4 A Derivada Parcial de f em relagdo a x em um ponto (x,y) € definida como
sendo o valor do limite

0 Az 1) —

se este limite existir.

Defini¢ao 5.5 A Derivada Parcial de f em relagao a y em um ponto (x,y) € definida como
sendo o valor do limite

Ay) — f(x
(%y):ggof(x’y+ Ay; fz,y)

0
£y y) = a—i

se este limite existir.

~ o0z, 02 _ — 2,3
Exemplo 5.12 Calcule as derivadas parciais 3- e ay de z = f(x,y) = zy’ sen xy.
Solugao: Para calcular a derivada parcial de f em relacao a x, considera-se y como uma constante e
deriva-se f normalmente como uma funcao de uma variavel . Primeiro aplica-se a regra do produto
e depois a regra da cadeia para funcao de uma variavel,

0z
e (%) y? sen zy + 22y (senxy) = 22> sen vy + 22y® sen’zy. (vy) = 22y® sen xy + 2y cos vy
x
Para calcular a derivada parcial de f em relacao a y, considera-se x como uma constante e da
mesma forma obtém-se,

0z
— = 32%%senzy + 23y> cos xy

0y

Exemplo 5.13 Calcule % e % :

x Oy
(a) z = /2% + 3zy?

(b) z =™ + (2 + 10xy) In zy°
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Solugao: (a)

0z 243y’

O 2,/22 1 3a?

0z 6y

Oy 2¢/22+ 3xy?

0 : 1

8_Z = 32%ye™ + (52 + 10y) Inzy® + (2° + 102y)~
x T

0 : 2

22— 2% £ 10z Inay?® + (2 + 102y)=

y Y

5.4.1 Interpretacao Geométrica da Derivadas Parciais

0,

A figura 5.29 nos mostra a interpretacao geométrica da derivada parcial de f em relacao a x no

0
ponto (o, o), =— (0, Yo). Quando derivamos em rela¢do a x mantemos a variavel y fixa. Com isto

ox

temos uma fun¢ao de uma variavel z, z = f(z,y0). O grafico desta fun¢do de uma variavel = é a
curva (', obtida pela interse¢do do gréafico de f com o plano y = yo. A curva C; tem uma reta
tangente 17 no ponto P do gréafico de f no plano y = yj.

. .. 0 N
A derivada parcial a—f(xo, Yo) representa, entdo, a tangente do angulo «, que ¢ o angulo que a reta
x

tangente 77 forma com a reta y = y, paralela ao eixo x, ou seja, ela é a inclinagdo da reta tangente
ao grafico de z = f(x,yo) (curva C; no ponto P no plano y = ).

Da mesma forma, a figura 5.30 nos mostra a interpretacao geométrica da derivada parcial de f

0
com relagdo a y no ponto (g, yo), —f(xo, Yo). O plano z = z intercepta o grafico de f na curva Cy,

dy
que é o grafico da fungdo z = f(xg,y). A curva Cy tem uma reta tangente neste plano que forma
um angulo 5 com a reta x = x( paralela ao eixo y. Assim, a derivada parcial de f em relacao a vy,

—(20,Yo0), € igual ao valor da tangente do angulo 3, ou seja, ela é a inclinacao da reta tangente ao

oy

grafico de z = f(zo,y) (curva C3) no ponto P no plano z = x.

5.5 Derivadas de Ordem Superior

. - : : .. of Of -
Como vimos nos exemplos da secao anterior, as derivadas parciais 9z e = de uma funcao z = f(z,y)
T Y
sao, também, funcoes de duas varidveis. Assim, podemos considerar novamente suas derivadas

parciais, chamadas de derivadas parciais de segunda ordem de z = f(z,y), assim definidas:


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/derivada_direc_ig.html
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of
Fi 5.29: —
gura o (3307 3/0)

TN,
92 0w \ Oz
P T N
yy_@gz_ﬁyay
P A ),
YU gxdy  Ox \ Oy
L OF (0
o Qyoxr Oy \Ox

Do mesmo modo podemos ter derivadas parciais de 3% ordem, 4 ordem, ...

Exemplo 5.14 Determine as derivadas parciais de primeira e sequnda ordem de z = f(z,y) =
3 + 29 + 32%y?

Solucgao:
%:3:524-61:3;2 %Zﬁfv-i-ﬁ?f
g—z = 6y> + 6%y giyi = 12y + 62”
0? 0?
Gx;y - 8y5x = Lazy

Veja seus graficos mostrados nas figuras de 5.31 a 5.36.

Exercicio 5.1 Determine as deriwadas parciais mistas de z = xy + senzy

Solugao:
%% _y4 L Py
—_— = COos T = COSTY — Yx Senx
or yTy Yy ayam y—vy Y
8z—x+xcosx = i =14+ cosx Ty senx
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Figura 5.31: z = 2%+ 2y + 32%¢? Figura 5.32: 86%5?; = 122y Figura 5.33: g—; = 32? + 6xy?

I/
ﬂgllllllllllllllllllll

i/ Illlllllllllllllgl

JITTIIEII T
N\
g

T W

i)
RSN
SRR

4 4
X Y = Y
Figura 5.34: % = 6 + 632 Figura 5.36: giy;’ = 12y + 622
Figura 5.35: g—; = 622 + 622y
: . . L *f *f
Observe que, nos dois exemplos acima, as derivadas parciais mistas e coincidem.
Oydxr  Oyox

Este fato nao é uma coincidéncia, isto se verifica para a grande maioria das fung¢oes com as quais
trabalhamos em Célculo. O exercicio 20 mostra que a igualdade nem sempre se verifica.

As condicoes que garantem a igualdade das derivadas parciais mistas sao dadas pelo préximo
teorema do matematico francés Alexis Clairaut (1713-1765).

Teorema 5.1 Se z = f(z,y) tem derivadas parciais mistas continuas, entio, elas sio iguais, isto é,

%z 0%z
Oydx  Oxdy

5.6 Planos Tangentes

Vimos em Calculo I que se uma reta é tangente ao grafico de uma funcao de uma variavel em um
ponto P, & medida que nos aproximamos deste ponto o grafico da funcao e a reta praticamente se
confundem. Esta conceito geométrico se aplica também no caso de fungoes de 2 variaveis. Neste caso,
o conceito de tangéncia de um plano & uma superficie que é grafico de uma funcao de 2 variaveis
& o mesmo: A medida que nos aproximamos do ponto de tangencia o plano e a superficie vio se
confundindo. Ou, se pode pensar ainda que, a medida que damos “zoom” em um ponto da superficie,
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a superficie vai se tornando mais e mais um plano. Veja na figura 5.37, a sequéncia de graficos de

um paraboldide com um plano tangente a medida que damos “zoom™: (EJ

Figura 5.37: “zoom” de um plano tangente em um ponto de um paraboldide

Vejamos a seguir um exemplo de uma superficie que ndao tem plano tangente na origem. Observe
o grafico do cone 22 = 22 + 9%, Qualquer plano que passe pela origem ¢é perfeitamente distinguivel

do cone, por mais que nos aproximemos da origem (veja 5.38). (EJ

Vamos supor, entdo, que uma superficie S, grafico de uma funcao z = f(z,y), tenha plano
tangente em um ponto Py = (2o, Yo, 20), onde zo = f(xo, yo)-

Ja vimos que as derivadas parciais de z = f(x,y) expressam as inclinac¢oes de duas retas tangentes
Ty €Ty aS curvas v, e v, de intersegao da superficie S com planos verticais x = g e y = yo nas direcoes
dos eixos x e y, respectivamente, como mostra a figura 5.39. Portanto, estas duas retas tangentes
definem um plano e, evidentemente, se S tem um plano tangente, este plano contém estas duas retas
(veja figura 5.40).

Observe que as curvas v, e 7, tem parametrizagoes naturais, respectivamente:

r=2x T = 2
Vo = Y =%Yo € Yy = y=1y
Z:f(xayO) Z:f(xmy)


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/planotangente.html
http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/planotangente_cone.html

86 Cap. 5. Funcoes de Varias Variaveis

0,00010 0,00010

& hd

Figura 5.38

Figura 5.39 Figura 5.40
e, assim, tem-se
xl =1 $, =0
Volt0) = ¥ :2 e Y(y)=q ¥ = }«)f
7 = a—£($0>y0) 7= a_y(OUOa?JO)

Assim, os vetores u, = (1,0, %ﬁ(mo,yo)) eu, = (0,1, %5(3:0,3/0)) dao as direcoes das retas r, e 7y,
respectivamente (veja figura 5.41).

Assim, o vetor n, normal ao plano tangente no ponto Fy, é obtido como:
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3
Figura 5.41

77

of — 0 - 0 —

n=u, X U, = 1 0 %(x(),yO) = k — 8—£(1’0,y0) P 8—':];(1:0,%)) j

0

0 1 a_‘:);(x()?y())
0 0
= <—a—£($0,yo); _a_;;(x())yO)a 1> (51)

Assim, se P = (x,y,z) € um ponto qualquer do plano, a equagdo do plano tangente é obtida pelo
produto escalar do vetor n e o vetor do plano P — Py = (z — %o,y — Yo, 2 — 20),

n-(P—-F)= (—%(xo,yo), —g—gjj(io,yo), 1) (x =m0,y — Y0, 2 — 2) =0

ou seja, a equacao do plano tangente é dada por:

z = f(xo,y0) + g—i(l‘o, Yo)(x — o) + g—?];(l"o, Yo) (Y — Yo) (5.2)

Exercicio 5.2 Considere o paraboldide z = f(z,y) = 1 + 42> + y?

(a) Determine a equagdo do plano tangente ao paraboldide no ponto P = (%, V3, 5).

(b) Determine o ponto Q) de inlerse¢io da reta perpendicular ao grifico de f em P = (%, V/3,5) com
o plano xy.
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Solugao: (a) O plano tangente ao paraboldide no ponto P = (%, V/3,5) tem equacio

B Yy LN E 3 YO R N E 3 O

2’ 0z 2’ 27" Gy 2’
Como f(z,y) = 1+ 42* + 9, entdo,
of of
95 _ g 959
Ox T C b 4

isto é, of of
1 1

Logo, a equacao do plano tangente é dada por
1
z:5+4(:c—§)+2\/§(y—\/§)

(b) Como vimos em 5.1, um vetor normal ao paraboloide no ponto P é dado por

n= (-2 VA, —g—;‘(;, V3) = (—4,~2v3,1)

Assim, as equacoes paramétricas da reta perpendicular ao paraboldide no ponto P sao dadas por:
1

x(t) = 5 — 4t, yt) =V3—2V3t e z(t)=5+1

O ponto @, de intersecao desta reta com o plano zy, ou seja, z = 0, serd encontrado para t = —5.
Logo, Q = (%, 114/3,0).

Observe que se o grafico de uma funcdo z = f(z,y) tem plano tangente em um ponto, este plano
contém todas as retas tangentes ao grafico desta funcao neste ponto. Logo, existem as derivadas
parciais de f neste ponto. O préoximo exemplo mostra que, embora existam as derivadas parciais de
f na origem, a funcao pode nao ter plano tangente.

Exemplo 5.15 Considere a funcao

_ Yy .
Fly) =4 a2+ 2 (z,y) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)

Veja o grifico desta funcao (figura 5.42) e observe que ela contém os eizos x e y. Logo, o0s eixos
x ey sao tangentes & superficie e as derivadas parciais
of of
—(0,0)=0 e —(0,0)=0
55 0> 0) 5 (0> 0)
Porém, ela ndo tem plano tangente na origem, como mostram os grdficos da figuras 5.43, 5.44 e
5.45. Por mais que nos aproximemos da origem, podemos perfeitamente distinguir a superficie do

plano. Observe que a intersecao da superficie com o plano y = x € a curva de equagoes paramétricas

t
r=1t y=t ez:u. (',/

V2

Iremos ver na proxima secao que a existéncia do plano tangente esta relacionada, como no caso
de uma variavel, a diferenciabilidade da funcao.


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/planotangente_exemplo2.html

W.Bianchini

Figura 5.42: z =

0,0001

0,00005

-0,00005%

-0,0001

=
| 1 1 N A |

-0,0002
0,0001

0
Y

Figura 5.44

Yy

N

0,0002
0,0002

5.7 Diferenciabilidade

0,002

-0,0001

0,0001

-
1=’

Figura 5.45

89

Vimos em Calculo I, a defini¢do de derivada de uma funcao f : R — R em um ponto xy como sendo

o valor do limite

f/(l'o) = lim

T—T0

) = flwo)

T — X

Sua interpretacao geométrica é a inclinagao de uma reta tangente nao vertical passando pelo ponto
Py = (zo, f(z0)). Como ja vimos, a reta tangente se confunde com o grafico de f nas proximidades
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do ponto de tangéncia (xg, f(zo)). Assim, podemos aproximar o valor de f(z), para z proximo de
xg, pelo valor da reta tangente no ponto Py mais um erro (figura 5.46), i.é,

f(@) = f(wo) + f'(xo)(z — x0) + ¢

Ao fazermos x tender a xg, teremos

. . . xr)— J\T .
Jm (0) = lan) = i (7 e)a =) +) = iy G0 = o)+l 5
e se f é derivavel em x,
f'(zg) = lim @) = flao) , entao, necessariamente o lim c —0
T—T0 T — X T—=r0 T — T

Isto nos leva a definicao de diferenciabilidade:

Defini¢do 5.6 Uma funcio f : R — R é diferencidvel em xq se f(x) = f(xo) + m(x — x0) + ¢, onde
m,e€Re

lim =0
T—=T0 T — X

Claramente, uma funcao f ser diferenciavel em xy é equivalente a ela ser derivavel e neste caso,
m = f'(zg). Ou seja, f é diferenciavel em x, se ela puder ser aproximada em um ponto = proximo
de o por uma reta tangente t(z) = f(xo) + f'(zo)(x — z9) e 0 erro cometido f(z) —t(z) = — 0
mais rapido do que x — z (veja figura 5.46).

Este conceito de diferenciabilidade se aplica para funcoes de 2 variaveis. De modo intuitivo,
dizemos que uma fun¢do z = f(z,y) é diferenciavel em um ponto (g, yo), se existir um plano, nao
vertical, tangente ao grafico de f em (xg,yo, f(%0,y0)). Denotando x — zp = Az e y — yo = Ay,
temos,

O :T“

o+ Ar

Figura 5.46: Diferenciabilidade de 1 varidvel Figura 5.47: Diferenciabilidade de 2 varidveis

Defini¢ao 5.7 Uma funcao z = f(x,y) € diferencidvel em Py = (zo,v0), Se, € S0 se, existem cons-
tantes reats m e n, tais que,

flzo + Az, yo + Ay) = f(xo,%0) + mAx + nAy + €, onde lim - _ OKEJ

(Az,Ay)=(0,0) \/Az? + Ay?
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5} 0
Veja a figura 5.47. Neste caso, m = a—f(xo,yo) en= 8—f(:no, Yo)-
z Y

De fato: Na defini¢ao 5.7 de diferenciabilidade (defini¢ao 5.7), o erro € é uma fungao do ponto P
e dos acréscimos Az e Ay, isto é,

e =¢e(xo + Az, yo + Ay) = f(xo + Az, yo + Ay) — f(x0,y0) — mAx — nAy
e(xo + Az, yo + Ay)

Como o lim = 0, entao,
(Az.ay)=00)  |[(Az, Ay)]
lim £(wo + Az, yo) ~ lim f(xo + Az, yo) — f(wo,y0) — mAz —0
Az—0  ||(Az,0)]| Az—0 |Ax|
logo,
A — A
lim f(xo + A, y0) — f(20, Yo) e R
Az—0 |Ax| |Ax|
Agora, se Ax > 0= |Az| = Az e, se Az < 0 = |Az| = —Az, de modo que
0= lim f(zo + Az, yo) — f(20,40) m Az — lim f(zo + Az, yo) — f(xo,y0) -
Az—0 |Ax| |Ax| Az—0 Ax
o flwo+ Azyye) — f(wo,p0)  Of
e, portanto, m = Alggo N = %(xo,yo).

De modo analogo, se mostra que n = a—(:po, Yo)-
Yy

Portanto, se uma funcao é diferencidvel em um ponto P, ela tem derivadas parciais
em P. O exemplo 5.15 mostra que a reciproca nao é verdadeira, ou seja, a simples existéncia das
derivadas parciais nao implica em diferenciabilidade.

Observe ainda que, o limite na definicao 5.7, esta dizendo que o erro £ na aproximacao pelo plano
tangente tende a zero mais rapido do que o ponto (x,y) tende a (z¢,yo) e que, portanto, o plano se
confunde com a superficie proximo do ponto de tangéncia (xg, yo, f (o, yo))-

Exemplo 5.16 Vimos no exemplo 5.15 que a funcgao

_ry .
Fay) =4 VaZ+o? (z,y) # (0,0)
0, (z,) = (0,0)

tem derwadas parciais na origem iguais a zero e que nao tem plano tangente passando pela origem,

logo ela nao é diferencidvel na origem. Mostre utilizando a deﬁnigdo.ﬁ)

Solugao: Para mostrar que f nao é diferenciavel na origem, basta provar que o limite

e(Ax, Ay) _ Az Ay
(82,20 00) [[(AT, AY)]| ~ (aedy)200) Az + Ay
nao existe.
Calculando este limite pelo caminho y = x, obtém-se
Ax Ay . AP 1

im = Az = lm o=
(Az,Ay)—(0,0) Az + Ay Az—0 2Ax 2
Pelo caminho x = 2y,
) Ax Ay ) 2> 2
m = m=lm o s =1
(Az,Ay)—(0,0) Az” + Ay”  Ay—=04Ay" + Ay 5
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Exemplo 5.17 Mostre que z = f(x,y) = 2? + y* € diferencidvel em R?.

Solugao: Calculemos o erro na aproximac¢ao em um ponto qualquer (z,y):

0 0
ez +Ax,y+Ay) = fle+ Az, y+ Ay) — f(z,y) — a—j:(x,y)Aa: — a—g{(:&y)Ay
(x+Ax)* + (y + Ay)? — 22 —y* — 22Az — 2yAy

Az? + Ay?

Logo,

A A Az? + Ay?
im  S@ErAny+Ay) o ATHAY o A A —o
(Az,Ay)—(0,0) ||(Ax, Ay)|| (A, Ay)=00) /Az? + Ay?  (Az,Ay)—(00)
Portanto, f é diferenciavel em qualquer ponto (z,y) € R2.

Como no caso de fungoes de uma variavel, o proximo teorema mostra que
diferenciabilidade = continuidade
Teorema 5.2 Se z = f(x,y) € diferencidvel em Py = (xq,yo), entdo, f é continua em Fy.

Dem: Pela definicao de continuidade, temos que provar que

li A Ay) =
(Aa:,Ag)g(op)f(xOJr %90 + Ay) = £z, to)

De fato, se f ¢é diferenciavel em F,, existem constantes m e n, tais que,

li A Ay) =
(A$7A2f)fi>(070) f(xo + Az, yo + Ay)
= li A A A A
(Ax,Ag)g(o,o) (f(xo,y0) + mAx + nAy + e(xg + Az, yo + Ay))
= li A A li A A
f(x[]? Z/O) * (Ax7A?1JI)Ii>(070)(m v y) * (A%A?IJI)IL(QO) 5($0 ALY+ y)
— li A A
f(xo,y0) + (M’ALI)IL(QO)5@0 + Az, yo + Ay)
. e(xo + Az, yo + Ay)
= Zo,Yo) + lim Az, A
f( 0 yO) (Az,AY)—(0,0) ||(A{E,Ay)|| ||( y)||
. e(wo + Az, yo + Ay) :
= X0, Y0) + lim lim Az, A
J(o: %0) (Az,Ap)—00)  |[(Az, Ay)||  (Az.a9)—-00) It 2l
= f(x0,%)+0-0
= f(l’o, yo)

Como no caso de uma variavel, a reciproca do teorema acima nao é verdadeira. Basta tomar
como exemplo o cone. O cone de uma folha é continuo em qualquer ponto, porém, nao tem plano
tangente na origem e, portanto, nao é diferencidvel.

Exemplo 5.18 Considere a funcao
f(xa y) = xt + y2

Mostre que f nao é diferencidvel em (0,0).
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Solugao: J& vimos no exemplo 5.8 que o limite

ZE2y

lim —2—
(2,)—(0,0) x* 4 y2

nao existe. Logo, f ndo é continua em (0,0). Isto implica que f ndo é diferenciavel em (0,0), pelo
teorema 5.2.

Note que as derivadas parciais existem e sao iguais a zero na origem. Isto devido ao fato de
que, como foi visto no exemplo 5.8, o limite de f quando (x,y) — (0,0) por retas é igual a zero, e,
portanto, o grafico de f contém os eixos x e y. Assim, existe o plano definido pela equacao 5.2, mas

< . .. (1)
nao é tangente a superficie. 1/
Mostrar que uma funcao é diferenciavel usando sua definicao nem sempre é uma tarefa facil. O
proximo teorema nos mostra que a continuidade das derivadas parciais garante sua diferenciabilidade.
of

Teorema 5.3 Se as derivadas parciais —— e == existem em uma vizinhan¢a de Py = (zo,Y0), € $Go

or Oy

continuas em Py, entao, f € diferencidvel em F,.

Demonstracao: Pela definicao de diferenciabilidade, devemos mostrar que

ET(SL’(] + A$,y0 + Ay)

lim =0
(Az,Ay)—(0,0) [|(Ax, Ay)||

Temos:

f(wo+Az, yo+Ay)— f(x0, y0) = f(@o+Ax, yo+Ay)— f (0, Yo+Ay)+ f(z0, Yo+ Ay) — f (70, %0) (5.3)

Aplicando o Teorema do Valor Médio para a fun¢ao de uma variavel g(x) = f(x, yo + Ay), existe um
ponto ¢ € (xg, xg + Ax), tal que,

%(c, Yo+ Az)Azx (5.4)

Analogamente, aplicando o Teorema do Valor Médio a funcdo h(z) = f(xg,y), existe um ponto
de (y07 Yo + Ay)? tal que,

g(wo +Az) — g(x0) = ¢'(c)Ar <= f(x0+ Az, 50 + AYy) — f(20, 90 + Ay) =

of

h(yo + Ay) — h(yo) = W (d)Ay <= f(x0,y0 + Ay) — f(20,40) = a_y(«%’o, d)Ay (5.5)
Substituindo 5.4 e 5.5 em 5.3, obtém-se que
0 0 0 0
(o + Az, yo + Ay) = 8-?;(0, Yo + Ay)Az + a—g(aﬁo, d)Ay — a—i(xo, Yo)Az — 8_5(%’ Yo)Ay
Assim,
e(xo + Az, yo + Ay) [ f of 1 Az
= |=—(c,yo + Ay) — = (o, _—
eagl Loa 0T 5wl g Ay
of of 1 Ay
20, d) — 2L (20, y0) | ——2—— 5.6
) = Gy o] s >0

Agora, quando (Az, Ay) — (0,0), tem-se que ¢ — 9 e d — yo. Desde que as derivadas parciais

% e 8f sao continuas em Py, as duas diferencas que aparecem na equagao 5.6 tendem a zero e como

'I\AwAyH‘ ‘HAJUAZ/H‘
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tem-se que
e(zo + Az, yo + Ay)

lim =0
(Az,A)—(0,0) [(Az, Ay)||

Observacao: A reciproca do Teorema 5.3 nao é verdadeira, isto é, existem funcoes que sao dife-
renciaveis num ponto sem que suas derivadas parciais sejam continuias neste ponto. Veja o exercicio
21.

5.8 A Regra da Cadeia

5.8.1 Funcao Composta

No problema colocado na introducao de derivadas parciais em que uma formiga estd em uma placa
de metal no ponto (2, 1), se pensarmos que a posi¢ao da formiga em cada instante varia com o tempo,
isto &, v = z(t) e y = y(t), a temperatura z = T'(z,y) pode ser pensada, entdo, como uma funcdo de
t. Para cada valor de t, a temperatura no ponto (z(t), y(t)) é o valor da fungao composta T'(z(t), y(t))
e podemos querer saber, entao, a taxa de variacao de temperatura em relacao ao tempo.

Se as func¢oes envolvidas sao faceis de compor, podemos derivar diretamente a composta em relacao
a t, mas frequentemente temos que trabalhar com funcoes cujas expressoes sao mais complicadas de
compor. Nestes casos utilizamos a Regra da Cadeia que abordaremos na secao seguinte.

Para fun¢oes de uma variavel, y = F'(x), onde x = z(t) , a composta toma a forma

y = F(x(t))
e sua regra da cadeia

dF dF dx

dt — dr dt

No caso de funcoes de 2 varidveis podemos ter as seguintes situagoes na composi¢ao de fungoes:
1-y=F(r)ezx=x(uv)=y=F(x(uv))
2- 2= f(zy), z=a@) ey =y(t) =z = f(z(t),y(t)
3- 2= f(z.y), z=a(uv) ey=yuv)==z=f(z(u,v),y(u,v))
Exemplo 5.19 FEncontre a féormula da composta para:
(a) y=F(z) =2+ 32>+ 10 e z = z(u,v) = u® cosv
(b) z= f(z,y) = 2°y* + 32y + 10, x = x(t) = 2¢' ey =y(t) = 3Int
(c) 2= f(x,y) = 2%y* + 32%y + 10, © = x(u,v) = ucosv e y = y(u,v) = ve"
Solucgao:
(a) y=F(z) = (u?cosv)’ + 3(u? cosv)? + 10 = u'? cos® v + 3u’ cos® v + 10
(b) z = f(x,y) = 2°y? + 3%y + 10 = (2¢")°(3Int)? + 3(2¢")23Int + 10 = 288e™ Int + 36e* Int + 10

(c) 2= f(x,y) = 25y* + 32%y + 10 = u’v? cos® v €** + 3uv cos? v e’ + 10
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O dominio para cada uma das funcoes compostas acima consiste de todos os valores de suas varia-
veis para os quais as expressoes da defini¢ao fazem sentido. Por exemplo, o dominio de f(x(t),y(t))
consiste de todos os ¢t que estdao no dominio de ambos, z(t) e y(t), e estas sdo tais que o ponto
(x(t),y(t)) esta do dominio de f.

Como no caso de uma variavel, continua valendo o seguinte resultado:

Teorema 5.4 A composta de fungoes continuas € continua

Prova: Iremos ver a prova para a composta z = f(z(u,v),y(u,v)). Os outros casos sdo analogos.
Suponhamos que (ug, v) esteja no dominio da fun¢ao composta e que os pontos (u,v) do dominio
tendam a (ug, vo). Como z(u,v) e y(u,v) sdo continuas, os pontos z(u, v), y(u,v)) tendem a ao ponto
x(ug, vo), y(uo, Vo) €, entdo, como f é continua, f(x(u,v),y(u,v)) tende a f(x(ug, vo), y(ug, vo)). Isto
mostra que a fungao composta é continua no ponto (ug, vg)-

5.8.2 Regra da Cadeia

A regra da cadeia para fungao de uma variavel y = F'(x), onde x = z(t), e cuja composta é y = F(z(t))
é dada por:
dF dFdz
At drdt
Para funcgtes de mais de uma variavel, a regra da cadeia tem varias versoes. Veremos cada uma
delas segundo as compostas dadas na secao 5.8.1.

(5.7)

Regra da Cadeia (caso 1) Se x = x(u, v) tem derivadas parciais em (u,v) e y = F(z) tem derivada
em z(u,v), entdo, a fun¢ao composta y = F(z(u,v)) tem derivadas parciais em (u,v), dadas por

Oy dyoz
dy  dydx

Demonstracao: A demonstracao destas duas regras é bem simples. Basta observar que quando
derivamos parcialmente em relacao a u, por exemplo, a variavel v permanece constante. Logo, a
fungao y = F(x(u,v)) fica uma fungao de apenas uma variavel u, e, portanto, aplica-se a regra da
cadeia 5.7 para funcao de uma variavel e temos a féormula provada.

Regra da Cadeia (caso 2): Suponhamos z = z(t) e y = y(t) sejam derivaveis em relagdo a t e que
z = f(x,y) é diferenciavel no ponto (z(t),y(t)). Entdo a composta z = f(x(t),y(t)) é uma funcdo
derivavel em relacao a t e

G _ofde ofdy - dz_ Dede 0:dy

_ gz _0Ozdx 0z 5.10
dt owdt Toydt °N @t owdt oydt (5.10)

Demonstracao: Denotemos por:

Ax =z(t+ At) —x(t), Ay=yt+At)—y(t) e Az= f(a(t+ At),y(t+ At)) — f(x(t),y(t))

Entao,
dz o Az dz . Az @_ . %

%:Agloﬂ’ aZA}tH}OE © dt_A}:IE}OAt
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Vamos supor que (Az, Ay) # (0,0), pois caso contrario a formula 5.10 se verifica facilmente, pois
teremos 0 = 0.
Desde que f é diferenciavel em (z(t),y(t)), segue da definicdo que

Are Ppy 0
T dy

5 PNy +e (5.11)

onde as derivadas parciais sao calculadas em (x(t),y(t)) e

lim R =0

(A, Ay)=(0,0) \/Ax? + Ay?
Dividindo os dois lados de 5.11 por At tem-se,

Az 0zAxz 0z Ay €

At Ozt oyAt A (5.12)

Agora, desde que

. \/AxQ—i—AyQ_l, Ax 2+ Ay 2_ ! Ax 2+ . Ay 2
5o A amo [\ A At ) —\ & A AtS0 At

@

e como (Az,Ay) — (0,0), quando At — 0, pois por hipotese as funcoes © = z(t) e y = y(t) sao
derivaveis e portanto, continuas, tem-se que

€ VAR 4+ Ay? €
VAL + Ay? At VAL + Ay?

o) () -

Portanto, tomando o limite de ambos os lados de 5.12, quando At — 0, tem-se a equacao 5.10,

VAZ? 4+ Ay?

Alt—>0 |At|

lim — = lim

= lim
At—0 At At—0

(Am Ay)—(0,0)

dz  Ozdr Ozdy

E—%a—Fa—ya (5.15)

Regra da Cadeia (caso 3): Suponhamos que z = z(u,v) e y = y(u,v) tenham derivadas parciais
no ponto (u,v) e que z = f(z,y) seja diferenciavel em (z(u,v), y(u,v)). Entdo, z = f(z(u,v), y(u,v))
tem derivadas parciais em (u,v) dadas por

L (e 0)ylu,)) = G (el 0),ylo, ) 5 (s 0)
of dy
+ 8y< z(u, v),y(u,v))%(u,v) (5.16)
O o) 90 0) = 9 (), (0, 0) e (0, 0)
of oy
+ a—y(m(u,v),y(u,v))%(u,v) (5.17)
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ou, abreviadamente

9f _0f 0z of oy

ou Oz du + dy Ou (5.18)
e

o o7 ov 01 0y

ov Oz Ov * dy Ov (5.19)

O caso 3 é uma consequéncia imediata do caso 2, pois quando calculamos a derivada parcial com
relagdo a u, por exemplo, a variavel v permanece constante, logo a composta f(z(u,v),y(u,v)) fica
em funcao apenas da variavel u.

Exemplo 5.20 Uma funcao z = f(z,y) tem derivadas parciais de primeira ordem,

of of

1,2) =5 —(1,2) = =2
.2)=5 ¢ Fuy
u v?
Supondo-se que v = x(u,v) = — + senv e y = y(u,v) = —; — cosu, calcule
™ ™
of of
—_— e —_—
ou ov
emu=mTev="m
Solu¢ao: Como
U or 1 ox
I=—-+8senv=—-—=— € — =COoSV
T ou ov
e
v? N oy . oy v
= — —COoSU = —— = senu = =—
YT ou ov w2
utilizando as formulas 5.18 € 5.19 em uv = 7 e v = 7, obtém-se:
af 1 5 of p 4
o5 2.0=2 ¢ Zos(-1)-—22=-5-2=
ou 7 r ° ov (=1) T s

Exemplo 5.21 A temperatura em uma placa de metal é dada em cada ponto (x,y) por T(z,y) =

%+ % graus Celsius. Uma formiga passeia pela placa percorrendo um caminho de modo que sua
posicao apds t sequndos seja dada por x(t) = 1+ 2t e y(t) = g Qual a taxa de wvariagao de

temperatura, em relagao ao tempo, no caminho da formiga apds 3 sequndos?

Solugao: Aplicando-se o caso 2 da Regra da Cadeia

dI" J0T'dx 0T dy y 2t
Dt i Wil AT, PR ST A
it ordt Togar T4
Apos 3 segundos a formiga estard no ponto (7, 3), entdo,
dTl’ 3 2-3 e
—(z(3 3)=2-7T-24+—--—=295 —
e (#(3),4(3) +2. 20 095~

Note que no exemplo 5.21 obtivemos a taxa de variacao de temperatura com relagao ao tempo. No
problema do inicio da se¢do 5.4, item (c), a taxa de variacdo obtida foi com relagdo ao deslocamento
horizontal e no item (d), em relagdo ao deslocamento vertical. Na proxima se¢ao estudaremos o caso
da variacao de temperatura em relacao a distancia percorrida em uma reta qualquer.
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5.9 Derivada Direcional

Voltemos ao problema da formiga que estd em uma placa de metal no ponto (2, 1) e cuja temperatura
em cada ponto é dada por T'(z,y) = 922 + 4y*. Vamos supor, agora, que a formiga queira andar na
direcao da reta y = 3. A figura 5.48 mostra as isotermas e o ponto onde esta a formiga.

(a) Calcule a taxa média de varia¢do da temperatura sofrida pela formiga para ela ir do ponto (2, 1)
até a proxima isoterma z = 80.

(b) Calcule, agora, a taxa instantanea de variagdo da temperatura em relacdo a distancia andada
na direcao da reta y = 3, sofrida pela formiga.

Figura 5.48: Deslocamento na diregdao de y = 7

Solugao: (a) O ponto sobre a isoterma mais proxima ¢é (2.8,1.4). Assim, a taxa média de varia¢ao
da temperatura sofrida pela formiga para ela ir do ponto (2, 1) ao ponto (2.8,1.4) é:

80 — 40 B 1 graus
V/(2.81 —2)2 + (1.41 — 1)2 ’

metro

andado na diregao da reta y = 7.
(b) Para calcular a taxa instantanea de variagao da temperatura em relagao a distancia andada
na direcao da reta y = 7, sofrida pela formiga, calculamos o limite:

@y)=21) \/(z — 2)2+ (y — 1)2

onde (r,y) é um ponto sobre a reta y = 7. Para facilitar o calculo deste limite, o que fazemos é

parametrizar a reta tendo como direcdo um vetor unitario, pois isto fard com que a distancia entre
os dois pontos que aparece no denominador do quociente acima se reduza ao valor do parametro

t. Para isto considere o vetor unitario u = \%(2, 1) que da a direcdo da reta. Assim, as equacdes

paramétricas da reta y = 3 sao:
{ o(t) = 2+ %t

<

S
~

SN—

1
14+ Lt
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Logo,

. T(z,y) —T(2,1) T+ Ft 1+ 52t) = T(2,1)
lim = lim
@y)=@D \/(z —2)? + (y — 1)? t=0 t
_16+/5t + 8t?
= lim—
t—0 t
= lim16v/5 + 8t
t—0

_ 16 \/5 graus
metro

De um modo geral, se quisermos calcular a taxa de variacio de uma funcdo z = f(z,y) em um
ponto P = (g, yo) na diregdo de um vetor unitario u = (uq, us), procedemos do mesmo modo:
- Considere a reta r de equacoes paramétricas

z(t) = xo+tuy
y(t) = yo+ tus

Ao calcularmos o valor da fun¢ao f em cada ponto da reta r, f(z(t),y(t)), obtemos uma curva C
no plano vertical V' passando pela reta r intersecao com a superficie S, grafico de f. Repare que ao
calcularmos o valor de f em cada ponto (z(t),y(t)) obtemos uma funcao de uma variavel ¢, i.é.,

f((8),y(t) = F(t)

e, portanto, F'(0) = f(x(0),y(0)) = f(zo,y0). Colocamos, entdo, um sistema de eixo (¢, F'(t)) no
plano vertical V', fazendo coincidir a origem no ponto (g, yo), conforme mostra a figura 5.49. Observe
que, como a distancia entre um ponto qualquer (z,y) da reta r ao ponto (xg, o) € |t|, a cada valor
de t deste eixo corresponde um ponto (x(t),y(t)). Com isto definimos a
Derivada Direcional de f no ponto Fy = (¢, yo), na direcao do vetor unitario u = (uy, us)
como sendo
Duf(PO) _ E(O) — lim F(t) — F(O) — lim f(l'o + tul, Yo + tUQ) — f(l’o, yo)

dt t—0 t t—0 t

se este limite existir.

Interpretacao Geométrica:/!;) As figuras 5.49 e 5.50 mostram a interpretagao geométrica da
derivada direcional. O quociente

f(io + tuq, yo + tuQ) - f(l’o,yo)
t

nada mais é do que o coeficiente angular da reta secante a curva C conforme mostra a figura 5.49.
O limite deste quociente, i.é, o valor da derivada direcional é, portanto, o coeficiente angular da reta
tangente a curva C' no ponto P = (xg, 4o, f(%0, yo)) mostrado na figura 5.50.

Observacao:
1- Se u = (1,0),
o flwo+ty0) = flmo,yo)  Of
Dy f(0,90) = 113% : = %(xo,yo)
2- Se u=(0,1)

— 0
Duf(l’Oa yo) = %g% f(x07y0 i ti f(x()’y()) = 6_5(%’%)
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. ~ . C .. . .. v
3- Se v é um vetor qualquer que nao seja unitario, considera-se o vetor unitario u = W e define-se
v

a Derivada Direcional de f na dire¢ao de v como sendo:

Dy f(z,y) = Duf(z,y)

planc com diregdo
 dovetoru

-
g

—i
i
x X 24

_f-;ie Haie r
A

y

3

3o
.‘g"

eixo =

Figura 5.49 Figura 5.50

5.10 O Gradiente e o Calculo da Derivada Direcional

No que segue, iremos supor que z = f(z,y) é uma funcdo diferenciavel em Py, = (x¢,y0). Na
defini¢do de Derivada Direcional de uma fungao z = f(z,y) em um ponto Py = (2o, ¥o), SUpomos
que z = z(t) = xo +tu; e y = y(t) = yo + tug. Assim, z = f(xo + tuy, yo + tug) = F(t) é uma
fungao composta. Logo, pela Regra da Cadeia (caso 2) aplicada a fungao F'(t) no ponto t = 0, tem-se
imediatamente que

dF 0 d 0 d
Dy f(zo,y0) = %(0) = a—i(xo,y(ﬁd—f(o) + a—i(xo,yo)d—?;(o)
0 0 dzx d
- (Low Fwnm) - (50, %)
0 0
= (6_£(x0’y0)’ 8—5(%;?}0)) '(U17U2)

0 0
= (8_£(x0’y0)’8_§(mo’y0)> "u

O primeiro vetor deste produto escalar é chamado de gradiente de f no ponto Py, = (xg, o)
denotado por
of af

vin) = (2. 5 m)

O simbolo V, 1é-se “del”, ¢ um delta invertido também conhecido como “nabla”. Iremos ver que o
gradiente de f nao é meramente um vetor que simplifica o calculo da derivada direcional, mas que,
também fornece importantes informagoes sobre a fungao f e a superficie z = f(z,y).
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Vamos supor que V f(Fy) # 0, assim, se a é o angulo entre os vetores V f(F) e o vetor unitario
u, a Derivada Direcional de f no ponto Py = (xg,y0) ¢ dada por: /".J
= |Vf(P)||u|cosa
= |Vf(P)| cosa (5.20)
Observe que, como o |V f(Fy)| € uma constante:

- o valor maximo da derivada direcional ¢ atingido quando cosa = 1, isto é, quando o angulo
a = 0, ou seja, quando o vetor u estiver na mesma dire¢do e sentido do Vf(F) e seu valor

Duf(PU> = ‘Vf(Po)‘;

- o valor minimo da derivada direcional é atingido quando cosa = —1, isto é, quando o angulo
a = 7, ou seja, quando o vetor u estiver na mesma dire¢do e sentido de —V f(F) e seu valor

D, f(Fo) = =|V[(D)l;
- o valor da derivada direcional ¢ zero quando o angulo o = 7.

Veja a figura 5.51

V f(P)
a=0 o= g
P
o U ViR SO
Duf(Po) = [V f(P)] D.f(Ry) =0

Duf(PO) = _’vf(PU)‘
Figura 5.51: Valores maximo e minimo da Derivada Direcional

Portanto, o gradiente aponta a direcao e sentido em que a fun¢ao cresce mais rapidamente ou
seja em que o grafico de f tem maior inclinacao. O sentido oposto do gradiente é o sentido que a

funcao decresce mais rapidamente ou o grafico de f tem a menor inclinagao. ' &/

Se considerarmos um mapa topografico de um morro e se z = f(x,y) representar a altura do
morro no ponto (z,y), entdo, o gradiente aponta a dire¢ao e sentido de maior aclive, evidentemente,
o sentido oposto é o de maior declive.

No caso em que Vf(Py) = 0, segue de (5.20) que D, f(P,) = 0 em todas as dire¢oes no ponto
Fy. Isto ocorre, tipicamente em pontos de méximo ou minimo relativos ou em pontos de sela, como
veremos no capitulo sobre maximos e minimos de funcgoes.

Exemplo 5.22 Determine a derivada direcional da funcao f(x,y) = xy no ponto Py = (2,1) na
direcdo do vetor v = (4,3)

Solugao: Temos que |v| = /42 + 3% =5 e, entao, seja u = (
Entao,

(ST

, g) o vetor unitdrio na direcao de v.

D, f(Py) = (1,2) - (g, g) _ % N

Veja a interpretacdo geométrica na figura 5.52.


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/valor_der_direc.html
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D, f(2,1) = Vf(2,1) - u
= |Vf(2,1)| cos(cx) =2

o = 0.46 rad

N

Figura 5.52: D, f(2,1) =V f(2,1) - u

5.11 Vetores Gradientes e Curvas de Nivel

O préximo teorema mostra que os vetores gradientes de uma funcao sao perpendiculares as suas
curvas de nivel:

Teorema 5.5 Suponhamos que z = f(x,y) tenha derivadas parciais de primeira ordem continuas
em uma vizinhanga de um ponto Py = (xo,%0) e que V f(Py) # 0. Entao, V f(Py) € perpendicular a
curva de nivel que passa por Py.

Prova: Como o vetor gradiente V f(F) # 0, a curva de nivel f(z,y) = ¢ que passa por Py pode ser
parametrizada em uma vizinhanca de Fy com equacoes

{ x = z(t)
y = y()
onde zg = z(0) e yo = y(0) e com um vetor tangente nao-nulo (%£(0), %(O)) ( Isto é uma consequéncia

do Teorema das Fungoes Implicitas, visto em cursos de Calculo Avangado).
Derivando z = f(z(t),y(t)) = ¢ em relagdo a t,

2 w0 w0) 20+ Z 01,0000 1) = e =0

Em t = 0, tem-se

0 d 0 d
a_i(xo,yo)d—j(o) + 8_£<x0’ yo)d—?z(O) =0
ou seja,
0 0 d d
<8_£($07y0)a8—]yc($oayo)) : <d_gtj(0)’d_?;(0>> =0
isto é,

V(R (fl—fm), %@) 0

O que mostra que o gradiente de f é perpendicular ao vetor tangente em F, e , portanto, perpendicular
a curva de nivel f(x,y) = c.
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Exemplo 5.23 A figura 5.58 mostra um mapa de contorno da fun¢ao z = f(x,y) = xy e o gradiente
de f no ponto P = (2, %) Repare que o V f(P) € perpendicular & curva de nivel de f que passa por
p. @

Como exercicio, encontre as curvas de nivel que passam pelos pontos @Q = (1,2) e R = (—=2,1)
bem como o0s gradientes de f nestes pontos e esboce um grdfico mostrando estes elementos.

4V f(P) = (0.5,2)

Figura 5.53: Mapa de contorno de z = zy

Exemplo 5.24 A figura 5.54 mostra as curvas de nivel de uma func¢ao z

representacao geométrica, aprorimada, dos gradientes de f nos pontos D = (1.1
I=(-11,-1) e J=(1.1,-1).

f(z,y). Faga uma
1), E=(~1.1,1),

Y

AV y
2 2
oz N | R
od N\ |/ o4
f/ e ’B :::\\‘\\ "I‘ f 194 :——-:H‘“\._\\\\'\
Jf Iff%_/f - \ WAL L /_/_ijlf:‘j\\ \I\ ‘\
O NI o))
N NS
e .
el 2 2
Aos | [/
/ /{/ﬂb/ ] ‘\:\-.\\l LJ( = \:\‘\“ N\
A
Vo \ )
\ .‘\\ \\i\lt_\l-_— 7/_. I .\ wT\é\_'—TO/:'{}JXI J’I ff
AOS— VN —es S/
Nooe /[ W\ a6
\\‘ e q____{/ /.f \\\L,_/’ /
. s R <
21 2
Figura 5.54: Curvas de nivel de f(x,y) Figura 5.55: Vf(D)

Solucao: Faremos uma representacao para o ponto D. Para os outros pontos o procedimento ¢é
similar, bastando apenas prestar atencao na direcao do crescimento da funcao.

Primeiro tragcamos uma reta tangente a curva de nivel no ponto D e a seguir uma reta r, per-
pendicular. O vetor gradiente tera a direcao desta reta r. No ponto D, o valor da funcao é de 0.8,
isto &, f(D) = 0.8. A curva de nivel mais proxima com valor maior é f(z,y) = 1. A distancia entre
as curvas f = 0.8 e f = 1 é aproximadamente 0.1 unidade. Assim a derivada direcional na diregao

1-0.28
da reta r em sentido de f = 0.8 para f = 1 é aproximadamente = 2. Logo, o |Vf(D)| ¢é

aproximadamente 2, como mostrado na figura 5.55.
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Exemplo 5.25 Um morro possui forma definida pelo grifico de z = f(x,y) = 36 — 222 — 49>

(a) Faga um desenho do morro, marcando as interse¢oes com os planos coordenados ;

(b) Se um alpinista estd no ponto A = (2,1,24), que diregao ele deve tomar para subir pela parte
mais ingrime do morro? Qual a tara de variacao da altura neste ponto?

(c) Se o alpinista se mover na direcio do vetor v = (—3,4), ele estard subindo ou descendo? Qual

a taza?

(d) Em que direcio ele deve inicialmente se mover para percorrer um caminho plano?

Solucao:
(a) Fazendo as interce¢bes com os planos coordenados, obtém-se as curvas:

- superficie N plano z = 0 = 36 — 222 — 4y? = 0 (elipse)
- superficie N plano x = 0 = z = 36 — 22? (parédbola)

- superficie N plano y = 0 = 2z = 36 — 4y* (parabola)

o que nos da a figura 5.56

“. | E
I | s
il
|

1.,
& o
>§“‘—2" e "'_QF-KI\!

[} x ¥

Figura 5.56: Morro formato paraboldide elip-
tico

Figura 5.57

(b) O gradiente aponta a direcdo e sentido em que a funcao cresce mais rapidamente, logo, para
subir pela parte mais ingrime toma-se a dire¢do e sentido do gradiente (veja a figura 5.57)

Vfi21)= (%(2,1)7 2—5(2, 1)) = (—8,—8)

(c) Calculemos a taxa de variagdo da fun¢do no ponto (2,1), isto é, sua derivada direcional, na
direcao do vetor v. Como o vetor v nao é unitario, um vetor unitario na direcao de v é o vetor

u=qr= £(—3,4). Assim,

1

Duf(zﬁ 1) = Vf(Q, 1) U= —(8,8> : 5(—3,4) = %(24 — 32) = —%

Portanto, a taxa de variagdo de altura no ponto (2,1) é de —% m/m andando na dire¢do do
vetor v = (—3,4). Como a taxa ¢ negativa ele estara descendo.
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(d) Para percorrer um caminho plano ele nao deve subir nem descer, ou seja, a taxa de variagao de
altura dever ser zero. Portanto, ele deve ir na direcao perpendicular ao gradiente, isto é, na
dire¢do do vetor u; = (8,—8) ou de ups = (-8, 8).

Observe que o gradiente varia a cada ponto e, portanto, para percorrer um caminho plano ele
deve variar a dire¢do continuamente na diregao do gradiente. O caminho plano corresponde &
curva de nivel que contém o ponto A.

5.12 Funcoes de n variaveis

Nesta secao estendemos as fungoes de trés ou mais variaveis, os conceitos apresentados nas secoes
anteriores para fungoes de duas variaveis. Considere n € N, definimos:

Definicao 5.8 Dado um subconjunto D C R™, uma func¢ao f de n varidveis € uma regra que associa
a cada n-upla (x1, 9, . ..,x,) € D um dnico valor real denotado por f(x1,za,...,x,). O conjunto D é
chamado de dominio de f e sua imagem é o subconjunto {f(x1,xa,...,x,); (x1,29,...,2,) € D} CR.

f:DCR*" — R
(X1, T2, ..., xn) —> w= f(x1,29,...,2,)
Daremos énfase nesta secao as fungoes de 3 variaveis, isto é, as funcoes
f:DcR®* — R
(%1,1'2,333) — w:f($1,$2,$3)
Exemplo 5.26 Determine o dominio e a imagem de w = f(x,y,2) = 2> + /y — 2
Solugao: A expressao de f é definida desde que y — z > 0. Assim, o dominio de f é o conjunto
D ={(z,y,2) € Ry > 2z}

ou seja, D é o semi-espaco constituido por todos os pontos que estao abaixo do plano y = z, pois x
é qualquer. A imagem de f é o intervalo [0, 00).
O grafico de uma funcio de 3 variaveis ¢ um subconjunto de R*:

{(:L’,y,z,w);w = f(ZL’,y,Z)}

Portanto, fica impossivel fazer uma anélise de uma funcao de 3 variaveis através de seu grafico. O
que fazemos aqui para se ter uma ideia do comportamento da funcao ¢ uma anélise das chamadas
superficies de nivel, que correspondem as curvas de nivel para fungoes de 2 variaveis.

Uma Superficie de Nivel de uma funcio w = f(z,y, 2) é a superficie de equagio

fl@y,z) =k
onde k é uma constante.
Exemplo 5.27 A temperatura em uma sala € dada em cada ponto (x,y,z) por
T(z,y,2) = 2> +y° + 2

As superficies de nivel para esta funcao sio chamadas de isotermas e sao esferas concéntricas de
mesma temperatura, ou seja, todos os pontos equidistanties da origem tem mesma temperatura, o que
nos dd uma idéia do aquecimento dentro da sala (figura 5.58).
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Figura 5.58: Esferas concéntricas Figura 5.59: 22 4+ y? — 22 = k para k = -2, 0, 2

Exemplo 5.28 A figura 5.59 mostra as superficies de nivel % 4+ y?> — 22 = k, para k = —2,0,2, de

dentro para fora, da fungio w = f(x,y,2) = 2* + y* — 22

Note que se k > 0 a superficie de nivel é um hiperboloide de uma folha. Se k£ = 0, tem-se um cone e

se k < 0 é um hiperboloide de duas folhas. Kf;)

5.12.1 Derivadas Parciais e a Regra da Cadeia

Os conceitos de limite, continuidade e derivadas parciais para fungoes de trés variaveis w = f(z,y, 2),
sao os mesmos que vimos para fungoes de duas varidveis. No caso das derivadas parciais, temos a
mais a derivada parcial com respeito & variavel z, %, que se obtém derivando f com respeito a z e
mantendo as variaveis x e y fixas.

Do mesmo modo temos as derivadas de ordem superior.

Exemplo 5.29 Calcule as derivadas parciais de w = senxyz

Solugao:

ow

— = Y2 COS TYZ
or Yy Yy
ow

—— = TZCOSTYZ
oy y
ow

— = XY CoS TYZ
0z

Regra da Cadeia

As regras da cadeia para fungoes de 3 variaveis sao similares as que ja vimos para fungoes de duas
varidveis. A regra mais utilizada é a similar ao caso 2 da se¢ao 5.8.2, bem como sua demonstragao:

Se z= f(x,y,z) ex =x(t), y =y(t) e z = 2(t), entao,

G _ofdr  Ofdy  0fd:

dit " ordt dy dt oz dr (5:21)


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/quadricas_hiperboloides.html
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5.12.2 Derivadas Direcionais e Gradiente

A defini¢ao de derivada direcional de uma funcdo w = f(x,y,z) é a mesma que para funcao de
duas varidveis. Pode-se provar de modo andlogo ao caso de duas varidveis, que em um ponto Fy =
(x0, Yo, 20), & derivada direcional é dada por

Dy f(Po) = Vf(Ry) -u=I|Vf(R)|cosa

onde u = (uy,us, u3) ¢ um vetor unitario e a ¢ o angulo entre o V f(Fy) e u. Assim, como no caso de
duas varidveis, como —1 < cosa < 1, o valor maximo da derivada direcional sera igual a |V f(Fp)| e
ocorre quando o vetor u estiver na direcao e sentido do gradiente. Portanto, o gradiente de f aponta
para a direcao e sentido em que a funcao cresce mais rapidamente. O sentido oposto ao gradiente
é a direcao e sentido em que a fungao decresce mais rapidamente e onde teremos o menor valor da
derivada direcional igual a —|V f(F).

Prova-se de modo anélogo ao caso de duas variaveis que o vetor gradiente V f(F) é perpendicular,
neste caso, a superficie de nivel que passa por F,.

Exemplo 5.30 A temperatura do ar em cada ponto (x,y,z) de uma sala é dada por T(z,y,z) =
22 +y% — 22 graus Celsius e a distancia é dada em metros. Um mosquito estd no ponto Q = (3,1,2).
Pede-se:

(a) Se ele voar na dire¢ao do vetor v = (1,1,1), ele estard aquecendo ou esfriando? Com qual taza
de variacao de temperatura?

(b) Em qual dire¢ao e sentido ele deve voar para que a temperatura decres¢a mais rapidamente?
Qual € a taxa de variacao?

(c) Se ele deseja voar de modo a se manter na mesma temperatura, que dire¢io ele deve sequir
inicialmente?

v
[v]

= —=(1,1,1). Como o Vf = (2z,2y,—2z), entdo,

vl
- (6.2 —4). _ 443
D.f(Q)=Vf(Q) u=(6,2—4) \/5(1,1,1)_%_ ;

Solugao: (a) Considere o vetor unitario u =

Portanto, ele estara se aquecendo na razao de %g %C
(b) O gradiente aponta a dire¢ao e sentido em que a temperatura cresce mais rapidamente, logo,
ele deve voar no sentido oposto ao do gradiente, isto é, na direcao do vetor (—6, —2,4). Nesta direcao

e sentido a taxa de variacao de temperatura é igual a

IVHQ = VPP = 5

(c) Ele deve voar inicialmente em uma diregao perpendicular ao gradiente, isto é, na dire¢do do vetor
w = (a, b, c) de tal modo que

ViQ) u=(6,1,—4)-(a,b,c) =0=6a+b—4c=0

ou seja, temos infinitas solucoes do tipo b = 4¢ — 6a. Tome, por exemplo, a = 0 e ¢ = 1 e tem-se
b =4, logo ele pode voar na dire¢do, por exemplo, do vetor w = (0,4, 1).

Geometricamente, ele deve voar, inicialmente, na direcao de qualquer reta contida no plano
tangente a superficie de nivel que passa pelo ponto (3,1, 2).



108 Cap. 5. Funcoes de Varias Variaveis

5.12.3 Planos Tangentes

Como j4 foi dito na secao anterior, mostra-se de modo similar ao caso de duas varidveis que o gradiente
de uma funcgao de trés variaveis em um ponto Py = (xo, Yo, 20) € perpendicular a superficie de nivel
que passa por Fy. Assim se a superficie tem plano tangente em F, e como o vetor gradiente

Vf(P(]) = (%(PO)> Z_ZJ;(PO)’ %(PO))

é perpendicular ao plano tangente, sua equacao, entao, sera:

Vi) - (P~ P) =06 | Ay —a0) + g—iwo)(y —w)+ L)z =0|  (522)

A reta normal a superficie de nivel S, dada por F(z,y, z) = k, em um ponto Py = (¢, %o, 20) €
a reta que passa por Py e é perpendicular ao plano tangente a S em Fy. A direcao da reta normal é,
portanto, dada pelo gradiente de F', VF(Fy). Assim, suas equagdes paramétricas sdo:

oF oF oF
x(t) :$0+%(P0)t7 y(t) :yo+a—y(Po)t7 z(1) :Zo+§(Po)t
e suas equacao simétricas:
r—o  Y—Y = 22— X0
oF - OF - OF
— (P, — (P, — (P,
() G (R) Go(R)

Observacao 5.1 Todo grdfico de uma funcio de duas varidveis z = f(x,y) € superficie de nivel de
uma fungao de trés varidveis: w = F(x,y,z) = z — f(x,y). Neste caso, tomando-se k = 0, tem-se a
equacao da superficie de nivel

F(ZE,y,Z) :Z_f(x>y) =0

Logo, o gradiente de F' no ponto F,

(G2 (P 5P G (P) = (— 5 (o). ~51

VF(P()) ((.To, yO)? 1)

g

Assim, aplicado & equacao 5.22 retorna a equacao 5.2

z = f(xo,0) + g_£<'r07 Yo)(z — x0) + g—i(%,yo)(y — %)

O proximo exemplo mostra que, as vezes, é mais facil trabalhar com a equacao da superficie de
nivel do que com uma funcao de duas variaveis.

Exemplo 5.31 Determine as equagoes do plano tangente e da reta normal ao grifico de z = 1 +

V22 + 2 no ponto Py = (1,1,1 4+ /2)

Solugao: O gréfico da fungdao z = 1 + y/z2 + y2 ¢ a parte superior do cone de duas folhas (z — 1)? =
22 + 9% Agora, considere a funcio

F(I,y,Z) :$2+y2—<2—1)2
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Logo, o plano tangente que procuramos ¢ o mesmo plano tangente da superficie de nivel
4y’ —(2-1)0=0

Como o VF = (2x,2y, —2(z — 1)) = VF(1,1,1 +v/2) = (2,2, —2v/2), a equacio do plano tangente
sera

(-1 +@y—1)—V20z—(1+v2)=0
As equacoes paramétricas da reta normal sao:

r=14+2t, y=1+2t e z=1+vV2-2V2

5.13 Exercicios

1. Determine o dominio e a imagem da funcao:

(@) flz,y) =v9—a>—y°
/0 — 22 _ 42
(b) flz,y) = LA (Respostas)
=Y
2. Dada a fun¢do f(z,y) = 2+ 3/2? + 4y2. Pede-se:
(a) O dominio e a imagem de f.
(b) As intersecoes do grafico de f com os planos z =0, y =0e z = 3.
)
)

(¢) Um esbogo do grafico de f.
(d) A equagao da curva de nivel que passa pelo ponto (3,2). Esboce seu grafico. (Respostas)

3. Seja D = {(z,y) € R* z* + y* < 1}. Dada a fungao

z? 4 o> (x,y) € D
f(z,y) =
0 (x,y) € R*\ D
Pede-se:

O dominio e a imagem de f.

As curvas de intersecao do grafico de f com os planos t =0, y =0e z = 0.

(a)

(b)

(¢) As curvas de nivel de f para z =1/2e z = 1.

(d) Um esbogo do grafico de f destacando as curvas obtidas em (b).
)

(e) Em quais pontos do R? a fun¢ao f é continua e em quais ela é descontinua? Justifique.
(Respostas)
4. Dada a fungao f(x,y) =4 — 2*> —y* . Pede-se:

(a) O dominio e a imagem de f.
(b) As curvas de interse¢ao do grafico de f com os planos z =0, y =0e z = 0.

(c) As curvas de nivel de f para z = —2,0,2,4.
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(d) Um esbogo do grafico de f destacando as curvas obtidas em (b). (Respostas)

5. Associe as funcgoes
-z = 2% — 1y (sela de cavalo)
-z = —x3 + xy? (sela de macaco)
-z = 2(—2%y + zy?) (sela de cachorro)
aos seus graficos e as suas respectivas curvas de nivel mostradas nas figuras de 5.60 a 5.65.

(Respostas)

Figura 5.63 Figura 5.64 Figura 5.65

6. Associe as fungoes
sen Ty

Yy
aos seus graficos e as suas respectivas curvas de nivel mostradas nas figuras de 5.66 a 5.71.

(b) z=e* 4 eV (c) z =cosxseny

(a) z =

(Respostas)

y
(o) £ (0,0)
7. Dada a fungdo f(z,y) = Y )

0 (z,y) = (0,0)

(a) Calcule o limite de f quando (z,y) — (0,0) através da reta y = mx, onde m € R.



W.Bianchini 111
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Figura 5.69 Figura 5.70 Figura 5.71

(b) A fungao é continua em (0,0)? Justifique sua resposta. (Respostas)
8. Seja z = f(x,y) = 1+ 42* + ¢/

(a) Determine as curvas de nivel de f para z =1, 2, 3, 4.
(b) Faca um mapa de contorno para as curvas de nivel encontradas em (a).

(¢) Determine as equagbes paramétricas da curva =, intersecao do grafico de f com o plano
z = 5.

(d) Determine a equagao do plano tangente ao grafico de f no ponto P = (3, V/3,5).
(e) Determine a equacdo da reta perpendicular ao grafico de f em P = (3, V3, 5).
(Respostas)

9. Um morro possue forma definida pelo grafico de f(z,y) = 100 — 42% — 5y

(a) Faca um desenho do morro, marcando as interse¢oes com os planos coordenados ;

(b) Se um alpinista esta no ponto A = (3,2,44), que dire¢io ele deve tomar para subir pela

parte mais ingrime do morro? Qual a taxa de variacao da altura neste ponto e nesta
dire¢ao?

(c) Se o alpinista se mover na dire¢ao do vetor v = (1, —2), ele estara subindo ou descendo?
Qual a taxa?
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(d) Em que direcao ele deve se mover para percorrer um caminho plano?

(e) Determine a equagao da curva de nivel correspondente ao ponto onde ele esta. Faca um
desenho mostrando a interpretagao geométrica da relagao entre esta curva de nivel e o
V £(3,2). (Respostas)

10. Um morro possue forma definida pelo gréifico de z = f(x,y) = 36 — 222 — 43°.

(a) Faca um desenho do morro, marcando as interse¢oes com os planos coordenados ;

(b) Se um alpinista esta no ponto A = (2,1,24), que dire¢do ele deve tomar para subir pela
parte mais ingrime do morro? Qual a taxa de variagao da altura neste ponto?

(¢) Se o alpinista se mover na diregdo do vetor v = (—3,4), ele estard subindo ou descendo?
Qual a taxa?

(d) Em que dire¢ao ele deve se mover para percorrer um caminho plano? (Respostas)

11. A superficie de um lago é representada por uma regiao D no plano xy e a sua profundidade
em cada ponto (z,y) é dada pela fun¢ao f(z,y) = 300 — 222 — 3y* (metros). Um menino esta
nadando no lago e, num certo instante, se encontra no ponto P = (4,9).

(a) Em que diregao e sentido ele deve nadar para ir para a parte mais rasa do lago?

(b) Determine a taxa de variagdo da profundidade se o menino nadar na dire¢cao do vetor

u=(3,4).
(c) Dé a equacao da curva sobre a qual o menino deve nadar para que a profundidade per-
maneca constante. (Respostas)

12. Um morro possue forma definida pelo grafico de z = f(z,y) = 16 — y* — z.

(a) Determine as curvas de nivel para z = 5, z = 10, z = 14 e z = 16. Represente-as
geometricamente.

(b) Se uma bola é colocada no ponto Q = (0,0,16), em que direcido e sentido ela caira?
Justifique.

(c) Se a bola for obrigada a percorrer uma curva C, obtida pela interse¢ao da superficie do
morro com o plano y = x, que taxa de variacao da altura ela terd ao passar pelo ponto
T = (3,3,4)? (Respostas)

13. (a) Considere a fun¢ao y = f(z) = x?. Encontre uma fun¢dao F : R — R, cuja curva de nivel
F(z,y) = 0 seja igual ao grafico de f.

(b) Considere a fungdo z = f(z,y) = z? + y?. Encontre uma funcdo F' : R®* — R, cuja
superficie de nivel F(z,y, z) = 0 seja igual ao grafico de f. (Respostas)

14. Considere a funcao w = f(x,y,z) = 2% + y* — 22

(a) Determine a superficie de nivel S que passa pelo ponto P = (3,1,2) . Determine a equagao
do plano tangente a S que é paralelo ao plano 4z + 12y — 82 +10=10

(b) Determine o ponto de interse¢ao da reta normal a superficie S que passa pelo ponto P,
com o plano y = 0. (Respostas)

15. Considere a superficie S do paraboldide z = 322 + y* — 2.
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(a) Encontre a equagao do plano tangente a S no ponto P = (1,1, 2);

(b) A superficie S do paraboldide deve ser apoiada por uma viga presa no chao (z = 0), de
tal modo que esta seja perpendicular a S no ponto P. Calcule o comprimento da viga.
(Respostas)

16. A temperatura em cada ponto de uma placa de metal é dada por

17.

18.

19.

20.

21.

16
T(x,y) = ————
(9 =12y 22

(a) Encontre a equagao da isoterma que passa pelo ponto P = (1, 1) e o gradiente neste ponto.
Esboce um desenho de ambos no mesmo sistema de coordenadas, mostrando o aspecto
geométrico;

(b) Se uma formiga esta no ponto P, qual dire¢ao e sentido ela deve andar de modo que a
temperatura tenha sua menor taxa de variacao? Qual é esta taxa?

(¢) Se aformiga se mover na diregao do vetor v = (—3,4), ela estara esquentando ou esfriando?
Qual a taxa?

(d) Se a formiga comega a se mover de modo que sua posi¢ao em cada instante seja dada por
r(t) = (V1+1t,142t), qual a taxa de variacdo de temperatura em relagdo ao tempo que
a formiga sofre 3 segundos depois? (Respostas)

Considere a superficie S de equacao 22 + 23> + 3y? = 1 e S seu gréfico.

Determine a equacao do plano tangente a S que seja paralelo ao plano x — 2y + 62 = 1.
(Resposta)

d
Considere a fungao z = f(z,y) = /422 + 10y% e que x = 5¢!~1 e y = 2Int. Calcule d—j para
t=1. (Resposta)
2
r—Y
C ) #0,0
Seja a func¢do dada por f(z,y) = Y
0 (z,y) = (0,0)
(a) f(z,y) é diferenciavel em R*?
(b) Calcule ﬂ(g(t))hzo onde g(t) = (1 — 2,2+ 1). (Respostas)

dt

Mostre que a funcao

zy(a?® — y?)
o=l g @W#00

0 (z,y) = (0,0)

tem derivadas parciais continuas em (0,0), porém, as derivadas parciais mistas ndo sdo ai
continuas.

Considere a funcao
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0
(a) Determine 32 ¢ 8_3]:

0
(b) Mostre que 8_£ e o nao sao continuas em (0,0).

(¢) Prove, utilizando a defini¢do, que f é diferenciavel em (0, 0).
22. Suponha que uma pessoa em uma festa beba x = x(t) = 0.8¢ litros de refrigerante e coma

y =y(t) = 0,2t quilogramas de bolo de chocolate apos ¢ horas. Com isso ele produz E(x,y) =
%x + 3y calorias de energia ao beber x litros de refrigerante e comer y quilogramas de bolo.

Quanta energia ele produziu apés 5 horas de festa? Qual a taxa de producao de energia em
t =57 (Resposta)



Capitulo 6

Maximos e Minimos

6.1 Extremos de uma funcao
Defini¢ao 6.1 Dada uma funcio z = f(x,y), um ponto Py = (x9,yo) € chamado de

(a) um ponto de mdximo local (relativo) de f se existir um disco aberto
D, (Ry) = {(w,y) € R* (2 — 20)* + (y — %0)* < r*}

tal que f(z,y) < f(xo,%0) para todo (x,y) € D.(Fy). O wvalor f(Py) é chamado de valor
mdzimo local (relativo) de f.

(b) um ponto de minimo local (relativo) de f se existir um disco aberto D,.(FPy) tal que f(z,y) >
f(zo,y0) para todo (z,y) € D, (Py). O valor f(Py) é chamado de valor minimo local (rela-
tivo) de f.

Se no item (a) da definicao 6.1 a condicao f(z,y) < f(zo,y0) valer para todos os pontos (z,y)
do dominio de f, entao, Py é chamado de ponto de maximo absoluto de f e seu valor de valor
maximo absoluto de f.

Se no item (b) da definigdo 6.1 a condi¢do f(z,y) > f(xo,yo) valer para todos os pontos (x,y)
do dominio de f, entao, Py é chamado de ponto de minimo absoluto de f e seu valor de valor
minimo absoluto de f.

Um valor méximo ou minimo local de f é chamado genericamente de valor extremo local de f
e o respectivo ponto é chamado de ponto extremo local de f (veja figura 6.1). Observe seu mapa de
contorno e o aspecto geométrico onde ocorrem seus pontos extremos.

Definigao 6.2 Um ponto Py = (x9,y0) € chamado ponto critico de [ se as derivadas parciais
satisfazem

af of

—(F) ==(F) =0

(R =G

ou, entao, alguma delas nao existe.

O préximo teorema nos da as condicoes necesséarias para a existéncia de extremos locais para uma
fungao z = f(x,y):

Teorema 6.1 Se f tem um extremo local em Py , entao, Py € um ponto critico de f.

Geometricamente, isto significa que se o grafico de f tem um plano tangente em (¢, yo, f (o, Y0))-
Este plano tangente é horizontal & superficie neste ponto (veja figura 6.3).
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maximo absofluto A
] maximao local

minimo focal

miinimo ahsafuto

Figura 6.1: maximos e minimos

Dem: Vamos considerar o caso em que Py é
um ponto de méximo local. Neste caso, F, tam-
bém é um ponto de maximo local para a funcao de

uma variavel g(z) = f(z,y0). Assim, sua derivada
dg

d—(xo) 8_(P0> = 0 ou nao existe. Analoga-
x

mente, para a fun¢ao h(y) = f(xo,y), conclui-se que
dh of .

%(yo) = %(PO) = 0 ou nao existe.

A demonstracao para o caso em que Py é minimo
é anéloga.

Como no caso de funcao de uma variavel, nem to-
dos os pontos criticos sao pontos extremos, mesmo que
as derivadas parciais existam. Em um ponto critico, a
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N
&),

9
2

#

Figura 6.2: mapa de contorno

Figura 6.3: plano tangente horizontal

fungao pode ter um méaximo local, um minimo, ou ainda, nenhum dos dois (veja o exemplo 6.2).

Exemplo 6.1 Seja f(z,y) = 2*> +y? — 2x — 4y + 7. Entao,

0 0
—f =2r—2 e —f =
ox dy
FEstas derivadas parciais sao nulas parax =1 ey =
2. Logo, o uinico ponto critico é o ponto Py = (1,2).
Completando o quadrado na funcao, temos

2y — 4

flz,y) =2 +9y* =20 —4y+7=(z—1)*+(y—2)*+2

como (x —1)* >0 e (y — 2)* > 0, entao, f(z,y) > 2
para qualquer (x,y). Assim, Py = (1,2) é um ponto
de minimo absoluto de f. O gréfico da fun¢ao (figura
6.4) é um paraboldide com vértice Py = (1,2, 2).

Figura 6.4: z =2 +y? — 20 — 4y + 7
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Observando as figuras 6.3 e 6.4, seria de se esperar que a natureza dos pontos criticos pudesse
ser determinada pelo estudo das funcdes f(z,yo) e f(xo,y) usando o critério da segunda derivada.
Porém, pode acontecer de uma destas funcoes ter um maximo e a outra um minimo. Vejamos o
exemplo:

Exemplo 6.2 Determine os valores extremos de z = f(x,y) = y? — 22,
Solucao: As derivadas parciais

%——Zx g—

= =2
ox ‘ dy Y

se anulam somente para v = 0 e y = 0. Portanto, o dnico ponto critico é o ponto Py = (0,0).
Acontece que o ponto (0,0) é ponto de minimo para a curva f(0,y) = y? e mdzrimo para a curva
f(x,0) = —2* (veja a figura 6.5). Este ponto é chamado de ponto de sela.

Defini¢do 6.3 Uma funcao diferencidvel f tem um ponto de sela em um ponto critico (a,b) se em
todo disco aberto centrado em (a,b) existem pontos (x,y) do dominio de f, onde f(x,y) > f(a,b)
e pontos onde f(z,y) < f(a,b). O ponto correspondente (a,b, f(a,b)) na superficie z = f(x,y) é
chamado de ponto de sela da superficie.

Figura 6.5: z = y* — 22 Figura 6.6: mapa de contorno da sela

Podemos ter ainda uma fungao, por exemplo, z = f(z,y) = 1 —x*+4xy —y? (veja que seu gréfico,
figura 6.7, é uma sela rotacionada), de tal modo que as curvas z = f(z,0) e z = f(0,y) tenham um
maximo em xy = 0 e yo = 0, sem que o ponto (g, yo) seja um maximo de f. Veja o grafico da figura
6.7 e observe que (0,0) é um ponto de minimo para a curva do grafico de f intersecdo com o plano
x=uy.

Os exemplos acima podem nos levar a pensar que se analisarmos o comportamento dos tracos do
grafico com planos perpendiculares ao plano z = 0 passando pelo ponto Py = (xg, o), poderemos
classificar tais pontos, se todas as curvas tiverem a mesma concavidade proximo ao ponto . Observe
o exemplo abaixo mostrando que devemos ter muito cuidado ao fazer este tipo de raciocinio:

Exemplo 6.3 Considere a funcio z = g(x,y) = 3x* + y* — 42%y. Observando a figura 6.9 vemos
que a intersecdo do grdafico desta funcao com um plano perpendicular ao plano xy, y = kx, € a curva
v (figura 6.10) que tem concavidade voltada pra cima, prozima & origem, para qualquer que seja o
valor de k € R. Esta observacao pode ser provada facilmente usando-se os critérios de mdzximos e
minimos locais para funcao de uma varidvel.

Isto pode nos levar a pensar que a origem € um ponto de minimo, o que nao € verdade. Observando
o grifico da funcao, vemos que ela parece ficar abaizo do plano xy para pontos sobre uma curva, que
nos parece ser uma pardbola voltada para o eixo y. Veja o grdafico da figura 6.11.
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2

Figura 6.9: z = 3z* + y? — 422y Figura 6.10: z = 32* + k?2? — 4ka?

x
-0,1 -0,05 0,08 0,1

~0,00001

~0,00002

=0,00003

=0,00004

~0,00005

~0,00006

Figura 6.11: z = 3z* + y? — 422y Figura 6.12: z = —0.75z4

Vamos determinar as equacoes paramétricas desta curva ou melhor de uma pardbola ¢ muito
proxzima desta curva. Considere a curva intersecao da superficie g com o plano vertical y =1 , isto
¢, z = 3xt+1—422. Seus pontos de minimo sao x = 0.81 e seu simétrico x = —0.81. Como a pardbola
passa pela origem e pelos pontos (0.81,1) e (—0.81,1), € facil mostrar que a curva ¢ projetada no
plano xy € a pardbola y = 1.52%. Assim, suas equagoes paramétricas sao ¢(t) = (t,1.5t%, g(t,1.5t%)) =
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(t,1.5t2, —0.75t1) e sua projecio no plano vz é dada pela equagio z = —0.75x*, como é mostrada
na figura 6.12. Assim, muito embora, os tracos do grifico de g com planos perpendiculares ao plano
xy passando pela origem tenham concavidade voltada para cima, os pontos sobre a pardbola ¢ estao
abaixo do plano xy e, portanto, a origem nao € ponto de minimo.

A sutileza esta no fato de que para a origem ser ponto de minimo, tem que existir uma vizinhanca
D, (0,0), de tal modo que toda curva de interse¢do do grafico de g com um plano vertical que passa
pela origem, tenha concavidade voltada para cima dentro do cilindro D,(0,0). Observe que neste
exemplo, qualquer que seja o disco aberto D,.(0,0), sempre existe um ponto (sobre a parabola ¢) em
que o valor de g neste ponto é menor que zero.

O teorema a seguir nos da condigoes suficientes para extremos locais:

Teorema 6.2 Teste da Sequnda Derivada: Suponha que f tenha derivadas parciais de sequnda ordem
continuas em um disco aberto com centro em um ponto critico (a,b) de f. Denotemos por

A= fu(a,b), B=fylab), C=Ff, e D=B"—AC
(a) Se D <0 eA>0, entao, (a,b) é um ponto de minimo local de f
(b) Se D <0 e A<0, entdo, (a,b) é€ um ponto de mdzimo local de f
(c) Se D >0, entao, (a,b) é um ponto de sela.

Dem: Iremos demonstrar o item (a). Os items (b) e (c¢) tem demonstracoes semelhantes.

A idéia é provar o que dissemos no final do exemplo da secao anterior, isto é, que existe uma
vizinhanga D,.(a,b), de tal modo que, para qualquer ponto P de D, (a,b), a curva C' de intersecao do
grafico de f com o plano vertical que passa por P tenha concavidade voltada para cima no intervalo
de comprimento 2r. Para isso, vamos calcular a derivada segunda direcional de f na direcao do vetor
unitario u = (uy, us). A derivada de primeira ordem é:

Dy f = faur + fyug
e a derivada segunda é

ODuf) — 0(Duf)
ox Ut oy

= fmu% + 2focyu1u2 + fyyug

Uy = ((faatts + fyato)ur + (faytn + fyyua)us

Completando o quadrado em u; na tdltima expressao obtemos

fxyu2)2 N u%( a,2'y - fa:mfyy)
fxm fxm

Como f,, e gy — fzafyy sa0 funcgoes continuas e estamos supondo que A >0 e D < 0, existe um
disco aberto D,(a,b), tal que, f,, > 0 e D(x,y) < 0, para todo ponto (z,y) pertencente a D, (a,b).
Portanto, D2f > 0 para todo ponto (x,y) pertencente a D,(a,b). Isso implica que se C' é uma
curva obtida pela intersegdo do gréafico de f com o plano vertical que passa por (a,b) na dire¢ao de
u = (ug, uz), entdo, C tem a concavidade voltada para cima no intervalo de comprimento 2r. Como
isto é verdade na dire¢do de qualquer vetor u = (uj,us), o grafico de f restrito ao disco D,(a,b)
estard acima do plano horizontal tangente a f no ponto (a,b, f(a,b)). Logo, f(a,b) < f(z,y) para
todo (x,y) em D,(a,b). O que mostra que (a,b) é um ponto de minimo local de f.

Observacgao: Se D = 0, o teste nao fornece informacdo (exemplos 6.3 e 6.6). A fungao pode ter
um maximo, um minimo, um ponto de sela.



120 Cap. 6. Maximos e Minimos

Exemplo 6.4 Determine e classifique os pontos criticos da funcao

flz,y) =22 —ay+y* — Ty

Solucao: Tem-se
fe=4r -y e fy=—ax+2y—7

Para encontrar os pontos criticos resolvemos o sistema de equacoes
de—y=0 e —x+4+2y—7=0
Da primeira equacao, y = 4x e substituindo na sequnda obtemos x = 1 e, assim, y = 4. Logo, o

unico ponto critico € P = (1,4).
As derivadas parciais de sequnda ordem sdo

Jez =4, fyu=2 e fyy=-1

e, portanto, A=4, B=-1,C=2eD=1-42=-7<0
Logo, pelo teste da sequnda derivada, o ponto (1,4) é ponto de minimo local.

Exemplo 6.5 Determine e classifique os pontos criticos da funcao
f(z,y) = 2° + 3zy* — 150 — 12y

Solucao: Tem-se
fo=322+3y*—15 e f,=06ry—12

Resolvendo o sistema de equagoes
3224+ 32 —15=0 e 6zy—12=0
obtemos quatro pontos criticos
P =(12), PB=(21), P=(-1-2), e P=(-2-1)
As derivadas parciais de sequnda ordem sao

fow =62, fyy=06x,e foy =06y

Ponto critico B? — AC A
P 122 -6.6 >0 sela
b 62 —12.12 <0 12 >0 | minimo local
Py (—12)? — (=6).(—6) > 0 sela
Py (—6)* — (—12).(=12) < 0 | =12 < 0 | mdzimo local

Veja o grifico de f (figura 6.13) e observe em seu mapa de contorno (figura 6.14) o aspecto
geométrico onde ocorrem 0s pontos de mdzrimo e minimo e os pontos de sela.

O exemplo a seguir mostra que o teste nao se aplica.

Exemplo 6.6 Determine e classifique os pontos criticos da funcao f(z,y) = x* + y*
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Figura 6.13: z = 23 + 3xy? — 152 — 12y
Solugao: Resolvendo o sistema
00—
Je = 4o’ = 0, e fy - 4y3 =0 400 :::"!\“" "’ﬂrj'
- iy PRAREE T
obtém-se o ponto P = (0,0). Calculando-se as derivadas - \\\\“\\p ‘W—""" II““I, ’/
de segunda ordem \\\\\\\\\‘”"‘m ,’,, , ”/
200- i
Joe = 12127 fxy =0 e fyy = 1292 1 ‘M‘."" ',,, ”’I
" Wy
tem-se que no ponto P = (0,0) B?> — AC = 0 e, portanto, - \3‘\”'%%”'
nada se conclui pelo teste da segunda derivada. Porém, i R
podemos ver f(0,0) =0 < f(z,y), para qualquer (z,y) # ) 2 0
(0,0). Logo, P = (0,0) é ponto de minimo absoluto (figura v ’
6.15). Figura 6.15: z = 2* + y*
1
Exemplo 6.7 Determine e classifique 0s pontos criticos da funcao z = f(x,y) = ng + ﬂ?ﬁ —

14 2
n! "

Solucao: Resolvendo o sistema de equacoes

3 1 1
L =—2x=0 = y+ -y —=9y°=0
f x e fy=gytgy—gy
obtém-se os pontos
P =(0,0), P,=(0,-3), P3;=(0,4)
Calculando as derivadas de segunda ordem
3 1 3
Jez==2, [fou =0 e fyyzé‘f’zy—g?f
tem-se a tabela:
Ponto critico B? - AC A
P 0—(-2).2>0 sela
Py 0—(-2).(-%) <0 | =2 < 0 | maximo local
Py —(=2).(—%) <0 | =2 <0 | méaximo local
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Figura 6.16: z = 3y* + 5;° — 55y* — a? Figura 6.17: Mapa de contorno

Exemplo 6.8 Determine as dimensoes do paralelepipedo retangular que tem trés faces sobre os pla-
nos coordenados e um vértice no primeiro octante sobre o plano ¥ +y + z = 1, que tenha volume

mdzximo (veja a figura 6.18)(@

Solucao: Como queremos encontrar um paralelepipedo de vo-
lume méximo, podemos considerar o paralelepipedo de arestas L
x>0,y >0ez >0, pois caso contrario o volume seria zero. Seu
volume é V = zyz. Como o vértice P = (z,y, z) estd no plano
r+y+2z=1, tem-se que z = 1 —x — y e, portanto, o volume V' o,
se torna uma funcao de 2 varidveis 0,

V=V(z,y) =ay(l —z —y) = a2y — 2’y — zy’

Assim, para encontrar seus pontos criticos, resolvemos as equa-

coes 08

——

Veo=y—22y—1y*=0 e Vy:x—xQ—Q:L’y:O

Figura 6.18
obtendo
1 1
r=- e =-
3 ° Y73
Calculando as derivadas de segunda ordem
Ve =2y, Vyp=1-22-2y, e V, =22
tem-se ) )
1 2 2
B*—AC=(=) - (=) <0 A=--<0
(5) () <0 v 2=
Pelo teste da derivada segunda, o ponto (%, %) é um ponto de maximo local e como temos um tnico

ponto critico, pela propria natureza do problema, este ponto é, também, absoluto.

Como z=1—x—y, para x = % ey = %, tem-se que z = % Portanto, o paralelepipedo de arestas
r= %, Yy = % ez = % é o paralelepipedo de volume méximo.

Neste exemplo maximizamos a func¢ao volume V = zyz com a condicao de que x +y + z = 1.
O que fizemos foi substituir a variavel 2 =1 —x —y em V = zyz e resolver um problema de duas
variaveis x e y.


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/paralelepipedo.html
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Na proxima secao veremos o Método dos Multiplicadores de Lagrange para encontrar os extremos
de uma fun¢do w = f(x,y,z), com a restricdo de que os pontos (z,y,z) satisfacam a condigao

g(z,y,2) = 0.

6.2 Maximos e Minimos Condicionados

6.2.1 Multiplicadores de Lagrange para funcoes de 2 variaveis

0,

Nesta secao apresentamos, a técnica dos Multiplicadores de Lagrange para determinar os pontos
de maximo ou minimo de uma fungao z = f(x,y) com a restricdo de que os pontos (z,y) satisfacam
a condicao g(z,y) = 0. Geometricamente, isto significa que ao invés de procurarmos os pontos
extremos de f em todo o plano R?, estaremos procurando apenas sobre uma curva C dada pela
equagao g(z,y) = 0.

Para resolver um problema deste tipo podemos, a principio, tentar resolver a equacao g(z,y) = 0
para y = ¢(z) ou x = ¥(y) e, entdo, resolver um problema de otimizacao de uma fungao de uma
variavel z = f(z,¢(z)) (ou z = f(¥(y),y)). Caso isto nao seja possivel ou seja muito trabalhoso,
utilizamos a técnica dos Multiplicadores de Lagrange que é baseado no seguinte resultado:

“Se P = (g, o) € um ponto extremo de z = f(x,y) sobre a curva C, dada por g(z,y) = 0, entdo,
o Vf(P) é paralelo ao V g(P).”

Geometricamente ¢ facil ver a validade desta proposicao. Observe em particular o grafico da figura
6.19. Como estamos procurando os pontos extremos de f restritos & curva C, quando percorremos
esta curva os valores de f aumentam até a curva de nivel f = 50 no ponto de contato P e depois
voltam a diminuir. O ponto de contato P entre as duas curvas C' e f = 50 é exatamente o ponto
onde as curvas se tangenciam. Logo, as duas curvas tem uma reta tangente em comum e, portanto,
o gradiente de f em P, Vf(P), é perpendicular a esta reta tangente e, assim, a curva C. Como o
Vg(P) também é perpendicular a esta tangente, segue que os dois vetores sdo paralelos, como mostra
a figura 6.20.

Figura 6.20
Figura 6.19

Este argumento geométrico pode ser provado como segue:


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/max_min_cond.html
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Suponha que a curva C' tenha uma parametrizagao proxima a P: r(t) = (x(t),y(t)) e que ¢, seja
o parametro onde r(ty) = P. Ao calcularmos os valores de f sobre a curva C, obtemos a funcao
composta

h(t) = f(x(t), y(t))
Como f tem um valor extremo em P = (xq, o), segue que h tem um valor extremo em t, e, portanto,
R (ty) = 0. Assim, se f for diferenciavel, pela Regra da Cadeia, tem-se que

0 0
0 = (1) = 2 an, ) G 0) + 5 o) ) = () S o)) - (G, )

T dt
= Vf(zo,y0) - 7' (to)

Isto mostra que o vetor gradiente V f(P) é perpendicular ao vetor r/(ty), tangente a curva C' em P.
Como a curva C' dada por g(x,y) = 0 é uma curva de nivel de uma funcao z = g(z,y), o gradiente
de g em P, Vg(P), também ¢ perpendicular a 7/(ty). Logo, os vetores Vf(P) e Vg(P) sao paralelos.
Portanto, existe um nimero A € R, tal que,

V/(P) = AVg(P) (6.1)

Observagao: Na demonstra¢ao acima fizemos vdrias suposicoes. A primeira foi o fato da curva
C ter uma parametrizacao. FEste fato € garantido pelo Teorema da Funcao Implicita, desde que o
Vg(P) # 0. Outra hipdtese foi de que f seja diferencidvel. Assim, o resultado exposto acima pode
ser formulado mais precisamente como:

Teorema 6.3 Sejam z = f(x,y) e z = g(x,y) funcdes diferencidveis. Se o extremo de f sujeita a
restricao g(x,y) = 0 ocorre em um ponto P onde Vg(P) # 0, entdo,

Vf(P)=AVyg(P) (6.2)
para alguma constante real \.

O nimero A\ é chamado multiplicador de Lagrange. Assim o procedimento para encontrar pontos
extremos absolutos, se existirem, de uma fun¢ao z = f(z,y) sujeita a restricao g(x,y) = 0 se resume
a:

Método dos Multiplicadores de Lagrange para funcoes de 2 variaveis:

(a) Determinar todos os valores de x, y e A, tais que,

Vf(r,y) =AVg(r,y) e glz,y)=0 (Vg#0)

ou seja, resolver o sistema de 3 variaveis:

([ 9f _ 9%
ox - ox
of  _ 9
y dy

 9(zy) = 0

(b) Calcule os valores de f em todos os pontos (z,y) encontrados em (a). O maior valor sera
o valor maximo de f e o menor o valor minimo de f.
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Lembre-se de que pelo Teorema dos Valores Extremos, a existéncia dos extremos absolutos so6
ocorrera se o conjunto dos pontos que satisfazem a restri¢do g(z,y) = 0 formarem um conjunto
fechado e limitado.

Nao existe uma regra geral para resolver o sistema acima, como veremos nos exemplos a seguir.

Exemplo 6.9 Determinar os extremos da funcao z = f(x,y) = 22 +y? — 2z — 2y + 3 sobre a curva
C:42?—8r+1y>—2y+1=0

Solucao: Completando os quadrados em am-
bas as equacbes acima, vemos que trata-se de
encontrar os extremos de um parabolbide

z=1+(x—-1)*+(y—1)°
sobre uma elipse

(y — 1)
4

Observando a figura 6.21 vemos que esta funcao
terd 4 pontos extremos, sendo 2 de maximo e 2
de minimo.

Aplicando o método dos multiplicadores de
lagrange, temos que resolver o sistema

(x—1)*+ =1

21‘—2:)\(833—8) x_1:4)\(xF_igP)ra 6.21
2y—2=A(2y—-2) = y—1=Ay-1)
4a® —8r+y* =2y +1=0 4a® —8r+y* =2y +1=0

Da segunda equagdo, tem-se que se y # 1, entdo, A = 1. Substituindo este valor na primeira
equacao, tem-se x = 1. Substituindo este valor na terceira equacao, encontra-se y = 3 e y = —1.
Assim, encontramos os dois primeiros pontos

Plz(l,g) e sz(l,—1>

Agora, se y = 1, substituindo-se na terceira equac¢ao encontramos x = 2 e x = 0. Logo, encontramos
os outros dois pontos
P3:<2a1) e b= (071)

Como

f(P)=f(P)=5 e [f(P)=f(P)=2
segue que os pontos P, = (1,3) e P, = (1, —1) sdo de maximo e os pontos P; = (2,1) e P, = (0,1)
sao de minimo.

Exemplo 6.10 Determinar os extremos da funcdio z = f(z,y) = 2> + (y — 2)? sobre a hipérbole
C:22—y*=1

Solugao: O problema consiste em determinar os pontos de um paraboléide z = 22 + (y — 2)? nos
quais se obtém o menor valor sobre a hipérbole C' : 22 — y? = 1. Veja a figura 6.22, representativa
deste problema. Neste caso nao temos pontos de maximo e, sim, apenas de minimo.

A restrigao pode ser escrita como g(z,y) = 2* —y* —1=0
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Aplicando o métodos dos multiplicadores de Lagrange
temos que resolver o sistema

2v =2)\x rT=Ax
20y —2)=-2\y <= < y—2=-X\y
22—y —1=0 22—y —1=0

Como os pontos pertencem a hipérbole 2 — y? = 1, isto
implica que = # 0, logo, da primeira igualdade do sistema
tem-se que A = 1. Substituindo-se na segunda igualdade,
obtém-se y = 1. Assim, da terceira igualdade obtém-se
T = \/5 exr = —\/5. Portanto, encontramos 2 pontos que
satistazem o sistema:

Figura 6.22

P=(21) e P=(—-V21)
e f(P1) = f(P2) =3

Geometricamente se observa que P, e P, sao os pontos de minimo e que nao temos pontos de
méximo. Para uma demonstracao algébrica tem-se que mostrar que

F(V24+h1+k) > f(V2,1)=3

e que
F(=V24h1+k) > f(V2,1) =3
para quaiquer valores de h e k para os quais os pontos (j:\/§ + h,1 + k) pertence a hipérbole
C:2?—y*=1
De fato, mostremos para a primeira desigualdade (a segunda é analoga):

FOV24+ 014k =(V24+h)?+ (1 +k—2)%=3+2V2h+ h? — 2k + k°
Agora, como (/2 + h, 1+ k) pertenca a hipérbole C' : 22 — y? = 1, tem-se
(V24+h)?—(1+k)?=1=-2k=k —2V2h—h®

logo,
FOV2+h1+k) =3+2V2h+ W+ K2+ k> —2V2h — h® =3+ 2k* > 3

para qualquer valor de k.

6.2.2  Multiplicadores de Lagrange para funcoes de 3 varidveis e uma
restricao

A determinacao dos pontos extremos de uma funcdo de 3 variaveis w = f(z,y, z) com a restri¢ao
. - 0 4 and varidvel .
de que z,y e z satisfacam a condicao g(z,vy, z 0 é analoga ao caso de 2 variaveis, com a diferenca
que o sistema a ser resolvido é um sistema de 4 variaveis com 4 incognitas z, y, z e A:
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Método dos Multiplicadores de Lagrange para fungoes de 3 variaveis com uma restricao:

(a) Determinar todos os valores de x, y, z e A, tais que,

Vi(r,y,2) =AVg(z,y,2) e g(z,y,2) =0 (Vg#0)

ou seja, resolver o sistema de 4 variaveis:

(9 _ Y
ox - ox
of  _ 9
4 0y dy
af N
2 - o
L 9(z,y,2) = 0

(b) Calcule os valores de f em todos os pontos (x,y, z) encontrados em (a). O maior valor sera
o valor maximo de f e o menor o valor minimo de f (supondo que estes pontos extremos
existam!).

Neste caso, a interpretacao geométrica é a de que estamos procurando os pontos extremos de f
sobre uma superficie de nivel g = 0.

Exemplo 6.11 Determinar o paralelepipedo retangular de volume mdzimo inscrito em uma esfera
de raio a.

Solugao: Considere uma esfera de raio a com centro na
origem e um paralelepipedo retangular com faces paralelas
aos eixos coordenados conforme figura 6.23 (O problema
independe do referencial). Como as faces do paralelepipedo
que estamos vendo cortam os eixos coordenados nos pontos
(2,0,0), (0,4,0) e (0,0,z) o volume do paralelepipedo é
dado por V(zx,y, z) = 8xyz com a restri¢ao de que o ponto
P = (z,y,z) pertenca a esfera de raio a, i.6., satisfaz a
condicao 2> + 9> + 22 = a®, comxz > 0,y > 0e 2z >
0. Aplicando o métodos dos multiplicadores de Lagrange
temos que resolver o sistema

S8yz = \2x doryz = Aa?
8rz = A2y dryz = Ay
8xy = A2z deyz = A2?
24yt +2? = a? 22 +y?+22 = a® Figura 6.23

Vemos que Az?2 = Ay? = Az? e como A > 0, pois caso
contrario terfamos ou x ou y ou z igual a zero, temos que x = y = z. Substituindo na quarta

- a , U . .
equacao, obtemos x = % Portanto, o paralelepipedo com volume méximo inscrito em um a esfera
8v/3a3

. . a ,
de raio a tem arestas de comprimento — e seu volume é 9

V3
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6.2.3 Multiplicadores de Lagrange para
restricoes

Suponha agora, que queiramos determinar os pontos ex-
tremos de uma funcao de 3 variaveis w = f(z,y, z) sujeita
as restrigoes g(x,y,2) =0 e h(x,y,z) =0.

Geometricamente, isto significa que estamos procu-
rando os pontos extemos de f sobre uma curva C, que
é a intersecao de duas superficies de nivel g = 0 e h = 0.
Mostra-se, de modo analogo ao caso de duas variaveis, que
se f tem um ponto extremo em P = (xg, %o, 20), 0 V f & or-
togonal & curva C'em P. Como, também, os gradientes Vg
e Vh sao ortogonais as superficies de nivel g =0 e h =0,
respectivamente, eles sao ortogonais a curva C. Supondo
que estes vetores nao sejam paralelos e nem nulos, o gradi-
ente V f(P) pertence ao plano determinado pelos gradien-
tes Vg(P) e Vh(P) (figura 6.24). Assim, existem constan-
tes A e u, chamados de Multiplicadores de Lagrange, tais
que,
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funcoes de 3 variadveis com 2

-

e

vf
pZ

Yh

k=0

z=0

Figura 6.24

Vf(P)=AVg(P)+ uVh(P)

Neste caso o método do multiplicadores de Lagrange se resume a resolver um sistema de 5 equagoes

e b incognitas x, y, 2, A e u:

(Vg # 0, Vh # 0 e ndo paralelos), ou seja, resolver

o valor maximo de f e o menor o valor minimo de
existam!).

Método dos Multiplicadores de Lagrange para fungoes de 3 variaveis com duas restricao:

(a) Determinar todos os valores de x, y, z, A e p, tais que,

Vi(x,y,2) = AVg(z,y,2) + uVh(z,y,2) e g(zx,y,2) =0,h(z,y,2) =0

(9 _ %
ox - ox
of  _ 9
dy Oy
{
of  _ 9
0z 0z
g(z,y,2) = 0
| A(z,y,2) = 0

(b) Calcule os valores de f em .todos os pontos (x,y, z) encontrados em (a). O maior valor serd

o sistema de 5 equacoes e 5 variaveis:

oh

H 0w
oh
"oy
oh
+M&

f (supondo que estes pontos extremos

Exemplo 6.12 Considere a curva ~y intersecgao do plano x+2y+ 2z =1 com o cilindro % +22=1.
Determine as distancias mdrima e minima dos pontos de v ao plano y = 0.

Solugao:Determinar os pontos da curva 7 que dao a maio

r e a menor distancia ao plano y = 0 ¢

determinar os pontos que tem o maior e o menor valor de |y|. Isto é equivalente a determinar os
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pontos extremos da fun¢ao g(z,y,z) = \/?, 0 que é equivalente a determinar os pontos extremos
da funcao f(z,y, z) = y* com duas restri¢oes: r +2y+z2z=1e % +22=1

Aplicando o método dos multiplicadores de Lagrange para duas restricoes, temos que resolver o
sistema de 5 equagoes e 5 incognitas x, y, z, A e

4 — l ( l =
gy_—AQ—)\i_ > itzﬂx " y+zpe =0
B N y+2uz=0
0=\ 4+ pu2z A+2uz=0
< =
r+2y+z=1 < r+2y+z=1 3;2—1—23;4—2 L
2 2 2
r 2 _ z 2 _ — 42z =1
(7Pt (3ot .

Pela primeira e segunda equagoes, tem-se pu(x —4z) = 0. Entdo, p = 0 ou xz = 4z. Sep =0 a
primeira equagao também implica que y = 0. Com isto, resolvendo o sistema

r+z = 1
2

T 2

il - 1
4—1—2

obtém-se as solucoes:

ou seja, encontramos 0s pontos

577 5
Agora, se x = 4z. Substituindo-se na ultima equagao obtém-se
1 4
z=%t— e z=+—7
V5 V5
Substituindo estes valores na equacao x + 2y + z = 1 obtém-se os pontos
4/5 1-v5 Vb 4/5 1+v5 V5
P3 = T s T e € P4 = T [
5 2 5 5 2 5

8 3
P =(0,0,1) e P2:<—0——>

Obviamente, como os pontos P; e P, estao
no plano y = 0, eles sao os pontos de minimo e o
ponto P, é o ponto de maximo, pois tem o maior
valor de y.

A figura 6.25 mostra a curva -, intersecao do
plano z+2y+2z = 1 com o cilindro §+z2 =1le
os pontos encontrados na resolucao do sistema
dado pelo método dos multiplicadores de La-
grange.

Figura 6.25
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6.3 Maximos e Minimos em regioes fechadas e limitadas

A determinagao de pontos extremos de uma funcao de uma variavel y = f(x) em intervalos da reta
depende de o intervalo ser fechado ou aberto, limitado ou ilimitado. A garantia da existéncia de
pontos extremos ¢ dada pelo Teorema dos Valores Extremos:

“Toda fungao continua y = f(x) definida sobre um intervalo fechado e limitado [a,b] tem mdzimo
e minimo neste intervalo.”

No caso de funcoes de duas varidveis a extensao do teorema acima depende da extensao dos
conceitos de intervalo fechado e limitado para regioes fechadas e limitadas do plano.

Definicao 6.4 (Ponto interior e conjunto aberto) Um ponto (x,yo) € chamado de ponto interior de
um conjunto A € R? se existir um disco aberto com centro em (xg,vo) € raio r

D, (x0,y0) = {(z,y) € R% (x — 20)® + (y — p0)* <’}

que esteja totalmente contido em A
Um conjunto A € R? € dito aberto se todos os seus pontos forem interiores.

Defini¢ao 6.5 (Fronteira e conjunto Fechado) Um ponto (xo,yo) estd na fronteira de um conjunto
F € R? se qualquer disco aberto com centro em (xq,yo) € raio r

D, (x0,y0) = {(z,y) € R% (z — 20) + (y — p0)* <’}

contém pontos de F e do complementar de F', R*\ F.
Um conjunto ' C R? é chamado fechado se ele contém todos os pontos de sua fronteira. Isto é
equivalente a dizer que um conjunto F € fechado se o seu complementar R\ F for aberto.

Definigao 6.6 (Conjunto Limitado) Um conjunto M C R? € dito ser limitado se existir um disco
aberto D,.(0,0), tal que, M C D,(0,0).

Teorema 6.4 (Teorema dos valores extremos) Toda fungdo continua z = f(x,y) definida num con-
junto fechado e limitado D C R? tem mdximo e minimo absoluto em D.

Como no caso de funcao de uma variavel o teorema dos valores extremos garante a existéncia
de pontos de méximo e minimo absoluto mas nao fornece um critério de localizacao. Porém, como
estamos procurando pontos de maximo ou minimo em um conjunto D, fechado e limitado, estes
pontos estarao no interior do conjunto D ou na sua fronteira. Logo, estamos procurando dentre os
pontos criticos do interior de D e os pontos de maximo e minimo da fronteira de D. Ai é s6 comparar
os valores da funcao nestes pontos e verificar dentre eles quais os que dao o valor minimo e quais os
que dao o valor maximo da fun¢ao. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 6.13 A temperatura em uma placa de metal D € dada por

T(x,y)=a>+y* —2r — 2y + 3
Determine os pontos de maior e menor temperatura na placa D se:
(a) D={(z,y) eR}0<z<2e0<y<3}

(b) D € a regiao fechada limitada pela elipse E = {(x,y) € R* 42> + y*> — 8z — 2y + 1 = 0}.



W.Bianchini 131
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Figura 6.26 I ¥yl

Figura 6.27

Solugao: (a) Trata-se neste caso de procurar os pontos de maximo e minimo do paraboloide
z=T(z,y) =2>+y*—2x —2y+3=(r—1)>+ (y — 1)? + 1 sobre o retangulo R (figuras 6.26 e

6.27).
Primeiro determinamos os pontos criticos de 7" no interior de R resolvendo o sistema:
oT oT
— =2r—-2=0 ¢ —=2y—2=0
ox . Jy 4

e obtendo a solugdo x = 1 e y = 1. Verificamos que o ponto critico P; = (1, 1) pertence ao interior
do retangulo R. Aplicando o teste da derivada segunda verifica-se facilmente que ele é um ponto de
minimo local, o que pode ser visto na figura 6.27.
Agora, determinamos os pontos de maximo e minimo de 7" sobre os lados [y, ls, I3 e 4 do retangulo
R. Sobre estes lados, a funcao T passa a ser funcao de uma variavel restrita a intervalos fechados.
Logos seus pontos de maximo e minimo se encontram no interior ou nas extremidades de cada lado.
Observando a figura 6.27, vemos que a funcao 7' restrita aos lados de R sao parabolas voltadas

para cima, portanto, seus pontos criticos sao pontos de minimo.
Sobre o lado [}

d
z:T(x,y):T(x,O):x2—2x+3:>d—Z:2:c—2:O:>a::1
T

Sobre o lado [,

d
z:T(2,y):y2—2y+3:>d—zz2y—2:0:>y:1
Y
Sobre o lado (3
z:T(x,3):x2—2x+6:>%:2:13—2:0:>le
x
Sobre o lado 4
d
z:T(O,y):y2—2y—|—3:>d—z:2y—2:0:>y:1
)

Assim obtemos os pontos
P, =(1,0), P3;=(2,1), Py=(1,3) e P;=(0,1)
Comparando os valores de T" nos pontos encontrados e nos pontos dos vértices de R

Ps=(0,0), P;=(2,0), Pi=(23) e Py=(0,3)
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temos
TP)=1, T(P)=2, T(P) =2, T(P)=5, T(P)=2, T(F)=TP)=3 e

T(Ps)=T(Py) =6

Portanto, o ponto de minimo absoluto é o ponto P; e os pontos Pz e Py sao pontos de maximo
absoluto, como pode ser observado na figura 6.27.

(b) Para determinar os pontos de méaximo e minimo da fungao T sobre a regidao F limitada pela
elipse 422 + y? — 8z — 2y + 1 = 0, primeiro, verificamos que os pontos criticos de T' encontrados no
item (a) que é o ponto P; = (1,1) pertence ao interior da elipse. Para verificar isto basta completar
os quadrados na equacao da elipse e encontrar sua equacao reduzida

2
(x—1)*+ =17 =1
4
e vermos que o ponto P; é o centro da elipse (figura 6.28). Portanto, nos resta determinar os pontos
extremos de T sobre a elipse 4(x — 1)* + (y — 1)* = 4 (figura 6.29. Para isto aplicamos o método dos
multiplicadores de Lagrange. Resolvendo o sistema:

20 —2 = \(8z —8) r—1=4\(z—1)

20 —2=X(2y —2) = y—1=XA(y—1)

4?2 +y? =8 —2y+1=0 42 +y? =8 —2y+1=0
1

Se r —1 # 0, da primeira equacao tem-se A = 1 Substituindo na segunda equacao encontra-se y = 1

e substituindo este valor na terceira equacao, obtém-se z = 0 ou x = 2. Assim, obtemos 0s pontos
P22(0,1> € P3:(271)

Agora, se t — 1 =0 = x = 1. Substituindo este valor na terceira equacao obtém-se y =3 e y = —1.
Assim, obtemos os pontos
P4:(1,3) e P5:<1,—1)

Calculando os valores de T nos pontos encontrados, tem-se:

Logo, sobre a regiao £ o ponto P; é de minimo absoluto e os pontos P, e P5; sao de méximo.

6.4 Exercicios
1. Determine e classifique os pontos criticos da funcao

(a) z2=2°+y'—5r — 32y — 3
(b) 2z =3z — 23 — 3xy?

28

(c) z:€—§+y2—2xy+a:2
(d) z =2 —y* — 222 +29°

() z =2y —3a* — 62y + 15 (Respostas)
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T 77
1 [z
/
-1 |

Figura 6.28: 4(x —1)*+ (y — 1)* =4

Figura 6.29

2. Uma caixa retangular é colocada no primeiro octante, com um de seus vértices na origem e
trés de suas faces coincidindo com os trés planos coordenados. O vértice oposto a origem esté
no plano de equacao x + 2y + 3z = 6 . Qual é o volume maximo possivel de tal caixa? Quais
suas dimensoes? (Resposta)

3. Deve-se construir uma caixa retangular sem tampa de 24 cm? de volume. O custo do material
a ser utilizado & de R$8,00 por cm? para o fundo, R$3,00 por cm? para um par de lados
opostos e R$2,00 para o outro par de lados opostos. Determine as dimensdes da caixa que
minimizem o custo. (Resposta)

4. Determine o retangulo de drea maxima inscrito em uma circunferéncia de raio R dado.

(Resposta)
5. Ache o volume do maior paralelepipedo que pode ser inscrito no elipsoide
4a% + 36y° + 92° = 36
cujas arestas sejam paralelos ao eixos coordenados. (Resposta)

6. Determine os pontos do plano 3x + 2y + z — 14 = 0 que estao mais proximos da origem.
(Resposta)
7. A temperatura em cada ponto do espago é dada por T'(x,y, z) = zy+2?. Uma pulga amestrada

anda sobre a curva de intersecdo do plano y — z = 0 com a esfera 22 + % + 22 = 4. Quais sdo
as temperaturas maximas e minimas encontradas pela pulga? (Resposta)

8. Uma regiao D é limitada pelas retas * —y = —2,v —y =2, x +y = —2ex+y = 2. Se
T(z,y) = 22? + y* — y é a temperatura em qualquer ponto (z,y) € R?. Ache o ponto mais
quente e mais frio da regido. (Resposta)

9. Considere a funcao f(z,y) = —52° +x — 3y> + 3

(a) Determine e classifique os pontos criticos de f ;
(b) Determine os pontos de maximo e minimo de f sobre o circulo (x +2)? +4* =4 ;

(c) Determine os valores maximo minimo de f no disco D = {(z,y); (z + 2)* + y*> < 4} e os
pontos onde estes valores ocorrem. (Resposta)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Cap. 6. Maximos e Minimos

1 5)
Considere a funcdo f(x,y) = 2y* — 8y + gx?’ + 5902 — 6x + 8.

(a) Determine e classifique os pontos criticos de f ;
(b) Determine os pontos de maximo e minimo de f sobre a elipse (z +2)? +y?> =4 ;

(c) Determine os valores maximo minimo de f sobre a regiao
D = {(z,y) € R* (x — 1)*+ (y — 2)> < 9} e 0s pontos onde estes valores ocorrem.

(Respostas)

Determine o volume maximo de uma caixa retangular, de faces paralelas aos planos coordena-
dos, que pode ser inscrita no elipsoide 1622 + 4y? + 9y? = 144. (Resposta)

Em relacao ao sistema de coordenadas cartesianas, uma pessoa esta na origem, no interior de
uma praca, cujo contorno é uma curva de equacao 3z% + 4xy + 6y? = 140. A que ponto do
contorno a pessoa deve se dirigir ao sair da praca, para caminhar o menos possivel? (Resposta)

Considere o plano ax + by + cz = 1, onde a, b, e ¢ sao positivos. Determine a, b, e ¢ de modo
que o plano contenha o ponto (1,2, 3) e tal que o tetraedro formado por este plano e os planos
coordenados tenha volume méaximo. (Volume do tetraedro = area da base x altura x 1/3)

(Resposta)

Ar quente circula por um secador de graos de formato cilindrico com raio de 1 metro. A
temperatura do ar na saida do secador em um ponto (z,y) da se¢ao transversal da tubulagio
de descarga do secador, com origem no centro da tubulagao, é dada pela funcao

T(x,y) = 64(32% — 22y + 3y* + 2y + 5)
Encontre a maior e a menor temperatura na secao de saida do secador. (Resposta)
Determine os valores méximo e minimo absolutos da funcao
fla,y) = dyPe

na regido retangular de vértices Py = (—2,2), P, = (2,2), Py = (2,-2) e Py = (—2,-2).
(Resposta)



Apéndice A

Conicas em Calculo

Circunferéncias, elipses, hipérboles e parabolas sao chamadas de se¢oes conicas ou simplesmente
de comnicas, porque podem ser obtidas como intersecoes de um cone de folha dupla com um plano
como mostram as figuras A.1, A.2, A.3 e A.4, respectivamente. Se o plano passa através do vér-
tice do cone de folha dupla, entao, a intersecao é um ponto, um par de retas ou uma reta, como
mostram figuras A.5, A.6 e A.7, respectivamente. Estas, sao chamadas de conicas degeneradas. As
demonstracoes destes fatos podem ser vistas, por exemplo, na pagina do Prof. Ricardo Kubrusly
(http://www.dm.im.ufrj.br/ risk /diversos/conicas.html) e se baseiam nas definigdes geométricas des-

tas curvas. !)

Figura A.1: Circunferéncia Figura A.2: Elipse Figura A.3: Hipérbole

Figura A.4: Parabola Figura A.5: Um ponto Figura A.6: Um par de retas

135
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Figura A.7: Uma reta Figura A.8

A.1 Parabola

Uma parabola é o lugar geométrico dos pontos em um plano cuja distancia a um ponto fixo F,
chamado foco, e a uma reta fixa d, chamada diretriz, sao iguais, isto é, se P é um ponto do plano,
entao, P pertence a parabola se

distancia( P, F') = distancia(P, d)

Veja a figura r/';J Observe que o ponto que fica na reta perpendicular & diretriz d é chamado de
vértice da parabola e esta reta de eixo da parabola.

Iremos determinar, inicialmente, a equacao de uma parabola cujo foco esta no eixo y e cuja diretriz
seja perpendicular ao eixo y conforme figura A.9. Neste caso, o foco F' tem coordenadas (0, p), para
algum ntmero real p > 0 e a equacgao da diretriz é y = —p. Logo, pela formula da distancia, um
ponto P(x,y) pertence a parabola se e somente se

V(=002 +(y—p)?=(r— 2?2+ (y +p)?

Elevando ao quadrado ambos os lados e simplificando:

?+(y—p)?’=y+p?
2+ Yt —2py+p° =y + 2py + p°
x2:4py

ou

1
y = 4—px2 = az’ (A1)

onde a = fp > (. Esta ¢ a chamada equagao reduzida da parabola com vértice na origem.

Se p < 0, a equagao nao se altera, porém a parabola tem a concavidade voltada para baixo (figura
A.10.
Permutando = com y, obtemos a equacao

y? = dpx

que é uma parabola com foco (p,0) e diretriz z = —p. Se p > 0 temos a pardbola da figura A.11 e
se p < 0 temos a parabola da figura A.12.


http://www.im.ufrj.br/waldecir/calculo2/interativo/parabola.html
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Lo D(0,-p) y=-p
P(X,y) oo
D(0.-p) Fop
Qx,-p)
Figura A.9: y = ax? Figura A.10: y = —aa?
D(-p,0) F(p,0) F(p,0) V(0.0) D(-p,0)
' V(0,0) - ' °®
r=—p r—p
Figura A.11: o = ay? Figura A.12: x = —ay?

A.2 Elipse

Uma Elipse é o conjunto dos pontos do plano cuja soma das distancias a dois pontos fixos F} e Fj,
chamados focos (figura A.13), é uma constante dada, isto é, se P é um ponto do plano, entao, P

pertence a elipse se, dado a > 0, tem-se /':J

distancia( P, Fy) + distancia(P, Fy) = 2a

P(x,y)

Figura A.13

Para deduzir a equacao da elipse da forma mais simples, colocamos os focos no eixo x, como na
figura A.13. Assim, pela defini¢ao de elipse, um ponto P(x,y) pertence a elipse se, e sdomente se,

Vit +y?+ /(o —c) +y2=2a
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ou (x+e)2+y2=2a—+/(r—c)?+y?
Elevando ao quadrado ambos os lados, temos

22 4 2cx + A+ y* = 4a* — da/(z — ¢)? + 12 + 2° — 2cx + & + 3

que simplificando tem-se av/(x —c)2+y2=a*+cx
Elevando ao quadrado novamente e simplificando

a?(2? + 2cx + 2 4+ y*) = a* + 2a*cx + *2?

(CL2 - CQ)ZL’2 +a2y2 — a2(a2 - 02)

como ¢ < a, entdo, a? — ¢ > 0. Logo, chamando este ntimero positivo de b?, isto ¢, a? — c? = b2,
tem-se

22 + a2y = a?h?
Dividindo-se ambos os lados por a?b?
centro na origem:

, obtém-se a, assim chamada, equacao reduzida da elipse com

2 2

z Y
§+b_2:1 (A.Q)

Observe que, como b?> = a? — ¢ < a?, tem-se b < a. As intersecoes da elipse com os eixos sao

chamados de vértices. Fazendo y = 0, obtém-se os vértices (a,0) e (—a,0) e fazendo x = 0, obtém-se
os vértices (0,b) e (0, —b) como mostra a figura A.14. O segmento de reta que une os vértices (a,0) e
(—a,0) é chamado de eixo maior e o segmento de reta que une os vértices (0,b) e (0, —b) é chamado
de eixo menor.

Se os focos de uma elipse estiverem sobre o eixo y, isto é, se forem os pontos Fi(0, —c) e F»(0,¢)
sua equagao é determinada trocando-se = por y em A.2 (figura A.15).

1 (0,b)

(-a,0) a

1(0,-b)

Figura A.14: ‘z—z + y_2 =1 Figura A.15: :Z_i + Z_z =1
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A.3 Hipérbole

Uma Hipérbole é o conjunto de pontos do plano cuja diferenca entre as distancias a dois pontos fixos
F) e F, (focos) é uma constante dada (figura , isto é, se P é um ponto do plano, entdo, P pertence

a hipérbole se, dado a > 0, tem-se /Q_J
|distancia( P, F}) — distancia(P, F»)| = 2a

Deduz-se a equacao da hipérbole de modo similar a dedugao da equacao da elipse feita anteriormente.

Figura A.16: Hiperbole

No caso em que os focos F; = (—¢,0) e Cy = (c.0) estdo sobre o eixo z, a equagao reduzida da
hipérbole com centro na origem é

=Y (A.3)

onde ¢® = a®+b? e as interse¢oes com o eixo x sao os pontos V) = (—a,0) e V3 = (a,0), chamados
vértices da hipérbole. Observe que nao ha intersecao com o eixo y, pois quando fazemos = = 0 tem-se
y? = —b?, o que ¢ impossivel. Observe ainda, que,
2 2
x
—2:1+y—21:>x22a2(:)|x|2a
a b?
Portanto, tem-se > a ou x < —a. Assim, a hipérbole é formada por dois ramos voltados para o
eixo x.
Agora, veja que a equacao da hipérbole pode ser rescrita como
2 b* 2 2 b 2 2 b 2 2
Yy =—=(@"—-ad) = y=-Vvat—-a® e y=——vr’—-a

a? a a
Observe que quando fazemos z — 400, a diferenga
b b
-z ——-Va?2—a?>—0
a a
Assim, as retas y = j:g sao chamadas de assintotas da hipérbole. Observe na figura A.17 que os
lados do triangulo OAV, vem da relacio ¢® = a? + b°.

No caso em que os focos estao sobre o eixo y, F} = (0, —c) e Fy = (0,¢) (veja figura , basta trocar
x por y na equacao A.3 e tem-se a equacao reduzida da hipérbole

LUQ 2
——+%:1 (A.4)
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Figura A.17: &3 — 45 =1

A.4 Translacao das Conicas

-Translacoes no plano:
Quando transladamos uma figura no plano, por exemplo, uma circunferéncia com centro na origem
de equagao:
22 4yt = o
e a transladamos para uma circunferéncia com centro no ponto C' = (m,n), queremos saber qual
a sua nova equacao. Neste caso, bem simples, basta calcular a distancia de um ponto qualquer
P = (x,y) da nova circunferéncia até seu centro C' e teremos a nova equagao da circunferéncia

transladada: /« '
(x — m)2 + (y — n)* = r? (A.5)

Isto é o que acontece também com as conicas, como veremos a seguir. Observe a figura A.19. Veja
que, se ponto P é um ponto qualquer sobre a circunferéncia, no sistema 'y’ suas coordenadas sao
(2',y'). Logo, a equagdo da circunferéncia no sistema z'y’ é

(@) + ) =

Agora, se chamarmos de (z,y) as coordenadas do ponto P no sistema zy, vemos facilmente na figura

51 Y

Figura A.19: Translacao no plano
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A.19, que

r=m-+a ¥ =x—m
{y:n+y, — {y,:y_n (A.6)

que sao as formulas de translagao de um sistema para o outro. Logo, no caso da circunferéncia, esta
formula de translagao nos leva a equagao A.5.
Para o caso da elipse e hipérbole, o procedimento é o mesmo da circunferéncia. Translada-se o

centro da origem para o ponto (m,n) e no caso da parabola, translada-se seu vértice da origem para
o ponto (m,n). Assim, temos as equagoes:

s

- Parabolas com vértice (m,n) e eixo paralelo ao eixo x @
(y —n)? = 4p(xr —m) (abertura a direita)
(y —n)? = —4p(x —m) (abertura & esquerda)

- Parébolas com vértice (m,n) e eixo paralelo ao eixo y' L/

x—m)*= 4p(y —n) (abertura para cima)

x—m)? = —4p(y —n) (abertura para baixo)

¥

-Elipse com centro (m, n)({-}

(@=m)?  (y—n?

a? 2 !
-Hipérbole com centro (m, n)/fg)
(=m? _y—n?

a? b2

-Equacao geral das conicas

Pelo que vimos nas secoes anteriores, uma codnica com eixos paralelos aos eixos x ou y pode ser
representada por uma equacgao da forma:

Az* + By +Cx+ Dy+ E =0 (A7)

Pode ser visto em livros de Algebra Linear que quando se da uma rotacao na conica, isto é, conicas
com eixos inclinados em relacao ao eixo x, sua equagao contém um termo retangular zy:

Ar? + By? + Cay+Dx+ Ey+F =0
Exemplo A.1 Identifique e desenhe as conicas
(a) 42% +9y* — 32z — 5dy + 109 = 0
(b) 222 +122 —y+17=0
(c) 422 — 9y* — 162 — 18y — 29 =0
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Solugao: - (a) Para identificar esta conica, temos que completar os quadrados em x e y para colocd-la
em uma das forma reduzidas que vimos na se¢ao anterior. Assim,

42° + 9y* — 327 — Hdy + 109 = 4(2* — 81 + 16) + 9(y* — 6y +9) — 64 — 81 + 109
=4(x —4)°+9(y—3)*—36

Logo,
_42 _32
Ao —2)2 + 9%y — 3) — 36 — 0 = 5 L v L

Assim, a conica € uma elipse com centro no ponto (4,3), cujo desenho é mostrado na figura A.20.

i
|

I 0 1 2 3 b 5 6 7
|

Figura A.20: Elipse: % + @ =1 Figura A.21: Pardbola: y + 1 = 2(x + 3)?

- (b) Como no item anterior, completando os quadrados em x ey, tem-se,
202 + 122 —y+17=2(2*+62+9) —y— 18+ 17=2(x +3)* —y — 1

Logo,
202 + 120 —y + 17 =0 <=y + 1 = 2(x + 3)*
Assim, a conica € uma pardbola com vértice no ponto (—3,—1) com concavidade para cima. Veja a

figura A.21.
- (¢) Como nos itens anteriores, completando os quadrados em x ey, tem-se,

4® — 9y* — 162 — 18y — 29 = 4(2® — 4w +4) —9(y* + 2y + 1) — 16 + 9 — 29
=4(r -2 -9y +1)*—36

Logo,
_22 12
4a? 0% — 160 — 18y — 20 = 0 e . ) _(yz Sy

Assim, a conica € uma hipérbole com centro no ponto (2,—1) com o0s ramos voltados para o eizo x
com assintotas y = —1 £ 2(x — 2). Veja a figura A.22.
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Figura A.22: Hipérbole: % _ wrD? 1






Respostas

Secao 1.6

1. (a) y—ln(cheT) (b) y = ce”. (c) B2 tnj=cex=0. (d)y= (nfz|+ )P +1ey=1 (e
(Iny)? =lna’+ec (f)y= gm (g) y=+v2e" — 1. (W) y=cr+rlnfzl. ()y=2—F+e2 e
()y= 067% +1. (k) y = ce® — sen2a: - E cos2x. (1) y = %6_% - %6‘2”3. (m) y = 2>+ 272, (n)
Y= —6_3?;;3—5%%- (0) (Equagao de Bernoulli : ' + p(x)y = q(z)y". Solu¢ao: multiplique a equacao
por y " e faga a substituicio u = y' ™" = y "y = L.

2. (a) k=1In(18) (b) t =12

P 100 k
—1In

0.9 = 6,6 horas.

40 meses.

(a) 20 minutos. (b) 48 kg.

35555,55 gramas.

tempo maior que 77,54 dias.

F =30,t=1Imn23

. F=kvt="7In2

10. k= 202 [ o

11. (a) v(1) = 12¢7% (b) Nao, pois a distancia percorrida é x(t) = 2(1 —e~%) ¢, portanto, a distancia
limite é de 2 km.

12. v(t) = 2V (1 —e™"). velymy = 75 km/h.

13. (a) Aproximadamente 92 pessoas. (b) 100.

© XNk w

Secao 2.5

1. (a) y = e +ce®. (b)) y = c1eV™ + e V™. (¢) y = c1c082x + cosen2x. (d) y =
cre™% cos(v/2x) + coe*sen(v/2x)

2. (a) 2’ +2x=0. (b) 2" —a' =22 =0. (¢c) 2" — 42’ + 4z = 0.

3. (a) y = cre™+ceae"+2. (b)y = el —te'. (¢)y= (—3 — 2t) e ¥ +L+k (d) y = e +epe™ —ze'™.

() y = (1 —z)e* +a2e®. (f) y = c1e® + coe ™" + we® (& — ). (g) Y = €1 COS T + cpsens + Fsenw.

(h) y = e” — asenz — cosz. (i) y = €"(c1 cos 3z + cpsen3x) + ge” + 3=(sendz + 6eos3x). (j) y =

¢ + cpe3® — % cosT — 1%sen:l: — g2® — Lz,

5. x(t) = —fe " 4 te~™, considere g = 9, 8.

6 x(t) 5 ( 116_7t + 206_2t 9cost + 13sent).
x(t) = (17 + 2t) sen7t — 4t cos Tt.

8 (a) :B(t) = e ?(cost + 2sent) + sen2t. (b) zero.

9. (b) x(t) = Zsen bt + (1 — 2t) cos 5t.

10. (a) z(t) = *3t(t3 2t 4+ t). (b) zero.

11. v(t) = 10 + e~ + €.

Secao 3.5
1. (a) z =4+4t, y = 1—t (figura A.23). (b) v = 2+4¢, y = 19+ 16t (figura A.24). (c) x = 2v/3+2t,

145



146 Respostas

y=3- %?:t (figura A.25). (d) z = 3+ 3t, y = 4 + 8t (figura A.26) . (e) v = 7% + 2mt, y = —2¢
(figura A.27). (f) z =4+ \/75 - \/7515, y=3+ \/75 + ‘/7575 (figura A.28).

100{
804

604

(4,1)

.
w
o
a0 IS S )
]
N‘A 6 8 1o B v
B
S0l J219)
-

/

Figura A.23: 3.5.1.a o T /b

=

% P Figura A.25: 3.5.1.c

o

Figura A.24: 3.5.1.b

(4.71, 3.71)

o (9.87, 0)

fr T
1 20 vAO 2
-1 v

|
N

: . Fi A.28: 3.5.1.1f
Figura A.26: 3.5.1.d Figura A.27: 3.5.1.¢ igura A.28: 3.5

a) x =t,y=1+4+1t (b) x =2t, y =1+ 2t. (c) Representam movimentos diferentes. Sim,
Y Y

r =acost, y=bsent. (b) z =1+ 3cost, y =2+ 2sent.

x = SSEREE L — 6t (c) 22y? + 2162 — 864 = 0 (figura A.29).

T = \/1%?, y = 8. (c) 64z* + 2%y* = 256, x > 0 (figura A.30).

a) Nao se chocarao, pois o sistema 2 + ¢t = —8 + Tt, —2 +t?/2 = —1 + 7/2t ¢ inconsistente. (b)
A.31 (c) As estradas se cruzam no ponto (6,6). (d) o’(2) = (1,2).

co(t)=(E+1)el —Le ! S(t+1)e' + 5t —1)e)

(a) y =2+ Inz, (b) z(t) =€, y(t) =5t + 2.

0. z(0) = r(cosf + Osend), y(0) = r(send — 6 cos )

SO RSN O A S N

Secao 4.7

1. 2=-5/9+10t, y = —8/9+Tt, 2 =1 — Ot.

2. (a) 5z +1)+1ly—4(z2—2)=0. (b)x=1—-5t,y =2+ 4t, z = —1 — 4t.

3. (a) x =2cost, y = 2sent, z = 4. (b)x:\/?ﬁ—\/it,x:%%—\/ﬁt,z:él.

4. (a) x = cost, y = sent, z =16 — 2cost — 4sent. (b)x:‘/Ti—\/Tit,

5. (a) # = cost, y = 1+ sent, z = /2 —2sent. (b) v = ﬁ—ﬁuy: 1+‘/7§+*/7§t,z:

* 2 2
V22— 2

(2-Z, 1+ Z.1). (b) figura A.32
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10] ¢ > (6, 6)

J 0 4 5 ]
8 0 X
_ -5 0 / 5 10

01

h Figura A.31: 3.5.7
Figura A.29: 3.5.5 Figura A.30: 3.5.6

Figura A.32: 4.7.6

7. x =x0+ kat, y = yo + kbt, z = 2o + kct, k € R.

8. (a) A segunda coordenada ¢ inconsistente para um mesmo valor de ¢. (b) Os caminhos nao se
cruzam (figura A.33). (d) o/(2) = (1,4,0), 0’(2) = (—4,4,0). (d) V17 — 3 In (-4 + V17).

9. z(t) = 15 (3¢ + 5e’ +4sent — 8cost), y(t) = =3¢ + 3¢’ — 3, 2(t) = 15(e* + 5le’ — 16.

10. (a) Nao, observe que para um mesmo valor de ¢, a primeira e terceira coordenadas sdo inconsis-

tentes. (b) (300, 1680, 560), (¢) Semi-reta. (d) ¢’(0) = (300, 1670, 60).

11 (a) x =t — sent. y =1 —cost, z=1, (b) t1 =, to = . (c) 4V3.

12 (a) z = (1 + t)e', y = te!, z = (1 + t)e'. (b) Nao existe.

13(a)x+y+22=0,(b) 22x+24+43=0,(c) x—4y—T2+5=0, (d) 22+ 10y + 72 — 3 = 0.
14 (a) x =3+, (b) £(17,15,10), (c) (1,5,0).

Figura A.33: 4.7.8

Figura A.35: 4.7.15(b)

Figura A.34: 4.7.15(a)

Figura A.36: 4.7.15(c)
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Secao 5.13

L. (a) dom(f) = Ds(0,0) = {(z,y);2* +y* < 9}, img(f) = [0,3]. (b) dom(f) = {(z,y); 2* +y* <
9ex#y} img(f) =10,3].

2. (a) dom(f) =R? img(f) = [2.5,00). (b) grifico de f N plano z = 0 = z = 2 + |y|, gréfico de f
Nplanoy =0 =z =2+ |z,

nao existe interse¢ao de f com o N plano z = 0, grafico de f N plano z = 3 = 22 + 4y% = 4. (¢)
figura A.37. (d) 2% + 4y* = 25.

3. (a) dom(f) = R%, img(f) = [0,1]. (¢) 2® +y* = 1/2, 2> + y* = 1. (d) figura A.38. (e) f ¢
continua em R?\ S1(0,0) = {(z,y); 2*> + y* = 1}. f é descontinua em S;(0,0). Seja (a,b) € S1(0,0).
Se tomarmos um caminho contido em R? \ 51(0,0), 0 limy y)—@p = 0 € € igual a 1 se tomarmos um
caminho contido em D;(0,0).

B T71117
"ll ’ ifg}
Lehgrert

Figura A.38: 5.13.3d

Figura A.37: 5.13.2¢ - cone

4. (a) dom(f) =R?, img(f) = (—o0,4].
5. - z = 2% — y? «+— fig. 5.62 +— fig. 5.63
-z = —23 + xy? «— fig. 5.60 +— fig. 5.64
-z =2(—2%y + 2y®) +— fig. 5.61 < fig. 5.65
6. (a) «— fig. 5.68 «— fig. 5.70. (b) «— fig. 5.67 +— fig. 5.69. (c¢) +— fig. 5.66 «— fig. 5.71.
7. (a) 0. (b) f ndo é continua em (0,0), pois f nao tem limite em (0,0) (calcule o limite sobre a
pardbola z = y?).
8. (c) x = cost, y = 2sent, t € [0,27]. (d) z =4z +2V3y—3(e) z =1 —4t, y = V3 -2V3¢,
z2=5+1
9. (b) Vf(3,2) = (—24,-20). Dys(3,2) = 4V/61. (c) Desce, taxa = —%. (d) (20,—24). (e)
5% + y* = 56
10. (b) Direcdo do Vf(2,1) = (=8, —8). Taxa de variacdo de altura igual 8v/2. (c) Desce, taxa —
—8/3 (d) Direcao do vetor perpendicular ao gradiente, (8, —8).

1. (a) D1re§ao e sentido contrario ao gradlente (16,54). (b) —52,8. (c¢) 22* + 3y* = 275.

2. ()’ +x=11,9*+2=06,y>+x =2, y>*+2 = 0. (b) Direcao e sentido contrario do gradiente,
Vf((),()):( 0). (0) =T/V2.

3. (a) ( ) —y-a? (b) Fz,y,2) =z —2* — y*.
14. (a) 22 +y* — 22 =6. planos: (z—1)+3(y—3)—2(z—2)=0¢e (z+1)+3(y+3)—2(2+2) = 0.
(b) reta normal: x =3+ 6t, y = 1 + 2t, z = 2 — 4¢, ponto de interse¢ao com plano y = 0: (0,0,4).
15. (a) 62 +2y — 2 — 6 = 0. (b) 2V/41.
16. (a) 2° + 2y> = 3. (b) Deve andar na dire¢io e sentido de —VT(1,1) = (2,4), taxa =
—||VT(1,1)|| = —2v/5. (c) Esfriando, taxa——2. (d) 9 (x(3),4(3)) = 0, 085.

dt
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i'; i%ailos: (x—\/%)—2(y+ W)+6(Z_T) =0e (x+\/%—5)—2(y—\/%)+6(z+\/%) =0
9. (a) f nao é diferenciavel em (0,0) pois f ndo é continua em (0,0). (b) 5=.
22 E(z(5),y(5)) =5. £ =1.

Secao 6.3

1. (a) (1,2): minimo local; (—1,2): sela. (b) (—1,0): minimo local; (1,0): méaximo local; (0, 1), (0, —1):
sela. (c¢) (1,1) e (0,0): min. local; (—=1,—1): sela. (d) (1,0) e (—=1,0): min. loc.; (0,1) e (0,—1):
méax. loc.; (0,0), (1,1), (1,—-1), (—=1,1) e (—1,—1): sela. (e) (=1,—1) e (1,—1): max. loc.; (0,0)

2. x=2,y=1, z=2/3, volume max.— 4/3.

.x=3,y=2ez=4.

4. Quadrado de lado V2R.

5. Volume: \1/—65.

6. (3,2,1).

7. Temperatura maxima: 4; temperatura minima: 2.

8. Ponto mais quente: (2,0), 7'(2,0) = 8; ponto mais frio: (0,0.5), 7°(0,0.5) = —0, 25.

9. (a) P, = (2.0), maximo local; P, = (—2,0), sela; (b) Py = (—4,0), f(P3) = X, maximo abs.;
Py =(-2,2) e Ps = (—2,—2), minimo abs., f(P,) = fP5) -X

10. (a) (1,2): min. loc. ; (—6,2): sela. (b) (1 ++/3,2): max. loc.; (1,2 £ /3): minloc. (c)(1,2):
min. abs.; (1 ++/3,2): max. abs.

11. Volume méximo: 64+/3.

12. (2,4), distancia: v/20.

13. a:l,b—lec— 1'V—27

14. T(—%, —2) = 296: minimo; T(—E,é) 678,27: maximo.

15. Maximo: f(0,1) = f(0, —1) = 4e~'; Minimo: f(z,0) = 0.
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