ELETROMAGNETISMO I 203

ONDAS ELETROMAGNETICAS

A propagacdo de ondas eletromagnéticas ocorre quando um campo elétrico variante no tempo produz
um campo magnético também variante no tempo, que por sua vez produz um campo elétrico, e assim
por diante, ocorrendo desta forma, a propagacao de energia. As ondas eletromagnéticas podem se
propagar tanto no espaco livre, como através de outros meios e dispositivos, especialmente
projetados e construidos para esse fim.

22.1 — Ondas Eletromagnéticas Planas

Ondas eletromagnéticas planas sdo aquelas que se propagam em um Unica direcdo. S&o boas
aproximacOes de ondas reais em aplica¢des praticas. Configuragdes mais complexas podem ser
obtidas como superposi¢cdes de ondas planas. Em uma onda eletromagnética plana os vetores
intensidade de campo magnético e de campo elétrico sdo perpendiculares entre si em todos os
pontos do espaco. A figura 22.1 ilustra uma onda plana se propagando na direcdo perpendicular ao
papel e para fora deste. Observemos que a propagacéo da onda se da na direcao do produto vetorial

ExH, direcdo esta conhecida e obtida pela regra da méo direita.

E

Figura 22.1 — Onda plana se propagando para fora do plano do papel

Em uma onda eletromagnética plana, os vetores intensidade de campo elétrico e de campo
magnético possuem apenas uma componente cada, perpendiculares entre si. Por isso, essa onda é
conhecida também como uma onda eletromagnética transversal, ou TEM (Transverse
ElectroMagnetical). Para nossas deducdes, vamor considerar que o vetor intensidade de campo
magnético possui apenas a componente em z, e o vetor intensidade de campo elétrico possui sua
Unica componente em y. Sendo esta uma onda TEM, a direcdo de propagacéo se dara na direcao x.

Em outras palavras, E e H so6 variam na direcdo x, o que pode ser visto na figura 22.2

Para encontrar a expressdao de uma onda eletromagnética plana, vamos nos reportar as equacoes
(21.26) e (21.27) do capitulo anterior, dadas na forma diferencial. Vamos ainda admitir que esta onda
eletromagnética propaga-se em um meio isento de cargas livres (p = 0), e sem perdas, ou seja, com
condutividade nula (o = 0).

Mediante tais hipoteses, repetindo aqui estas mesmas expressdes temos:
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de propagacéo da onda

Figura 22. 2 — polarizacéo e direcdo de propagacédo de onda onda plana

Desenvolvendo o rotacional do vetor intensidade de campo magnético em coordenadas cartesianas
(lado esquerdo da equacéo 22.1) e expressando a derivada temporal do vetor intensidade de campo
elétrico teremos:

oH, ). . oH - - - -
M, My a, + oty _oH, a, + Dy oy a, = sog(EX a,+E,a,+E, az) (22.3)
oy oz 0z  0OX ox oy ot
Pelas considerac@es feitas sobre esta onda plana, o campo magnético sé admite a componente em z

e 0 campo elétrico apenas em y. Ainda pela caracteristica apresentada o campo magnético nao varia
na direcdo y. Desta forma, a equacédo (22.3) se reduz a:

oH, -~ ok, .
8)(2 ay =gy W.ay (224)
Ou pela identidade vetorial:
oH, ok,

go—> (22.5)
x %ot

Desenvolvendo agora o rotacional do vetor intensidade de campo elétrico da equacao (22.2),e

expressando a derivada temporal do vetor intensidade de campo magnético em coordenadas

cartesianas, temos:

oE, . " oE
OE, 0dky 5, + OE, OCE, A, + y OE, A
oy oz oz

OX -

ox oy

J‘Z —— 1 a(HX a,+H,a,+H,3,) (22.6)
Pela hipétese da onda plana e pela invariabilidade do campo elétrico na dire¢éo z, a equacao (22.3)
se reduz a:

- OoH., ~
Y3 —_ z 22.7
a a
ox 2T THoTy % (22.7)
ou ainda:
oE oH
= - Mo (22.6)
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Derivando (22.5) em relacdo at e (22.8) em relacdo a x, teremos:

d°E
_ 0 (2oH, = &, y (22.9)
ox\ ot ot?
O°E
1 Y _g(_ﬁHz) (22.10)
Ho OX ox\_ ot
Pela identidade entre (22.9) e (22.10):
d°E d°E
s L = gp—- (22.11)
Ko OX ot
A equagéo da onda em E, fica:
2 2
Y =Ho €9 75 (22.12)
ox? ot

Analogamente, fazendo a operacgdo inversa, ou seja, derivando (22.8) em relacdo a t e (22.5) em
relacdo a x, teremos a equagéo da onda em H,. Assim,

2 2,
6@:'22 o &g 8&sz (22.13)

Fica nitida a dualidade apresentada pelas equacfes (22.12) e (22.13), expressando 0 mesmo
fendbmeno eletromagnético, podendo assim ser utilizadas indistintamente.

Podemos perceber que tanto na equagéo (22.12) como na equagdo (22.13) aparece 0 termo peo.
Fazendo V* = 1 / (jeo) podemos escrever:

0’E,  0%H,

2 2
VoL (22.14)

’E,  o°H,

x> ox?

O parémetro v tem dimenséo de velocidade, uma das caracteristicas do meio. Para o vacuo ou
espaco livre temos:

v 1 L =3.108m/s

B € -9 22.15
JHogo \/4nx10-7.10 (22.15)

36n

Esta é a velocidade de propagacao de qualquer onda eletromagnética no espaco livre, praticamente a
velocidade da luz no vacuo (2,99792458 x 10° m/s) calculada muito antes do surgimento da teoria
eletromagnética. Mais uma prova de que a luz é uma onda eletromagnética, em acordo com a
demonstracéo tedrica de Maxwell.

A equacdo de onda (22.12) é uma equacédo diferencial a derivadas parciais, linear e de segunda
ordem que devemos encontrar uma solugdo. Aqui, nos restringiremos a apresentar uma possivel
solucdo para ela, e mostrar que essa solugéo € correta. Seja a seguinte proposta de solucgéo:

Ey =Eg sen[B(x + mt)] (22.16)
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A constante 8 = 2n/A, onde A € o comprimento de onda, m uma constante a determinar e t o tempo.

Derivando (22.16) uma vez em relacdo a x, teremos:

O0E
8_y = BEg cos [B(x + mt) | (22.17)
X
Derivando novamente em relacdo a x:
o%E
L = —p?Eq sen[B(x + mt) | (22.18)
oX

Derivando agora (22.16) em relagéo a t:

@E_ty = mMBE, cos[B(x + mt) | (22.19)

Derivando novamente em relagdo a t:

= B%Egsen[B(x + mt) (22.20)

Substituindo (22.19) e (22.20) em (22.12) considerando (22.15), temos:
—m?B2Eysen[B(x+mt)]=—v2 p2Egsen[B(x +mt)] (22.21)
Assim, a equagao (22.16) é uma solucéo para (22.12) se
m==+v (22.22)
Sendo v a velocidade de propagacao da onda, uma solucéo geral para a equagéo (22.12) é:
E, =Epsen [B(x + vt) ] + Egsen[B(x — vt) ] (22.23)

Qualquer termo de (22.23) isoladamente também € uma solugcdo, assim como a soma dos dois
termos. SolugBes para a equacao (22.12) também podem ser escritas de outra maneira, como
exponenciais, outras fungdes trigonométricas, ou qualquer outra funcdo que varia harmonicamente.
Uma vez que v = A f, segue-se que:

Bv:%kf:an:w (22.24)

onde f é a freqiiéncia, em Hz, e ® a velocidade (ou frequéncia) angular em rad/s. Assim, a equacao
(22.23) pode ser escrita como:

E, = E;sen(Bx + ot) + Ey sen(Bx — ot) (22.25)

Admitindo que o primeiro termo em (22.25) seja uma solucdo, vamos analisa-la em funcdo de Bx,
para diversos instantes de tempo t ilustrados na figura 22.3.

Parat=0, ot=0 e E, =Egysen(fx), como mostra a curva (a).
Parat=T/4, ot = (2n/T)T/4)=n/2 e E, = Eosen(Bx + n/2) = E, cos(Bx), conforme a curva (b).
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Parat =T/2, ot = (27r/T)(T/2) =n eE, = Eosen(px + n) =—Eysen(Bx), correspondendo & curva (c).
Parat = 3T/4, ot = (2n/T)3T/4)=3r/2 e E, = Eosen(Bx + 3n/2)=—E, cos(Bx), o que corresponde
a curva (d).

-Eo -

Figura 22.3 — cuvas para E, em 4 instantes de tempo

Fixando nossa atencdo numa fase da onda, ou seja, no ponto P, podemos perceber que ele caminha
para a esquerda com uma velocidade v. Portanto, o termo escolhido da equacao (22.29), representa
a propagacédo de uma onda retrégrada ou aquela que caminha na dire¢édo negativa.
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O ponto P é chamado de “ponto de fase constante”.

Assim, no caso da onda retrograda em analise podemos escrever em termos cinematicos que:

X + vt = cte (22.30)
dx _0
m tVv= (22.31)

(22.32)

v é, portanto, a velocidade de um ponto de fase constante, ou simplesmente a velocidade de fase da

onda.

Exemplo 22.1

No espago livre E(z,t) = 10°sen(2rx10%t — 2,042)a, . Obtenha H(z,t)e esboce Ee H, parat=0.

Solucgao:

O vetor intensidade de campo elétrico esta
polarizado na direcdo y positiva. A onda esta
se propagando na dire¢do positiva do eixo z.
Pela regra da mao direita ou pelo produto
vetorial, o vetor intensidade de campo
magnético esta polarizado na direcao negativa
de x, conforme pode ser observado na figura
22.4.

S

ExH

Figura 22.4 — Produto vetorial, para determinar
a direcdo de H

Pela equacéo (pontual) de Maxwell:

VXE :—E
ot

Desenvolvendo o rotacional fica:

- %—? = 204x10°%cos (2n x10%t — 2,04z)éx

Integrando:

—_ 3 ~
B = - 22299 confonx10°t - 20423,
2nx10

B = —0,325x10‘53en(2nx108t - 2,o4z)éx T

B
Mo

A= - _2584sen(2nx10°t - 2042)3, A/m

Parat =0, sen (ot — pz) =—sen (Bz)

wh oo,

Figura 22.5 — Esbogo das ondas E e H
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EXERCICIOS

1)- No espaco livre:
H(zt) = 10e b0t s Bz)éx
Obtenha uma expresséo para E(z,t) e determine a direcéo de propagacéo.
2)- No espaco livre:
H(z,t) = 133x10 *cos (4 x107t — Bz)éx (A/m)
Obtenha uma express&o para E(zt). Encontre f e A.
3)- Calcule a amplitude e a direcdo da onda

E(zt) = 10sen(ot — Bz)a, — 15sen (ot — Bz)a,

emt =0, z=3M4. Se a onda se propaga no espaco livre, encontre a expressado para |:|(z,t) .
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