Topico 3: Inducao e corretude de
algoritmos

Paradigmas de projeto de algoritmos: conceitos basicos, paradigmas de inducao



e Inducao

S U m a I’I O e Corretude de Algoritmos




Inducao

Exemplo: Subindo uma escada infinita

Consigo alcangar o
primeiro degrau?

Passo basico: Subir primeiro degrau



Inducao

Se posso chegar a um degrau,
consigo chegar ao préximo

Provado por inducgao !!!

Passo Indutivo: Se consegue
chegar a um degrau qualquer, entao
. consegue passar para o proximo

Passo basico: Subir primeiro degrau




Inducao

Primeiro Principio da Induc¢ao:

Passo basico: P(1) é verdadeiro.

[~ — P(n) verdade Vn € Z,
Passo indutivo: Vk € Z_, P(k)— P(k+1)




Inducao

Exemplo 0: Gerando descendentes

Exemplo 1: Prove que 1+3+5+...+(2n-1) = n?

Exemplo 2: Prove que Vne Z , 2" > n.

Exemplo 3: Prove que VneE Z, 22" -1 é divisivel por 3.
Exemplo 4: Prove que VnE Z, n% > 3n para n> 3.

Exemplo 5: Prove que Vn€ Z_, 2™' < 3" para n> 1.



Inducao

Segundo Principio da Indugao (Indugao Forte):

Passo bdésico: P(1) é verdadeiro.
—— P(n) verdade Vn € Z,

Passo indutivo: Vk € Z_ [(P(r) com Osrsk)—> P(k+1)]

—






Inducao

Exemplo 1: Prove que qualquer quantia em selos maior ou igual a 64 centavos
pode ser obtida usando-se apenas selos de 5 e 17 centavos.

Exemplo 2: Prove que Vv n =3, a soma dos angulos internos de um poligono
simples fechado com n lados é (n-2)*180 .



Corretude de algoritmos

® A corretude de um algoritmo indica que ele termina sua
execucao, retornando saidas corretas para todas as instancias do
problema.

® Vamos provar a corretude de algoritmos usando Induc¢ao
Matematica.



Corretude de algoritmos

e Invariante de laco:
o propriedade que é verdadeira cada vez que a condicao do laco
é avaliada.
o Propriedade que € verdadeira antes e depois de cada iteracao
do laco.
® A propriedade de um invariante de laco é satisfeita independente
de qual iteracao do laco esta sendo executada.



Corretude de algoritmos

e Invariante de lago pode ser utilizada para determinar a corretude de

algoritmos.
e Trés aspectos precisam ser considerados:

O

Inicializacao: Um invariante de laco é verdadeiro antes da primeira iteracao
do laco.

Manutencao: Se for verdadeiro antes de uma iteracao do laco, ele
permanece verdadeiro antes da proxima iteracao.

Terminagao: A invariante nos da uma propriedade util que ajuda a mostrar
gue o algoritmo esta correto quando o lago termina.



Corretude de algoritmos

® Estratégias para verificar tais aspectos:
o [Estratégia ruim: Verificar o comportamento apds cada iteracao.
o Estratégia boa: Inducao matematica.
m Passo base: Provar que a hipdtese de inducao ocorre para os valores de
entrada do laco.
m Passo Indutivo: Provar que se a hipdtese de inducao ocorre apos k iteracoes,
ela também é verificada apds k+1 iteracdes.
m Utilize a hipdtese de indugao para comprovar que o algoritmo esta correto ao
final do laco.

® A hipodtese de indugao na estratégia boa é a invariante de lago!!!



Corretude de algoritmos

Exemplo 1:
Algorithm Muito-Simples e (Qual aentrada?
a<—C; e (Qual asaida?
b<«—0; ® (Qual a propriedade do laco?
while (a>0)
do a<a-1;

b—b+1;
return b;



Corretude de algoritmos

Exemplo 1: Verificando a corretude do algoritmo:
Algorithm Muito-Simples Invariante de lago: a+b =
a<—cC;
b<0; Passo base: Antes do inicio do laco, temos
while (a>0) aC;
do a<—a-1; b0;
be—b +1; Logo, a+b=c+0=c= a+b=cOkl!!

return b;



Corretude de algoritmos

Exemplo 1: Verificando a corretude do algoritmo:
Algorithm Muito-Simples Invariante de lago: a+b =
a<—cC;
b<-0; Passo Indutivo: Se a+b= c ocorre apods k
while (a>0) iteracdes, entdo a+b=c apds k+1 iteragdes.
do a<a-1; Prova:
b—b +1; Apds a iteracdo k, por hipdtese de

return b; inducdo, temos a=c-k e b=k com a+b=c;



Corretude de algoritmos

Exemplo 1: Verificando a corretude do algoritmo:

Algorithm Muito-Simples
5 P Passo Indutivo: Se a+b= c ocorre apods k

a<—C_, : o o , : N
be0; iteracdes, entao a+b=c apods k+1 iteracdes.
while (a>0) Prova:
do a<—a-1; Na iteracao k+1, usando a H.l, temos:
b—b + 1; a<—a-1 <& a=ck-1
return b; b—b+1 & b=k+1

Logo, a + b = (c-k-1)+(k+1) =c
= a+b = c Ok!!



Corretude de algoritmos

Exemplo 1:

Algorithm Muito-Simples

a<—cC;
b<—0;
while (a>0)
do a<a-1;
b—b+1;
return b;

Verificando a corretude do algoritmo:

Terminacgao: O algoritmo apds o laco deve
estar correto.
Prova: A condicao do laco é violada
guando a < 0.
Pela propriedade da invariante de laco,
temos b=c.
Logo,

return b //Retorna valor de c !!



Corretude de algoritmos

e A dificuldade esta em se determinar a propriedade de um invariante de laco
gue permita provar a corretude do algoritmo.

Exemplo 2:

Algorithm Ainda-Muito-Simples
a<—0;
for i«<—1to ndo;
a<—a +2Mi;
«—i+1
return a;



Corretude de algoritmos

Exemplo 2: Qual é a invariante de laco ?
Algorithm Inicio iteracdo#0 : a<—0e i«0
Ainda-Muito-Simples Inicio iteracdo#l : a«1 (0+1) e i1
a—0; Inicio iteracdo#2 : a<—3 (0+1+2) e i«—2
for i«-0 to n do; Inicio iteracdo#3 : a<—7 (0+1+2+4) e i«—3
a<a+ 2M; Inicio iteracdo#4 : a«—15 (0+1+2+4+8) e i«4
l—i+1; Inicio iteracdo#5 : a<—31 (0+1+2+4+8+16) e i«—5
return a;

Inicio iteracdo#tk : a<2%1 e i<k Invariante de lago!!



Corretude de algoritmos

Exemplo 2: Provando por indugao:

Algorithm Passo base:

Ainda-Muito-Simples Antes do inicio do laco, temos a<0 e i«<—O.
a<0; Logo, a<—2"1ei—k ¢ a<—2%1ei—0
for i«—0 to n do; <& a<0ei—0.

a<—a+ 2M;
l«—i+1;

return a;



Corretude de algoritmos

Passo Indutivo: Se o laco invariante é valido no inicio de

EXempIO 2: . ~ ~ 7 7 . . 7 . . ~
k iteracoes, entao sera valido no inicio da iteracao k+1.
Algorithm
. : : Provando:
Ainda-Muito-Simples . _ .
10 No inicio do laco na iteracao k, temos:
.' a«2%1 e i—k.
for i«—0 to n do; . .
A Ao executar a iteracao k, fazemos:
a<—a+ 2 I, . k k k k+1
il a<—a+ 2N © a«2%142"® a«-2.2%1 a«-2"-1
’ i«—i+1 © i«k+1
return a;

Assim no inicio da iteracao k+1 temos:
a<—2"11 e j—k+1 ok!!



Corretude de algoritmos

Exemplo 2: Terminacgao:
Algorithm Quando a condigao do lago é violada, temos no inicio do
Ainda-Muito-Simples laco: a«<2"1-1 e i—n+1.
a<—0;
for i<—0 to n do; Logo, o valor retornado serd a«<2"*-1
a<—a+ 2M;
l«—i+1;

return a;



Corretude de algoritmos

e Resumindo:
o Passo 1: Identificar invariante de lago.
o Passo 2: Provar por inducao a invariante de laco.
o Passo 3: Verificar o término do algoritmo (ultima iteracao).



Corretude de algoritmos

Exemplo 3: Passol: Identificar a invariante de lago

Algorithm convert-Bin jteracgo#0:B={}, q<—10, i<0 (n=10)

9 (_On; iteracdo#1:B={0}, g«5, i«1 (n=5.21+0.2°)
I <— U, . = ‘R— : _ 2 1 0
while g > 0 iteracdao#2:B={0,1}, g«—2, i«-2 (n=2.2°+1.2"+0.2°)

iteracdo#3:B={0,1,0}, <1, i«—3 (n =1.23+0.2%+1.2%+0.29)

do B[i] «— g mod 2; N , 4 3 ) 1 0
o1 g lteracdo#t4:B{0,1,0,1}, q<—0, i«4 (n=0.2"+1.2°+0.2°+1.2"+0.2")
i —i+1;

return B: iteracdottk: n = q.2%+B[k-1].2%*+B[k-2].2%%+...+B[1].21+B[0].2°

Invariante de lago!!



Corretude de algoritmos

Exemplo 3: Passo2: Provar por indu¢ao a invariante de lago

Algorithm convert-Bin n = g.2%+B[k-1].2%1+B[k-2].2?+...+B[1].2'+B[0].2°
q<n;

< 0; Passo basico: Para g «— n e i« 0, teremos:
while g >0 0 -1 :
do B[] < q mod 2; n=q.2°+B[-1].2™* = g, pois B={}.

g < q div 2;

<—i+1;

return B;



Corretude de algoritmos

Exemplo 3: Passo2: Provar por inducao a invariante de lago

Algorithm convert-Bin = = g 2%4B[k-1].2%%+B[k-2].2%2+...+B[1].21+B[0].2°
q<n,

:NEIZ; . Passo de indugao: Se a invariante de lago é valida para k
do B[i(]1 — @ ed 2 iteracdes, entao sera valida para k+1 iteracoes.

q < qdiv 2; o _

i —i+1; No inicio da iteragao k, temos:
return B;

n = g.2%B[k-1].2%+B[k-2].2?+...+B[1].2'+B[0].2°



Corretude de algoritmos

Exemplo 3:

Algorithm convert-Bin

q<n;

i <—0;

while g >0

do BJ[i] < q mod 2;
g <« q div 2;
<—i+1;

return B;

Passo2: Provar por inducao a invariante de lago
Se, por H.l, no inicio da iteracao k, temos:
n = g.2%+B[k-1].2%*+B[k-2].2?+...+B[1].2'+B[0].2°

Na execucao da iteracao i < k, ficamos com:
B[k] < g mod 2,
g«—qdiv2 ei—i+1(i<k).
Logo,
N = (q.2+B[k]).2*+B[k-1].2%+B[k-2].2%2+...+B[1].2%+B[0].2°



Corretude de algoritmos

Exemplo 3: Passo2: Provar por inducao a invariante de lago

Algorithm convert-Bin | 5gq,

9 ‘—O”; N = (q.2+B[k]).2*+B[k-1].2%*+B[k-2].2%?+...+B[1].2'+B[0].2°

| «<— O;

whileq>0 _ ]

do B[i] — q mod 2. N = g.2.2%B[k].2*+B[k-1].2%1+B[k-2].2%2+...+B[1].2'+B[0].2°
g < q div 2;
i+ 1 N = q.2%1+B[k].2*+B[k-1].2%*+B[k-2].2%2?+...+B[1].2*+B[0].2°

return B;



Corretude de algoritmos

Exemplo 3: Passo3: Verificar o término do algoritmo (ultima iteracao).

Algorithm convert-Bin 4 inicio da Gltima iteracaotemos g« 0e i« i+1;

q<n;
i <—0;
while g >0 Logo,
do BJ[i] < g mod 2; return B
q < q div 2; < return {B[O0],....,B[i]}
i—i+1; < n = B[i].2'+B[i-1].2"*+B[i-2].2"2+...+B[1].2'+B[0].2°

return B;



