m Universidade de Sao Paulo Q}H >,

Instituto de Fisica (/[P

INTRODUCAO AO TRATAMENTO DE RESULTADOS
EXPERIMENTAIS E EXPRESSAO DA INCERTEZA

4 v(cm/s)
45—+ Velocidade de queda Titulo
de um corpo
40_L
_ 7’
354 Eixo das ,
ordenadas 7 e
30 4= | ‘% P Curva média
25 i = (# / §
20+ 7
Pontos
15+ / ? experimentais
101 # Escala do Nome da
Eixo das eixo variavel e
5+ abscissas unidade
0 | : —\- ; i . | -
e THEHED ERE SR G T T

MANFREDO H. TABACNIKS

2015



O presente texto tem por objetivo apoiar disciglieaperimentais,
abordando métodos de tratamento de resultados ireepais e
expressdo de sua incerteza. O assunto € temaradg fiwito mais
abrangentes, como os citados na bibliografia, g@wverd ser buscados
pelo leitor mais exigente ou interessado em apdaiunseus
conhecimentos. Na definicdo e nome dos termosd@sifivi adotado
0 “Guia para Expressdo da Incerteza de Medicdo, ABN
INMETRO, SBM, Rio de Janeiro, Ed. Revisada 1998".

A primeira versao deste texto foi escrita em 206@n o titulo
Conceitos Baésicos da Teoria de Err&sn 2003 foi revista por
Ewa Shibulska, Giuliano S Olguin e Marcilei A. Grelii da Silva.
Em 2009 foi revisada por Alain Quivy e em 2011 tewetribuicbes
de Marcelo Martinelli, José Roberto Oliveira e Adagre Levin. A
presente versdo incorpora todas essas contribugdesertos da
apostila Introducdo as Medidas em Fisica, IFUSR 264%crita por
Ewout ter Haar, E. Marcia Takagui, Giancarlo E. B3ito, Isis
Vasconcelos, Marcos V A Damasceno, Nemitala Added
(coordenador), Renata Naporano Bicev, Sérgio Macglh/almir
Chitta e Wayne Seale. A figura da capa foi extrdietssa apostila.



1. EXPRESSAO DE MEDIDAS EXPERIMENTAIS

1.1. Introducéo

O valor de uma grandeza submetida a medicdo casten adquirido através de um
procedimento que, em geral, envolve algum(s) ingnio(s) de medi¢éo. O proprio processo de
medida, assim como o instrumento utilizado, tenitdsndeprecisdo e exatiddqg ou seja, toda
medida realizada tem uma incerteza associada queirar expressar a nossa ignorancia (no bom
sentido) do valor medido, em geral um valor adifpava mais ou para meAo#\ exatiddo por
outro lado expressa o quao proximo a medida estéldo verdadeiro. A selecdo do processo de
medida, do instrumento usado e a reprodutibilidialgrandeza medida tém que ser expressas de
alguma forma. Em alguns aparelhos, a incertezastouimento ja vem marcada. Caso contrario, a
metade da menor divisdo da escala € um bom corhEgie. que nada sabemos ainda sobre a
reprodutibilidade do processo de medida.

A incerteza é importante na hora de compararmadtaglos. Na tabela abaixo temos os
resultados de duas medidas de uma mesma grandeziferentes aparelhos e um padréo.

medida viscosidade (g €ns")
A 9,8+£0,5
B 12,3+ 4,0
padréo 9,3

Na tabela, o valor ap6s o simbolo “+” indica emmagje intervalo de confiangca de um
desvio padrdg ou seja, o intervalo com probabilidadede de 6#ocdnter uma medida da
grandez& O valor que segue o simbolo “+” € denominditertezd. No caso acima, apesar da
medida A estar aparentemente mais proxima do padtéoincerteza, expressa pelo intervalo de
confianca, indica um provéavel erro de medida, entpua valor da medida B, apesar de ter uma
incerteza maior, concorda com o valor do padréo.

1.2. Algarismos significativos

Em medidas fisicas, € facil encontrar uma disped&ivalores muito grande. O raio de um
dtomo e o raio do universo sdo exemplos entre danRara expressar esses valores
adequadamente, é conveniente o uso da notacadfiicaerEscreve-se o valor com apenas um
digito antes da virgul@ompleta-se com algarismos decimais necess&nest{ialmente truncando
e arredondando o valor em alguma casa decimal)e muitiplica tudo pela poténcia de dez
adequada. Por exemplo, o comprimento de um fio 4469513 mm ou é da ordem de 1,43x10
mm. Note que usamos apenas dois algarismos apiégutay sendo que o ultimo foi arredondado
para “cima’ uma vez que 1,4269 estd mais proximo 1ge3 que de 1,42. A regra de
arredondamento aqui proposta é a de arredondéinmm w@igito para “cima” caso o proximo digito

1 Nas pesquisas eleitorais € comum divulgar a iezartla pesquisa de intengdo de voto como "2 paies mais
ou para menos”. Essa é a incerteza do processmdalta.

2 Em fisica e engenharia é comum adotar um desviddpgara o intervalo de confianca. Em outras areds, ta
como epidemiologia, salde e ciéncias médicas,adoié trés desvios padrdo sédo bastante comuns.

3 67% ¢é a probabilidade de encontrar um valor éfanho intervalo de confianca de + 1 desvio padréo

4 Deve-se evitar o termo erro para a incertezanSemedida tem um erro, este deve ser corrigido!



seja>5, mantendo-o no caso contr&ridcNote que ao truncar e arredondar as casas dscimai
perdemos muito da informagéo inicial, mas isso peeferemediado usando quantos algarismos
forem necessarios depois da virgula. Por exenp#269513 10' mm reproduz o valor com
toda a preciséo inicial.

Denomina-sealgarismo significativoo nimero de algarismos que compdem o valor de uma
grandeza,excluindo _eventuais zeros a esquerdasados para acerto de unidades. Atencao:
ZEROS A DIREITA SAO SIGNIFICATIVOS. Na tabela a ség um mesmo valor do raio de
uma roda é escrito com diferente nimero de algasisignificativos.

raio (mm) significativos
57,896 5
5,7%10" 3
5,78960010" 7
0,607 1

A escolha de quantos significativos serdo usadogaity da grandeza depende da grandeza, do
processo de medida e do instrumento utilizado. @end de algarismos significativos de uma
grandeza é determinado pela sua incerteza.

O NUMERO DE ALGARISMOS SIGNIFICATIVOS DE UMA GRANDEA
E DETERMINADO PELA SUA INCERTEZA
Ou seja, primeiro determinamos a incerteza, defemiglimos o nimero de algarismos significativos.

Para aexpressar uma incertezaadotaremos a convencao sugerida por Vuolo (1992).

Um exemplo é ilustrado a seguir: Suponha que sgedeedir o tamanho do besouro na Figura 1.1

Figura 1.1. Medindo o tamanho de um besouro.

I’"
0

Aceitando que as retas caracterizam o tamanho do
besouro, qual das alternativas abaixo melhor
caracteriza a medida do tamanho do besouro?

a) Entre0e 1cm
b) Entre 1 e 2cm
c) Entre 1,5 e 1,6 cm
o™~ d) Entre 1,54 e 1,56 cm
e) Entre 1,546 e 1,547 cm

L

5 Existem outras regras de arredondamento, maislm@adas, um pouco mais precisas, mas nenhuma é.eXat
regra aqui proposta é também adotada pela maiasiaalculadoras e algoritmos em computadores.
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Acertou quem optou pela alternativa d). Isso porque leitura de uma escala, o algarismo
significativo mais & direita de um nimero é sengereo duvidoso (o algarismo duvidoso também é
significativo). Resumindo: Qualquer medida por carmagdo entre um objeto e uma escala deve
incluir além dos digitos exatos (1,5 nesse cas@) estimativa do digito duvidoso. Uma vez que a
régua foi marcada em milimetros vocé deve estimaoraprimento fracionario (em décimos de
mm) que melhor expressa a medida. Vocé ndo sabalesd,54, 1,55 ou mesmo 1,98ssa é a
expressao da sua incerteza

S0 para confirmar: Qual o diametro da moeda nar&ifL2?

ey 3 .4 Figura 1.2. Medindo o didametro de uma moeda.
ml i a)Entre 0 e 3 cm
k30 Erve 8 S e
/-" /.-/"' c) Entre 2,7 e 2,8 cm

d) Entre 2,70 e 2,74 cm
e) Entre 2,700 e 2,738 cm

Podemos afirmar que a metade da menor divisdo éestimativa da incerteza dessa medida: O
diametro da moeda na Figura 1.2 pode ser expresso:c

2,72 +0,05 cm
2,72(5) cm

Observacao. A notagdo 2,72(5) cm ndo é conser@uando for usada é conveniente definir
explicitamente o que significa o valor entre pag8sist

1.2.1. EXPRESSAO DA INCERTEZA.

Como devemos expressar a incerteza de uma medida?dd3to de outra formaguantos
algarismos significativosdevem ter a incerteza de uma medida? Usaremagimtgeconvencdo

e Se o0 primeiro digito significativo da incerteza foenor que 3, usaremos DOIS significativos.
e Caso o primeiro digito significativo da incertepa ifnaior ou igual a 3, podemos usar UM ou
DOIS algarismos significativos para a incerteza,;

Resumindo: qualquer que sejacaso, sempr@odemos usar dois significativos para expressar a
incerteza. Mas atengédo: quando a incerteza forltado de uma estimativa ou apenas indicativa,
tal como a metade da menor divisdo de um instrumesigerimos usar apenas UM digito
significativo. N&o tem sentido, por exemplo, exgaes incerteza de uma régua milimetrada com
DOIS significativos (0,50mm), basta escrever 0,5mm.

6 Conforme Vuolo (1992) e Inmetro (1998).



1.2.2. EXPRESSAO DA GRANDEZA

TODA GRANDEZA TEM 4 (QUATRO) COMPONENTES:
VALOR, INCERTEZA, POTENCIA DE DEZ (opcional),UNIDADE

Usar a mesma poténcia de damto para o valor da grandeza como para suaezeer

O numero de algarismos significativos da incertedado pela regra 1.2.1. acima;

O numero de digitos depois da virgula na incertezeque ser 0 mesmo que no mensurando;
A notacdéo cientifica pode ser usada para melhdoilidgde.

Veja alguns exemplos a seguir. Note o casamentaidero de casas decimais na incerteza e no
valor do mensurando. Apenas lembrando que zerasitadao significativos.

notacao errada notacao correta
5,30+ 0,0572 m 5,3& 0,06 m
1245 + 110 125 +£11Q
0,00002002 + 0,0000005 ths (200 + 5)x10 ms?
(45 £ 2,6)x16 km (45 £3) x 10 km

1.3. Conceitos basicos para expressao de incertezas

O texto a seguir é uma adaptacdo do Guia paraeEsgw da Incerteza de Medigdo
publicada pelo INMETRO (1998). Apesar de normasrof@gicas serem um assunto um tanto
burocratico, é parte da linguagem cientifica quecipamos dominar. Ao leitor interessado em
aprofundar seus conhecimentos ou ansioso por owxesplos, recomendamos fortemente
consultar a referéncia citada.

1.3.1. Medi¢do ou medida

O objetivo de umanedicdo é determinar ovalor do mensurandq isto €, o valor dgrandeza
especificaa ser medida. Uma medicdo comeca, portanto, coanaspecificacdo apropriada do
mensurando, dmétodo de medicaa doprocedimento de medigcéo

Medicao ou medida:conjunto de operagdes que tém por objetivo detama valor de uma
grandeza.

Valor (de uma grandeza):expressdo quantitativa de uma grandeza espegfcalmente
sob a forma de uma unidade multiplicada por um maniexemplo: comprimento de uma
barra: 5,34m

Mensurando: grandeza especifica submetida a mediEemplo: temperatura de fusdo da
glicerina.



Grandeza (mensuravel): atributo de um fenémeno, corpo ou substancia coe pser
qualitativamente distinguido e quantitativamentéedainado. O termo “grandeza” pode se
referir a uma grandeza em sentido gem@n{primento, tempo, maspaou grandeza
especifica(comprimento de uma barra, resisténcia elétrica ae fin). Os simbolos das
grandezas estéo definidos na norma ISO 31.

Método de medicdo:é a sequéncia de acdes usadas na medib@mplos: método de
substituicdo, método diferencial, método de “zero”.

1.3.2. Resultado de uma medicao

O resultado de uma medicdoé uma aproximacgdo oestimativa do valor do mensurando e,
assim, s6 € completo quando acompanhado pela aigitadeincerteza dessa estimativa. Em
muitos casos, o resultado de uma medicdo € detmioom séries ou conjunto de observacdes
obtidas solzondigbes de repetitividade

Resultado de uma medicéovalor atribuido a um mensurando obtido por medig8ve-se
indicar claramente se o resultado se refeiredizacdq se é unresultado corrigidoou nao
corrigido e se corresponde a@lor médio de varias medicdeA expressdo completa do
resultado de uma medicgédo inclui informagdes solimeaateza da medigéo.

Estimativa: valor de uma estatisticarfa conta utilizada para estimar um paramettong
média, por exemp)ada totalidade de itenerfi geral finitg, obtido como resultado de uma
operagado sobre uma amostfem geral um conjunto limitado de dayjlosupondo um
determinado modelo estatistico de distribuic@iist(ibuicdo normal, log-normal, por
exemplo.

Incerteza (de medicdo)parametro associado eesultado de uma medic&@ue caracteriza a
dispersdo dos valores que podem ser razoavelmsitieidos ao mensurando. Entende-se
que o resultado de uma medicdo € a melhor estmndtivvalor de um mensurando e que
todos os componentes da incerteza, incluindo agjuekultantes dos efeitos sisteméticos,
contribuem para a disperséao.

Repetitividade (de resultados de medigbesyrau de concordancia entre os resultados de
medi¢gbes sucessivas de um mesmo mensurando, @fetgal as mesmas condi¢cdes de
medig&o.

Condigdes de repetitividadancluem:

- mesmo procedimento de medig&o

- mesmo observador

- mesmo instrumento de medi¢do sob as mesmas 6esdi¢

- mesmo local

- repeticdo em curto periodo de tempo

1.3.3. Erros e incertezas

Erro e Incerteza, apesar de parecidos, ndo saoimm®. Representam conceitos diferentes que
ndo devem ser confundidos:



Erro é a diferenca entre o valor medido e o valor vezladgque em geral ndo é conhecido).
Erros de podem ser aleatdrios ou sistematicos.sEateatorios decorrem de variagcdes
imprevisiveis também chamados efeitos aleatériosn ©rro sistematico, em geral

desconhecido, ndo pode ser eliminado, mas podduaheente ser reduzido modificando o
processo de medigdo. Um erro identificado deveaeigido.

Incerteza caracteriza a dispersédo dos valores de uma medizdntervalo definido pela
incerteza costuma ser associado a um dado nivedrdf@nca: a probabilidade de encontrar
um valor nesse intervalo.

1.4. Estatisticas

Quando temos varios resultados em condi¢cfes @étrddade de uma medicdo, usa-se um
procedimento estatistiqeara resumir e consolidar as informag8es obtidas.exemplo: Podemos
determinar o tempo de queda de um corpo numa amithda e usar apenas as incertezas dos
aparelhos utilizados (trena, cronémetro, etc.). Blascerteza assim determinada cobre apenas a
contribuicdo dos aparelhos mas néo a incertezgemdor ou a do procedimento experimertal
problema que se coloca é: Como determinar a irrsede uma medida?

DETERMINANDO A INCERTEZA DE UMA MEDIDA. O DBVIO PADRAO.

Para determinar a incerteza de uma medida podemdis varias vezes a mesma grandeza
e calcular suanédia (aritméticaonforme a equacgdo 1.1. Pode-se provaraguedia é a melhor
estimativa do valor mais provavel de um conjuntargalidas A média aritmética € uma conta,
cujo resultado mais se aproximaor mais provavetle uma medicaa(valor verdadeireso se
alcanca apos infinitas medicyeA variabilidade das medidas pode ser estimattadasvio padrao
das medidasgquacao 1,2 assim como a variabilidade das médias (casoladara varias médias)
serd dada peldesvio padréo da média.

Como visto, obter o valor mais provavel e deteamgeu desvio padréo exige INFINITAS
medidas. Definitivamente ndo temos tempo para igsmhos, portanto, ESTIMAR o valor mais
provavel, estimar o desvio padréo e estimar o dgsrdo da média para um conjunto pequeno
de medidas. O desenvolvimento tedrico e a judiifi@apara esse procedimento podem ser
encontrados em qualquer livro texto basico de istitat, como o de Helene e Vanin (1981).

A média, o desvio padrdo e o desvio padrdo daangdra um conjunto finito conn
valores

Média de uma amostra comm valores:

1
m=EZxi (1.1)

Desvio padréo estimado de uma amostra com n medidas

s=\/ni_12(xi —m)2 (1.2)




Poderiamos, em principio, calcular a dispersdairdeconjunto de medidas em torno da
média, apenas somando as diferencas de cada mediéidia, sem o quadrado na equacéo (1.2). O
resultado dessa operacgéo € identicamente nulotgpeavar essa afirmacéo.)

Vimos até agora que o desvio padrdo expressaiabiidade dos resultados de uma
medicdo. Também aprendemos que a média de um tojermedidas é a melhor estimativa para
o resultado de nossa medicdo. Dado que a médiasépnezisa que uma medida Gnica, como
fazemos para expressar a incerteza da média? Pedmo que a incerteza da média deveria ser
menor que a incerteza de uma Unica medida. Ordivégsemos muitas médias, poderiamos
simplesmente determinar a dispersdo das médiasaestd o desvio padrdo das médias como na
equacgdo (1.2), apenas substituindo as medidase{a} pnédias e a média (m) pela média das
médias. Isso pode ser feito algebricamente e dtadsué surpreendentemente simples, na equagao
(1.3).

Desvio padrao da média estimado de uma amostra camvalores:

S Sy emr =S @
Sm_\/(n—l)nZ(l ) \/ﬁ (1.3)

Uma vez calculado o desvio padrédo de um conjuntmettidas, alesvio padréo da média
é obtido dividindo o desvio padrdo pam. O desvio padrdo da médi& um excelente candidato
para expressar iacerteza da médide um conjunto de medidas. Dessa forma, usandiiagdo
convencional, podemos expressar o resultado deonjunto den medi¢cdes como

Resultado mais provavel de n medi¢des: m s,
n medidas

Ao relatar a média e o desvio padréo da médianbém importante citar o nUmerode
medicOes realizadas, uma vez que o desvio padramédéa, depende do numero de medidas
realizadas.

E se tivermos apenas uma Unica medida? Ai nageftoh Com apenas uma medi¢do ndo
ha como determinar o desvio padrdo do processoed&fn. Nesse caso, ou usamos a metade da
menor divisdo da escala, ou “chutamos” uma incartazoavel (em geral, possivel com um pouco
de pratica).

7 E comum encontrar a afirmacdo de que se fazemamuiedidas de uma mesma grandeza para melhorar um
resultado. Isto é parcialmente falso. A incertezaieh processo de medida é uma caracteristica dega@xpresso

pelo desvio padrdo, que independe do nimero dedamedpara n grande, tipicamente n>10). E verdadeaqu
realizar muitas medidas pode-se obter um valor onédiis proximo do valor mais provavel, uma vez quiesvio
padrdo da média (que expressa a incerteza da nvédia)com 1/n. Entretanto, raramente se usa essa abordagem
em medidas diretas (ndo estocasticas). Na praéfigmdo se deseja uma medida com incerteza meromyrprse
simplesmente um procedimento ou um instrumento onelom micrémetro no lugar de um paquimetro, por
exemplo). A verdadeira razdo de se repetir umadnedirias vezes € para estimar seu desvio padréo.
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DESVIO PADRAO
Grandeza que caracteriza a dispersao das medd@sessa a qualidade das medicdes.

DESVIO PADRAO DA MEDIA
Expressa a incerteza do valor méde®n medi¢cdes em condigBes de repetitividade.

1.5. Um exemplo pratico

Suponha que, usando um crondémetro eletrénico,ateaf realizado um conjunto de
medi¢6es do tempo de queda de um corpo. No quaestid os resultados de nossas medigdes. A
incerteza nominal do cronémetro foi 0,05 ms.

Quadro 1: Tempos de queda de um corpo (ms)

4.93 0.77 7.01 3.83 5.40
2.21 6.00 5.17 4.12 2.56

Com os dados do quadro 1, podemos calcular:

Média dos tempos de queda=t 4,20 ms,
Desvio padrao: s=19ms
Desvio padrdo da média: s 0,6 ms

Portanto, o tempo de queda médio para 10 medigitks ger escrito coma:= 4,2 + 0,6 ms
Convém notar que:

a) A incerteza da média, dada pelo desvio padréo diam& muito maior que a do crondémetro.
Isto porque o desvio padréo inclui flutuacdes éabdidades proprias do processo de medicdo
gueincluema incerteza do instrumento.

b) O tempo de queda médio foi escrito com apenas @s@ decimal, da mesma forma que sua
incerteza.

c) O desvio padréo e o desvio padréo da média téradesdfisicas (igual a da média).

1.6. Histograma

Uma maneira de visualisar graficamente esses dadosstruir um histograma ou grafico
de barras. Neste tipo de grafico, o eixo x comlorvda grandeza € divido em intervalos que se
chamancelas(em geral as celas tém mesmo tamanho, mas n&nhéma raz&o para isso exceto
a facilidade de calculo). Contam-se quantos everdem em cada cela. O gréfico é um conjunto
de barras cujos tamanhos expressam o nimero dg\en cada cela.
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Frequéncia absoluta

012345678 910
tempo (ms)

Figura 1.3. Histograma de frequéncia absoluta efopds de queda de um corpo.

Analise a Figura 1.3 e responda: Quanto vale atétabdesse histograma?
a) 10
b) 20
c) 10 ms
d) 20 ms

Acertou se vocé optou pal) 20 ms Esse resultado tem vérios problemas. Dependsaddaedo
eixo X, do tamanho da cela, do agrupamento dos pontosdimensdo e nenhum significado
fisicol Seria melhor termos um gréfico cuja areamh&e algum significado fisico, tal como a
probabilidade da medida ocorrer num intervalo derea. Nesse caso, poder determinar que 30%
das medidas estdo no intervalo de 2 a 4 ms, queatmafirmar que a integral do histograma,
tomada entre 2 e 4ms, vdle3 (adimensional). Dessa forma, a area total do dniatoa valel
(um),temos 100% de chances do evento ocarrer

Com os mesmos valores do Quadro 1, ha 3 grandeeapagiem ser graficadas na forma
de um histograma:

a) frequéncia absoluta fa= AN,
b) frequéncia relativaou probabilidade:f,= AP = An/N
c) densidade de probabilidade: AP [ Ax

ondeAn é o numero de ocorréncias numa cilg, o nimero total de ocorrénciageé o tamanho

da cela. Num histograma deequiiéncia absolutao eixo y representa a quantidade absoluta de
ocorréncias dentro de uma cela, ndregiéncia relativgou probabilidade) o eixo y representa a
fracdo da quantidade de eventos dentro da celgr&fico dedensidade de probabilidadeeixo y
vale AP /Ax. Apesar da frequéncia relativér() j& ser a probabilidade procurada, a &rea do grafic
de frequéncia relativa ainda tem a dimensdo do XixDentre os trés, apenas o histograma da
densidade de probabilidadem area adimensional e igual a frequéncia relaBste Ultimo tem a
vantagem da &rea total independer do tamanho daved¢ndo até mesmo para histogramas com
tamanho de cela varidvel, pois a &rea total € sempitaria! Para auxiliar a construgdo dos
histogramas, os dados do quadro 1 foram recalcsilaaldabela 1.

8 N&o faz sentido perguntar qual a probabilidadelttermos um determinado valor de medida. Num hiatog,
probabilidades s6 podem ser associadas a interdaleslores.
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Tabela 1: Andlise estatistica dos tempos de quedand
corpo.

Cela Intervalo (ms)f,=4n f, = AP = /N 4P /Ax

1 00 |— 2,0 1 0,10 0,05
2 20 |— 4,0 3 0,30 0,15
3 40 |— 6,0 4 0,40 0,20
4 6,0 |— 8,0 2 0,20 0,10

Neste exemplo, o nimero total de ocorrénciasNatel0. O intervalo é representado por
um simbolo “|—* que inclui o extremo esquerdo el@xa direito. Os histogramas de frequéncia
absoluta, frequéncia relativa e a densidade deapil@ade estédo na Figura 1.4.

5 0.54 0.25
o] b
E 44 g 0.44 é 0.204
2 B
T 3 0.3 0.15{
R K 3
o o -~
S 2 5 0.2 qQ 0.104
= =
L 14 o 1 0.054
1 Z o1
0.0 ‘ ‘ ‘ ‘ — 0001 ; ‘ ‘ —
0123456 78910 . 0123456 78 910 012345678910
tempo (ms) tempo (ms) tempo (ms)

Figura 4a. Histograma de frequénciaFigura 4b. Histograma de frequénciaFigura 4c. Histograma de densidades
absoluta dos tempos de queda de unelativa dos tempos de queda de um de probabilidade dos tempos de
corpo. corpo. gueda de um corpo.

Os histogramas acima s&o aparentemente todos!iguénica coisa que varia é a escala e
a dimenséo do eixd. Supondo que os valores das medidas seguem utribui§io Normal, o
histograma dalP pode ser modelado com uma curva continua, tamieéontnada Gaussiana,
dP[] N(», [J) dada pela equagédo 1.4, com média me=0 desvio padrdo sc.

lm =4,2ms

110,154 /\

<A_S\S =1,9ms

friax (ms1)
o
N
2

dpP

0,104

/ NN

0,00 :
0 2 4 6 8 10
tempo de queda (ms)

Figura 1.5. Histograma com densidades de probad#i@justado com

uma curva normal (Eg. 1.4). Note a escala do eixony unidades de
&)

ms

~2/3 da altura
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dp:(fr} L exp( 027 O (L4)

AX S\V2r s?

ondem é a estimativa da médiase& a estimativa do desvio padréo. Ajustando umeaachiormal
ao histograma estimamos sua tendéncia central,unsef@, a média e sua largura, s, o desvio
padréo.

A média é o valor dex em que a curva normal € maxima. O desvio paddile [zer
estimado graficamente, calculando o valondgara o qual

Ix-m=s (1.5)

Fazendoy, =]/s\/ 27 a altura do maximo da curva, a equagao (1.4) pedescrita:
* 2
dP(x-m =s)=Y, ex;{_O’E’Z(S)J =Y, exp(- 05) (1.6)
S

Concluimos que o desvio padrdo pode ser estimafiwagnente como a metade da largura total
de uma gaussiana medida aproximadamente a 2/8uda, gois

dP. =Y, exp(-05) = 061Y, zgvo (1.7)

Note também que a &rea do histograma da Figurg Lbitaria, assim como a area da gaussiana.
Obtida a gaussiana ajustada, fica facil calcularodabilidade de ocorrer um evento num intervalo
qualquer [a,b], perto ou longe da média de nossalidials. Basta calcular:

1 x—u )
AP, :Jl2 e_E(Tﬂ) dx (1.8)

1
oN2rx

A funcdo Gaussiana ndo possui integral analiBedemos apenas qqoeg(x)dle. Para o
resto teremos que usar tabelas ou integrar numegige. Um resultado importante € a
probabilidade definida pelo intervalo m £ s (umvi@gadrao)

o 1 1 X;Gﬂ
AP, = jcme L) dx= 067 ou 67% (1.9)

—O

A equacdo acima pode ser usada para calcular alpidade de uma medida aleatéria cair no
intervalo de + um desvio padrdo em torno do valédimé 67%. Note que quase 1/3 das medidas
caem fora desse intervalo. Similarmente o interdal@onfiaga com + dois desvios padréo abrange
95% das medidas.
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2. PROPAGACAO DE ERROS E INCERTEZAS

2.1. Introducéo

Um processo de medideem por objetivo determinar walor médio verdadeiroym, de
uma grandeza, cujo valor verdadeiro é y. Acontece que, em geral, o valor verdadeiro é
desconhecido, pois para se obter o valor médicadeith, sdo necessarias infinitasdidas!

Dessa forma, para um conjunto de medidas, Wy Ya, ..o}, 0 valor médio verdadeiro é
dado por:

ymv=|im(igyij 2.1)

n—owo

Uma vez que , € um valor inacessivel, usamestimativasa média dada pela equacéo
1.1, a estimativa do desvio padrao (eq. 1.2) eedwid padrdo da média (eq. 1.3).
Relembremos alguns termos novos que usaremosrequéhcia:

MENSURANDO: Grandeza a ser determinada num processo de medica

VALOR VERDADEIRO: Valor consistente com a definicdo de uma detegairguantidadel
Em principio, apenas obtido num processo de medidaito.

INCERTEZA: Parametro associado ao resultado de uma medideagaeteriza a disperséo dps
valores que podem satisfatoriamente ser atribiddosensurando. Reflete o desconhecimentp do
valor exato do mensurando.

ERRO: E a diferenca entre a medida e o valor verdad€uanto menor o erro maior a exatidao
(acurécia).

ERRO SISTEMATICO: Erro constante caracteristico do processo ou msinto.

ERRO PADRAO: Desvio padrdo dos valores médios em relacdo ao waldadeiro.

A grande diferenca entre a incerteza e o err@ (slej qual for) € que o erro pode, em
principio, ser ‘corrigido’ enquanto a incertezang intervalo de confianca das medidas. Logo, caso
sua experiéncia tenha um erro, existe uma falharocedimento que deve ser corrigido.

Exemplo 1. Medida da tensdo de uma pilha:

Neste exemplo, pretendemos determinar o valor praigdvel e a respectiva incerteza da
tensdo de uma pilha. Usaremos um voltimetro caggrieza nominal (fornecida pelo fabricante) é
1o = 0,25% do valor indicado. A incerteza do procedsanedidadeve, portanto, ser combinada
com a incerteza do fabricante, para gerar o reRujpaocurado. Algumas formulas utilizadas serédo
explicadas adiante. Retorne ao exemplo assim quengg a leitura deste capitulo. As medidas
realizadas estéo na Tabela 2.1a.
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Tabela 2.1a. Tensao de uma pilha medida com
voltimetro (incerteza nominal 0,25%)

n U (volt) Incerteza
nominal (V)
1 1,572 0,004
2 1,568 0,004
3 1,586 0,004
4 1,573 0,004
5 1,578 0,004
6 1,581 0,004

Antes, um comentario: a tabela 2.1a. acima temdodunas. A Ultima contém a incerteza
nominal das medidas que, como vemos, ndo variargoldas medidas. A tabela poderia ter
apenas 2 colunas e a incerteza das medidas sepdnada no titulo da colun&.2A nova tabela
ficaria como no exemplo abaixo, tabela 2.1b.

Tabela 2.1b. Tensdo de uma pilha medida com
voltimetro (incerteza nominal 0,25%)
n U + 0,004 (V)
1,572
1,568
1,586
1,573
1,578
1,581

Ul WN PP

Vamos aos calculos. Note que em calculos intermedi@samos um digito significativo a mais,
para apenas no final expressarmos o valor da needigdforme as normas discutidas no capitulo
anterior.

6
Valor médio: U %ZUi =15763 V
i=1
6
Desvio padrdo das medidas: = \/%z —-15763° = 0,0066 V
=1
o 00066

Desvio padrao do valor médio: 6,=—7+=—~—=00027V
g Ve

Incerteza nominal do voltimetro (0,25% da medida) L, = (2§5jl5763=0 0039V

9 Numa tabela é conveniente designar cada medid@éeah uma linha) com um ndmero indice. Facilientificar
uma medida pelo seu indice ao invés de seu valor.
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O desvio padrdo das medidas (na realidade_do gsocde medic§oé maior que a
incerteza nominal do voltimetro. Isso ja era esp®rgois, na composicdo da incerteza do
processo de medidas, a incerteza do voltimetrceBaspum dos componentes. Uma Unica medida,
por exemplo, a primeira medida na Tabela 2.1b, pedexpressa como:

U, =(1572+ 0,007}V

A incerteza de nossa medida difere da incerterginad citada na tabela 2.1. Tivemos que
fazer uma série de medidas para determinar o NOfS@o padréo.

Como realizamos uma série de 6 medidas em corddigéereprodutibilidade, podemos
expressar nosso resultado de forma mais precisadaso valor médio das seis medidas e seu
desvio padréo (o desvio padrdo da média). Portamseo resultado ficaria assim:

U =(15763+ 0,002V

Este resultado esta4 Otimo para desenvolver nosstslces e verificar alguma dependéncia da
tensdo da pilha com outras grandezas. Mas o nadSmetro pode ter urarro de calibragcdoNa
fabrica s8o produzidos milhares de voltimetros. Edia todos iguais. Mas no varejo, ao
comparar os valores medidos com diferentes voltgsetum indica um valor um pouco maior,
outro um pouco menor. Como comparar medidas feibas voltimetros diferent@sTemos que
retornar ao manual do aparelho e procurar a inzeerde calibracdo do mesmo, ou seja, o desvio
padrdo de calibracdo dos voltimetros. Em geral (m@s necessariamente) a incerteza do
instrumento e o desvio padréo de calibracdo sdelsantes. Seria um desperdicio se assim néo
fosse. Quem compraria um aparelho muito preciso e caro eellbrado? Por que calibrar
cuidadosamente um aparelho ruimPodemos supor que o desvio padrdo de calibrdgio
voltimetro é da mesma ordem que sua incerteza abniessa forma, instrumentos diferentes
podem indicar valores diferentes para uma mesmadmedo nosso caso, com um desvio padrao
de 0,004V. Caso tenhamos em nosso laboratorioquaisim voltimetro do mesmo modelo, temos
gue incorporar esse “desvio padrdo de calibracAoi@sso resultado. Isso pode ser feito por meio
de uma soma quadrética, denominada de erro pasiréique se compde quadraticamente o desvio
padrdo da média com o desvio padréo de calibragamsttumento:

Erro padréo: G, =+/0n+ L7 =0,0048/

ondel, é a incerteza do instrumento. &ro padrdo mostra que ndo adianta realizar enorme

namero de medi¢cdes com um Unico instrumento coniuitd de reduzir a incerteza da medicéo (o

desvio padrdo da média). No limite estaremos sepia®s a incerteza nominal do instrumento.
Finalizando, o valor mais provavel da tensdo theagiode ser representado por:

U, = (1,5763+ 0,0048V

Afinal, qual o valor que devemos usar? Dependea Ramparar séries de medidas no mesmo

instrumento, podemos usar a média o desvio padrdo da média. Para comparar mediti@ssa
basta o desvio padrdo. Para comparar medidas éranmentos diferentes, precisamos do erro
padréo.
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2.2. PROPAGACAO DE INCERTEZAS

Muitas vezes usamos o valor do mensurando numagéqupara determinar uma outra
grandeza qualquer. Como determinar a incertezaiags® Para o mensurangmos a incerteza
do processale medida, enquanto que para grandezas determinadaes de equagdes temos a
incerteza propagada

2.2.1. Calculo da propagacao de incertezas

Dada uma fungdo w = w(x, y, z) onde X, y, z s&ndezas experimentais com incertezas
dadas poby, oy, 0z € independentes entre si, quanto wal€ A independéncia entes, Oy, Oz e
necessaria para a validade das formulas a segéw sera discutida por enquanto.

Para simplificar, suponha w apenas fungdo de xgr@fico na Figura 2.1 mostra
esquematicamente como determirgrdadocy.

w

X. X
Figura 2.1. Determinag&o da incerteza numa grandiegendente

A incerteza de w, na Figura 2.1, foi obtida petaptes projecdo da incerteza de x. Para
pequenos intervalos no eixo X, temos em primeida ot

ow

. (2.2)

Ow = X

Para varias variaveis independentes entt&, spodemos escrever uma férmula geral
(visualize uma soma de catetos em n dimensoes):

2 2 2
ol = (awj o’ +(6WJ o, +(8\Nj G2 +... (2.3)
OX oy 0z

Acompanhe os exemplos a seguir:

10 Nessa introdugdio veremos apenas 0 caso em quegywsentos de w sdo independentes entre si. Quamdo o
parametros tém relacdo de dependéncia € necedséeininar a covariancia entre os parametros. Qtentaxtos
mais avancados.
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A) Adicao de valores experimentais

Considere a soma de dois segmentos:

F——— L=atb
I | |

a=12+2cm b=8,0£05cm

A incerteza no segmento soma pode ser calculag@argd a equagéo (2.3):

2 2
ol = (éj ol +(éj op = lol+lot
A

o2 =2%+05% = 425

que resulta: de onde L=(20,0£2,1) cm
o, = 206cm
B) Subtracdo de valores experimentais
Considere a diferenca de dois segmentos: b=8+2 ¢m
|
| g=12x2Cm |
—l=ab

Usando a equacgéo (2.3), a incerteza associadaragdo de duas grandezas experimentais € dada
por:

2 2
ol = (éj o’ +(éj o; =lol+1o}
129

c2=22422=8

gue resulta:
o, =28cm

de onde L=(4,0x2,8)cm

Na somg a grandeza e a incerteza aumentaram, madliflesenca de duas grandezas
experimentais, o resultado € menor em modulo, maseateza final € maior que a incerteza das
partes.
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C) Multiplicacéo de grandezas experimentais: volumee um cilindro

Queremos determinar o volume do cilindro r .
figura ao lado em que se mediram o raio e —
altura

L
=
WV = 1REL
R=20+05¢cm

L=10,0 £+05cm

Usando a equagéo (2.3) propagaremos as incertezsies os termos do produtg:R e L.

cz—a—vzcz+a—vzcz+a—vzcz
Vilon) " \or) R laL)

= (R’L)’c? + (n2RL)%c% + (tR*)o?
dividindo porV?

0_3 _ (R’L)?c? + (n2RL)’c + (nR%)c?

V2 (nR°L)?

() =(%) (R +(3)

Calculamos cada um dos termos acima usando oesdtomnecidos na figura:

B
Y

og)_ 1 ,
Z(Fj ~20 W

o )_ 05
(Tj ~ 100 (i)

Somando i, ii e iii em quadratura:
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% — 0% + 05% + 005 = 05025

Na equacédo acima, de propagacao de incertezaslialicagéo ou divisdo, obtivemos a incerteza
relativa o, /V . E NECESSARIO MULTIPLICA-LA PELO RESULTADO\) PARA OBTER A

INCERTEZA ABSOLUTA. Multiplicando oy por V e ajustando o numero de algarismos
significativos...

o, = 05025xV =05025x1257 = 63
O resultado do volume do cilindro vale:

V = (126 + 63) cr ou V = (13 £6) x 10 cm

Os resultados acima sdo mais gerais do que parpcendira vista. Para as quatro operacoes,
podem ser resumidos como segue:

Na soma ou subtracdoa incerteza absolutdo resultado € a soma em quadraturgd das
incertezas absolutas.

Na multiplicagdo ou divisdo, a incerteza relativalo resultado é dada pela somalem
quadratura das incertezas relativas dos operamdus €squeca de converter a incergeza
relativa em absoluta).

NOTA: porsoma em quadraturantende-se a raiz quadrada da soma dos quadrados..

No Quadro 2.1, no final da se¢éo, estao resumiggsincipais casos de propagacao de incertezas.
Uma importante regra pratica pode ser obtida sarmois que o resultado de propagacdo de
incertezas ndo precisa ser feito com precisdo rnicangiaior que cerca de 5%. Logo:

Qualquer termo menor que 1/3 do maior termma soma em quadratura pouc
contribui no resultado final e, em geral, pode sedesprezado.

Exemplificando: Volte para o exemplo A, a soma dis degmentos: L4 calculamos:
o’ =22 +05° = 425

observe que 0%5<< 2, ou seja, se desprezarmos o0 termo menor, o résufferia 4,00, que
arredondado para um significativo resultasia= 2cm, ndo muito diferente do resultado anterior,

2,1 cm.

Algebricamente: sejami & $ 0s termos de uma soma em quadratura cgm K.s,. A soma em
guadratura resulta:
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S=./2(1+k?) (2.4)

Seja agora

s=ys (2.5)

em que se desprezoy Supondo k>1, temos ques, >s e S>S. Queremos obter o menor
valor de k de forma que 'S S néo difiram em mais que 5%. Queremos que

S-S< 005+S ou %> 095 (2.6)

Com alguma manipulagdo algébrica se obtém

k> 30 2.7)

Isto pode simplificar muito as contas pois, numaaaem quadratura, podemos simplesmente
desprezar os termos menores que 1/3 do maior.pkstmite, na maioria das vezes, um célculo
rapido, sem o uso de calculadora. Atente que sdero®s da soma em guadratgre devem ser
comparados, ndo as incertezas. Isso é especialimgigante no caso de incertezas relativas.

2.3. Representacao de incertezas em um grafico. Bar  ras de erro.

Ja sabemos expressar incertezas quando escreeemgssiitado de uma medida. Num
grafico podemos expressar a incerteza de cada paptrimental na forma de uma barra vertical
(ou horizontal) que representara o intervalo ddiaoga (+s) definido pela incerteza da grandeza.
Veja o0 exemplo a seguir em que os dados da Tal#&faram graficados na Figura 2.1.

Tabela 2.2. Espagos e velocidades de um corpo.

n s + 0,05 (m) v (m/s)
1 4,60 1,84+0,55
2 6,90 2,76+0,82
3 11,10 3,99+1,20
4 20,60 9,88+2,96

25

%m

g 5

e

o 2 #

=0

4 g 12 16 20 X4
Espago (m)

=

Figura 2.1 Velocidades e posi¢des de um corpo.
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Note que a incerteza do espaw@o foi colocada no grafico, pois € menor que o pan&wcado.
Neste grafico também foi ajustada uma reta médiargpresenta 0os pontos experimentais. A reta
média pode ser tracada a rHaobservando algumas regras simples:

e Procure passar a reta equilibradamente pelo mamero de pontos.

e A origem (0; 0) pode ser ou pode nao ser um poxperenental. Se for fisicamente justificavel,
trate o ponto (0; 0) como qualquer outro ponto ermtal. Caso contrério, trace a melhor
reta ignorando a origem.

e Areta deve estar contida na maioria das barrascdeezas.

11 Atualmente a maioria dos programas graficos ajusta reta ou funcéo utilizando algoritmos estatists.
Todavia, se visualmente o ajuste ndo te conveasarontas devem estar erradas.
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Quadro 2.1. RESUMO DE FORMULAS PARA PROPAGACAO DE INCERTEZAS

w=w (XY, ...)

ExpressOes para oy

W=Xzty

soma e subtracao

2 _ 2 2
G,=0,+0),

W = axy 2 2 - 2
multiplicacdo (GW) — (G_X) + _y
W X y
w=a(y/x) 2 2 - 2
diviséo (GW) — (_GX) + _y
W X y
w=xM
PR cSW — cSX
poténcia simples | = E—
W X
W = ax
o o
multiplicacdo por constante . - X OU GW — ‘a‘G X
w X
w=ax+Db G G
“ == ou o,=|do,
W X
w = axPyd 2 2 - 2
e) e)
w X y

w = a sen(bx)
funcdo qualquer

aplicar a definicao

¢, = [ab cos(bx)|c,

bo

X

em radianos
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3. REPRESENTACAO GRAFICA

3.1. Normas, titulos e legendas

Compare a Figura abaixo e a Tabela 3.1 ao laddhoBmapresentam o mesmo conjunto de
dados. A figura é a representacdo gréafica dos emloa tabela e provavelmente € mais facil de
compreender que a tabela. Por outro lado, a tétwelace a mesma informagéo, visualmente menos
Obvia mas com mais detalhes numéricos.

Tabela 3.1. Posicdes e velocidades de

1200 um corpo.
900 | X v
i A
// 6,52 95,4
600 .
i / 9,45 320,5
300 14,22 552,2
/ 22,39 647,7
000 13.333 26.667 40.000 29,27 852,3

Um especialista que olhasse a figura e a tabefsasncontraria varias imperfeicbes. Vamos
ver se vocé as encontra também:

a) Os eixos do grafico ndo tém nem grandeza (naem)unidades;

b) Os valores no grafico e na tabela ndo tem igdwade incerteza e provavelmente os digitos
significativos estéo errados;

c) As grandezas na tabela ndo tem unidades;

d) A divisdo do eixo x é estranha e muito difielidterpolar;

e) Os valores no eixo da ordenada (eixo Y) podesansimplificados multiplicando o eixo por?10

f) Jamais emende os pontos, a ndo ser que vocg fremés razdes para fazé-lo. Caso precise de uma
linha guia, use uma linha tracejada e néo linh&@che

g) O grafico ndo tem nimero nem legenda. Comoard@ar esse grafico no texto?

Como nem tudo pode estar errado e aceitando asaopkcala 300/5 da ordenada, a escolha
dos limites de cada eixo esta correta (os portografico ocupam boa parte da area definida pelos
eixos coordenados). A formatacdo da tabela tamistén aerta: duas linhas paralelas separando o
cabecalho e uma linha horizontal apds a ultimaalide dados. Observe também que a legenda da
tabela foi colocada acima da tabela.

Vamos refazer o gréfico e a tabela com mais rigbserve a Figura 3.1. e a Tabela 3.2. Muita
coisa melhorou. O grafico agora tem legenda (qumife omitir o titulo). Os eixos do gréafico tem
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nome e unidades. Nabcissa(comumente chamado eixo x) conptssicdo/[m] Na ordenada (nosso
eixo y) constavelocidade/[ms]. Esta é a forma moderna e correta de nomear xas eie um
grafica2. Note que dividindo a grandepasi¢cdopela unidadenetro(m) o resultado € adimensional e
portanto representavel numa escala geométrica asiomal (que é um grafico). O mesmo vale para
a ordenada velocidade/[ms]. Os pontos no grafico também tém barras de emws, indicam a
incerteza do ponto. Mas porque s6 ao longo da ad#h Em geral representamowvaiavel
independentaa abcissa e podemos representa-la sem erroa podenada, grandeza dependente

foi representada com a incerteza da medida. Naerinavada de errado todavia, se hovessem barras
de erro ao longo de ambos 0s eixos.

1000
% Tabela 3.3. Posicoes e velocidades de um corpo.
;so % Posicdo (x0,05)/[m]  Velocidade w[10 ms']v
g
> b 6,53 9,54+0,95
8500
g 9,46 32+3
S :
250 14,22 5516
22,39 6517
ol o 29,28 8549
0 10 20 30 40

Posigio x/[m]

Figura 3.1. Velocidade do corpo no segundo
ensaio.

A Tabela 3.2 também foi corrigida: agora temosriezas nas variaveis independente (x) e
dependente (y) e unidades no titulo. Note porémoggiifico apesar de visualmente mais expressivo
nao consegue expressar as sutilezas dos digitddodas indicados na tabela, especialmente a
pequena incerteza da posicéo.

As escalas de um grafico ndo precisam comecarigeno (0, 0). Elas devem abranger a faixa
de variacdo que vocé quer representar. E convenigré os limites da escala correspondam a um
namero inteiro de divisbes principais. Indique abres correspondentes as divisdes principais @baix
(eixo-x) ou ao lado (eixo-y) da escala utilizandoneros legiveis. As unidades devem ser escolhidas
de maneira a minimizar o niamero de digitos utilizada diviséo principal. Uma regra pratica é uatiliz
no maximo 3 digitos para representar valores nas €le um grafico. Se necessario, use poténcias de
10 na expressao das unidades para simplificaradaegtxceto em casos que merecem destaque, nao
indique os pontos graficados nos eixos coordenadastenha seu grafico limpo e de facil leitura.

Inclua um titulo na parte superior do grafico. Evitulos do tipo “grafico de velocidade vs.
tempo" pois sdo redundantes. Graficos em textosndeer numerados e ter uma legenda logo abaixo
do grafico, que explique de forma sucinta o seuetav. Graficos com legenda permitem que se
omita o titulo. Ndo é necessario explicar a mesmsaauas vezes. Dependendo da andlise, pode ser
necessario o desenho de curvas meédias ou fungdesatesobre os pontos experimentais. Essas

12 Apesar de norma internacional, ainda é muito cormditar a unidade no eixo de um grafico entre misis como
na capa deste texteelocidade (m/s)
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curvas tém como utiidade permitir a extrapolac#ou einterpolacdo de pontos, bem como a
comparacao entre os dados experimentais e umagoe@drica.

3.2. Tracando retas médias

Muitas vezes desejamos extrair informacdes maigplaxas de um grafico. Tomando como
exemplo a Figura 3.2., poderiamos perguntar: i)l @uaera a velocidade do corpo no instante
t=15s ? i) Qual é a velocidade inicial do cdtgp Qual sua aceleragdo média? Perguntas como
essas podem ser respondidas combinando-se conhxsnaia Fisica com algumas técnicas de analise
gréfica.

Av(cm/s) b v(cm/s)
45 Velocidade de
40 | | Queda de um corpo

i

45+ | Movimento de queda de
a0 | um corpo com atrito

351 351

304 304

(e s g S G0 ¢ ) 012345678910t(5)'

Figura 3.2. Velocidade de queda do corpo em Figura 3.3. Velocidade de queda do corpo em atrito
condi¢do de pouco atrito e respectiva reta média  viscoso. Uma fungéo linear ndo ajusta adequadamente
0S pontos experimentais.

Ao tracar uma reta média & mdo, use uma réguaenttesa reta distribuindo os pontos
experimentais aleatoriamente em torno dela, comeiquaa 3.2. A reta média ndo precisa passar por
todos os pontos experimentais (veja ponto com 6=sh nem precisa passar na origem (0, 0). Deve
simplesmente ser uma reta média! No contra exemplf&igura 3.3, a reta média ndo obedece os
critérios h& pouco definidos. A reta passa acimapbntos experimentais nas extremidades e abaixo
deles na regido central. H4 uma clara tendénciale@boria. Nesse exemplo, uma funcéo linear (reta)
ndo é adequada para descrever os resultados egptisn Teremos que usar uma funcdo néo linear
(talvez um polindmio de grau>1). Note também que no caso da Figura 3.3, senosaa reta média
para responder as perguntas i) ii) e iii) terene@postas muito insatisfatorias.

Retas tracadas a mao e graficos em papel milinetséid cada vez mais raros. O mais
provavel é que seu gréfico tenha sido feito emmalguograma estatistico que também tenha opcao
para_ajustauma reta média (ou uma funcdo mais complexa). €zss® sera discutido mais adiante.

Voltando ao nosso ajuste manual, a equacao gemkriceta é dada por:

y=f(X)=ax+b (3.1)
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Tome dois pontos quaisquer ddga média. De preferéncia nos extremos da retazérerros
de célculo) e de facil leiturdx,, y,) e(x,,y,). Em geral os pontos da reta ndo s&o e ndo presiam
pontos experimentais. Esses pontos satisfazenuag@eg:

y,=ax +b

Y,=ax+b (3-2)

gue podem ser resolvidas obterm@ coeficiente angularle o coeficiente linear:

a=u (3.3)
=%

O coeficiente linear, b é calculado substituindesultado de (3.3) em qualquer das equacdes (3.2)
b=y, -ax (3.4)
Para a reta na Figura 3.2, usarégy, )= (05:10) e(x,, y,)=(9,7;45).

a=3804cms?

b=10-3804- 05=8098cm.s"

Os coeficientesa e b tém unidades. Olhando melhor os resultados pdnager um
problema com os significativos. Como estimar arieza em a e b e com isso acertar os
significativos do resultado? Vamos voltar ao caceie incerteza logo no inicio desse texto.
incerteza expressa a nossa ignorancia (no boma@ntdo valor medido, em geral um valor aditivo
para mais ou para meno®\o tracar a reta média, certamente tivemos déviddbre qual seria a
melhor reta média. Podemos exagerar e tracar wammé&kima, uma reta minima e assim estimar a
nossa duvida sobre a melhor reta média. Veja asdsS@.4 e 3.5.

Avicm/s) Av(cm/s)

45 Velocidade de e 45 Velocidade de
queda de um corpo { % queda de um corpo

-
. il
! P
- -
. .
-
-
.
. -
P '3
¥ .
- -
- %u
- -

40

354

st (b) st (d)

>

| = i S T SR S IR W SRR PR Gl g 10 Y

Figura 3.4. Limites superior e inferior que contésn &igura 3.5. Retas maxima e minima que poderiam
pontos experimentais explicar os pontos experimentais.
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Repetindo o procedimento definido nas Equacde$, (B3) e (3.5) obtemos.

= 455cms? b_. = 545cm.s"
aTT]aX max

a_. = 309cms? b . =119cm.s
assim, calculamos metade da variagcao dos coeésient

Aa

= 073cms? ‘%b‘ =32cm.s

e escrevemos:
a=38+07 cms? b=81+32 cm.¢

Esse procedimento apenas estimnancerteza dos coeficientes. Na realidade e aw@l, g método
super-estima a incerteza. Um método estatistice nggiroso, usado pela maioria dos programas de
andlise estatistica € o método dos minimos quaslradmbém chamado regressao linear (veja a
deducdo completa do método em Vuolo, 1992, Helevienin, 1981). Na sua versao mais simples e
em linhas gerais o algoritmo supfe que existe uralan funcédo f(X) que explica os pontos
experimentaisy = f (x) = ax+b. Isso posto, calcula a soma das diferencas qisab&tosn pontos

a suposta reta:

2=y~ F0)F =3 [y; (ax + b (3.5)

i=1 i=1

e procuraa e b que melhor ajustem 0s pontos experimentais, @il gge passem mais perto dos
pontos experimentais. Posto de outra forma, dessjaninimizar a soma das distancias quadréaticas
dos pontos & curva. Queremos minimizar

2 2
X g e X _g (3.6)
oa ob

A solucao mais simples, para pontos com incerteza egn constante, valends, é dada por:

DRIEDRPNY o?

a=—1" n__n_ (0.) = (3.7)

(3 ARty

b:n;)&;yﬁ;x;w
gt
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gue justifica plenamente o uso de um computadaiogramas de analise estatistica especializados.
Mas cuidado: programas de analise dependem dosndosi@ opcdes que vocé define! Definicdes e
opcOes erradas produzem resultados errados e dead#@hta afirmar que foi acémputador que
calculou.

O ajuste estatistico nos pontos da Figura 3.2 ges@eguintes resultados.

a= 372+ 026 cms? b= 910+15 cm.s"

Como dito anteriormente, a estimativa manual avadiaitavelmente os coeficientes da reta mas
superestima suas incertezas.

3.3. Linearizacao de funcbes

Numa experiéncia, costumamos comparar os valaesngdicbes com algum modelo fisico,
provavelmente expresso na forma de uma funcdo rédtemO uso de fungdes lineares foi descrito
acima, no item 3.2. No caso de fen6menos nado dieegue ndo podem ser descritos com uma reta,
podemos modelar os pontos experimentais usandofuméo nado linear, em geral disponivel nos
programas de andlise estatistica. Alternativamepbelemos podemos optar pela linearizagdo do
gréfico. A linearizacdo de uma fungdo € a transégén de uma funcado curvilinea (ndo linear) numa
reta, ou seja, a conversdo dos dados experimgtaisieio de uma mudanca de varidveis para uma
relacdo linear que permita ajustar uma reta e mi@tar os seus coeficientes. Invertendo o
procedimento de linearizacdo, pode-se entdo detarnos parametros da funcdo né&o linear
procurada. Usaremos um exemplo simples, um expeatante queda livre onde registramos a posicao
de um corpo em funcdo do tempo, como mostradoguadB.6.

600 T
500 + n
—. 400 | +
£ i
IS [
‘S 300 T +
77 i
g 7 +
200 +
r +
100 "
r +
+
0 S S @ 1 —
0 2 4 6 8 10 12
Tempo/[s]

Figura 3.6. Corpo em queda livre sem atrito.
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A equacdo usada para descrever esse movimentadpda
a.,
s=so+v0t+5t (3.9)

Se usarmos um programa de analise estatisticamosdgustar um polinbmio de 2° grau aos dados e
extrair os parametross,, v, e a do ajuste. Trabalho terminado! Mas queriamssrdeer como

linearizar um grafico. Se tivermos boas razfes papar s, =0 e v, = Opodemos escrever:

2 (3.10)

Graficando o espacos em funcdo det?/2 obteremos uma reta, cujo coeficiente angular é a
aceleragcao procurada.

600 T
500 + N
— 400 | +
£ [
B L
S 300 1 +
@ B
g r +
200 |
[ +
L +
100 | .
IS
Y S | | | |
0 10 20 30 40 50 60
t%2/[<]

Figura 3.7. Gréfico linearizado da posi¢cdo de umpeem queda livre.

Em nosso exemplo supuzemos, =0 e v,= . (Be as medidas forem afetadas por um
desvio constantes, # @or exemplo, os desvios introduzem desvios naeafes nas variaveis
“linearizadas” e podem afastar a nova funcao de fumgéo linear. Dada sua natureza, esses desvios
costumam afetar mais os valores “pequenos” qugm@nies”’ e podem ser identificados na forma de
desvio sistematico dos pontos experimentais daadlinear) graficada.

Existem muitos outros outros métodos de lineadizagnas o objetivo € sempre 0 mesmo:
transformar o grafico numa reta e facilitar suariptetacdo. Em particular ha dois casos de intress
funcdes exponenciais e poténcias simples. Outre@doétque na prética reduz o grau da funcéo, €
graficar a derivada da funcdo. Ndo ha uma regral gera linearizacdo de funcbes. Pratica e
criatividade ajudam.
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3.4. Linearizacdo de funcdes tipo Yy = a€™

Funcgbes exponenciais podem ser linearizadas agica logaritmo em ambos os termos, que
resulta:

In(y) = In(ae™) (3.11)

In(y) = In(a) + bx (3.12)
definindo A = In(a), temos:
In(y) = A+bx (3.13)

gue é uma reta com coeficiente lingare coeficiente anguldn. Posto de outra forma, para um
conjunto de pontoyx; y) em que se espera uma relacdo exponencial, obterema reta se

graficarmosin y x X ou, na base decimdbgy x x. Nesse caso:
log(y) = log(a) + bx(loge) (3.14)

gue é uma reta com coeficiente lingfa# log(a) e coeficiente angulaB = b(loge). Para determina

e b, usamos a transformacdo decimal ou neperianataofim programa tipo Excel, pode-se
transformar os valores iniciais e criar uma novandeza Iny (ou logy). Ajusta-se uma reta

Iny x x (ou logy x x ) convertendo os coeficientes e B para obtera e b.

Um detalhe que para muitos passa desapercebiti@nsformacao logaritmica
altera distribuicdo estatistica de seus dados. r8eialmente cada ponto podia ser
representado por uma gaussiana com respectiva neédisvio padrdo, a trasformada
log distorce essa gaussiana e invalida a hipotesérabalho usada no ajuste de reta
por minimos quadrados. Num ajuste simples sem pandeertezas, a curva média
ainda é a mesma, mas as incertezas associadasoafisientes da reta ndo sdo. Se
quiser ser rigoroso, use um ajuste exponencial pungrama de analise estatistica
confiavel.

3.5. O papel grafico logaritmico

Antes da era das calculadoras e computadoressraggimples determinar o logaritmo de um
namero. Usava-se (e ainda se usa) o papel mondtlo@a, cuja escala vertical, Y, é desenhada de
tal forma que a distancia linear até a origem (eix@ o logaritmo decimal do numero indicado na
escala. O papel faz a convers#o- log(y) e assim grafica o log do nimero indicado. Veja uma

explicagdo gréfica na Figura 3.8. A escala log pseleestendida por varias décadas, denominados
ciclos como mostrado na Figura 3.9. A escala logb&an é muito Util para graficar grandezas que
variam muito em valor sem perder o detalhe dosrealpequenos. Numa escala monolog com 3
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ciclos por exemplo pode-se graficar igualmente baflores entre 1 e 1000, coisa impossivel numa
escala linear. Note que a escala log ndo tem zero!

Y=lo
y gy
1[|g """"""""" 10 - |Og 10 = 1
. -
7
. log 10 0.8
. -
y=4,2—, Xttt 06 062=log42
== 7
0.4 4
Indique o valor | 2e==mm=i=—r———r--- - log2=0,30
de y diretamente 0.2 4
no eixo log 2 -
L R e —— 0.0 —

n " m k] N - =0 Hi o i i

Figura 3.8. Escala mono-log e sua correspondénaigarescala linear. A escaldigura 3.9. Escala monolog com 3
log indica o valor “y” no eixo e o converte paraaigscala linear proporcional a@iclos.
log y no gréfico.

3.3. Linearizacdo de funcdes tipo  y=ax’, y=aJx

Funcgbes poténcia tipyy = ax’ podem ser linearizadas aplicando o logaritmo efnosnos
termos:

log(y) =log(a) + blog(x) (3.15)

log(y) = A+blog(x) (3.16)

gue é uma reta com coeficiente linear A = log(aoeficiente angular b. Para um conjunto de pontos
(X, y) em que se espera uma relacdo potencial, obterem@aseta se graficarmdeg(x) xlog(x) .

Para determinaa usa-se a=10". Num programa tipo Excel, pode-se transformaradsres iniciais

e criar as grandezaX =log(x) e Y =log(y). Ajustamos uma retd = A+ BX e convertemos 0s
coeficientes A e B para obt@re b. Aqui vale a mesma observacéo da escala monoleguAcao
resultante de um ajuste por minimos quadrados n&degpado € a mesma, mas as incertezas dos
coeficientes sdo calculados de forma errada! Esddildogaritmicas (di-log) repetem o eixo log
também para o eixo das abcissas. Em geral as ®gsala 0s dois eixos X e Y sdo iguais.
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Consequéncia disso é que o coeficiente angulaarh, Ip= %2, b=2, 3..é facil de ser visualizado, veja
Figura 3.10. Funcdes do tipy = axX’ + ¢ nao geram retas numa escala dilog.

10000 ) |
y =ax b=2

b=1
1000

b=t

2
100

1 10 100

Figura 3.10. Escala dilog. O tamanho do ciclo é emaenos dois eixos. Consequentemente a
inclinagdo geométrica das retas indica a potéraifunicdo. Numa escala log, os eixos comegam
em qualquer poténcia de dez. Note que o proximgptcheio acima do 100 vale 200 engquanto
gue acima do 1000 vale 2000.
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4. INTERPOLACAO DE TABELAS E DERIVADAS
NUMERICAS.

4.1. Interpolagao de tabelas

Em tabelas publicadas em livros expecializadoslepocorrer ndo encontrar exatamente o
valor procurado. Se por exemplo estivermos procloam indice de refragdo de um material em
funcdo da temperatura, pode ocorrer da temperginareurada estar entre dois valores tabelados.
Nesse caso temos que interpolar os dados da t&b@tem varios métodos de interpolacdo de dados
em tabelas: usando polindbmios, funcdes logaritmieaponenciais, etc. Esses métodos podem ser
encontrados em qualquer livro basico de métodoricos.

Descreveremos 0 caso mais simples, a interpolag em dois pontos da tabela. Considere
0 exemplo abaixo na Tabela 4.1.:

Tabela 4.1. Presséo de vapor da agua liquida.

Temperatura Presséo (Torr)

(x1°C) +0,5%
60 149,4
80 355,1
100 760
120 1489

Para determinar a pressdo de vapor a 90°C, varterpalar linearmente a tabela entre os
valores de 80 e 100°C. A interpolagéo linear p@ieestendida como um ajuste de uma reta a DOIS
pontos da tabela e a determinagdo de um valometiério ndo tabelado. A Figura 4.1 exemplifica o
procedimento graficamente. Dados dois pontos tdbsl&o, Yo) e X1, Y1), queremos determinar o
valor ndo tabeladg; para um valor dado.

r N

Y, 4

Xo % X

Figura 4.1. Representacao gréafica de uma inter@oléigear
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Considere o triangulo ABC na Figura 4.1, definmdos pontos tabelad@Xo, YQ e (X1, Y1)
guaisquer e consecutivos na tabela. Ajustandodhesreta, pode-se escrever, para um pogte;X
intermediério.

(m—%}z(w—%J 4.1)
X =%-) | %=%

Isolando y; temos:

Y1 Yo
. = 0 I_ A 4.2
Vi = Yo +( xo)(xl_ j (4.2)

gue aplicada ao exemplo na Tabela 4.1. resulta:

Yoo = 355+ (90— 80){M5j (4.3)

100-80

e fornece o valor procurado:

P(90) = 558 Torr.

Como avaliar a incerteza desse resultado? Tergom®soltar a Tabela 4.1 e Equagéo 4.2.
Poderiamos aplicar a definicdo na Equacdo 2.2, qu&semos ser mais praticos (e rapidos).
Analisemos as duas linhas de interesse da Taldela 4.

T(°C) Pressao (Torr)
80+ 1 355,1+1,8
100+ 1 760+3.8

onde calculamos explicitamente a incerteza na @oe$dscrevemos Equacgéo 4.2.

B
Y. =Y+ A[Ej , onde

calculando as somas e subtracdes e desprezancert@za emx

A=Xx —X%,=10 ci=0l o,=1°C

B=y,—Y,=4049 Op=0n+0y, oy =187 +38° = 42 Torr
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C=x-%,=20 o.=1°C

calculemos agora o produt/&[gj

B 4049+ 42)
(g -t

Na multiplicacdo ou divisdo propagamos a incertetativa. Verificamos que A e C tém incerteza
entre 5% e 10%, enquanto B tem incerteza da oreebt¥%@ muito menor que as incertezas de A e B.
Assim, basta propagar essas duas ultimas:

2

LBCJ :( L JZ +(LJ2 =(0212y assim

A( B 10) (20
C
B

O ppe = A[Ej(on) = 20245* 011=22 Torr

Finalmente

y, =3551+18+ 20245+ 22 Torr
a incerteza no termo 202,45 é muito maior que aygleAcertando os significativos
y, =558+ 22 Torr com incerteza relativa de 4%

O resultado mostra que pouco adianta uma tabetaipi@rpolacdo com incertezas relativas
muito diferentes nas colunas. Partimos de umadaioeh ~1% de incerteza na temperatura e 0,5% de
incerteza na pressao. Obtivemos um valor interpodan 4% de incerteza.

Existem algoritmos muito mais sofisticados (e {g@s) para interpolacdo de tabelas, como os
gue usam ajustes polinomiais em 4, 6 ou mais poeta@aitros esquemas. Consulte a literatura
especializada ou use programas estatisticos pootss.

4.1. Derivada numérica em tabelas

Um problema recorrente na analise de dados expetais € obter a derivada de uma série de
dados experimentais tabelados. Considere novansestemplo da queda livre, descrito na Figura
3.6. Suponha que temos uma série de posi¢des &adofo tempo e desejamos completar a tabela
com as velocidades ou as aceleracdes em funca@mdpot O problema € parecido com o da
interpolacéo de tabelas descrito em 4.1.
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Na Tabela 4.2 temos as posi¢cées do corpo em duesia

Tabela 4.2. Posicdes e tempos de um corpo em djueda
medida tempozxls (s0.5)in v (ms)10°

1 0,0 0,0

2 1,0 10,6
3 2,0 26,0
4 3,0 50,7
5 4,0 85,2
6 5,0 131,2
7 6,0 185,3
8 7,0 254,3
9 8,0 317,1

Desejamos completar na tabela, a coluna com asidattes instantaneas do corpo, mas a Unica coisa
gue sabemos fazer é calcular a velocidade médiaighm num intervalo de tempo dado:

ela 4.2. Posicdes e tempos de um corpo et

_As,, _[(260+05) - 106+ 05)]x10° st

v
+01) - (10+

medida tempo+ls | (s+05)107 n/ A, (20+01) - (L0 01)

1 0.0 06— 154t 07
............................ . ~ 4+0, L

2 10— 106 | V= 154£07) 10°ms* Na subtracéo, o
3 2.0 _ 26.0 L0+ 014) valor diminui, mas a
. ! EE ' DEE incerteza aumenta.

V=(154+22)10°ms™

Como associar a velocidade média no intervalo aciddde instantdnea? e em qual tempo? Em
nossas aulas de calculo vimos que a “média” nuemialo pode ser associada ao valor instantdneo no
centro do intervalo. Podemos associar a velocidaéidia no intervalo a velocidade instantédnea no

centro do intervalov, =v(t=15) =V, ,

v(t=15)=(154+22)10° ms™

Para preencher a Tabela 4.2. teremos que criafinimaaextra entre as linhas 2 e 3 para incluir uma
velocidade instantanea et= 1,5 s

nedida | tempo =l s | (s£0.5)10° m v (msH1073
1 0.0 Q.0
2 1.0 10.6
1,5 15,422
3 2.0 26.0

37



Isso ndo € pratico. Iremos criar vérias linhagaext ndo poderemos associar posicdes e
velocidades do corpo, pois os valores das posiedeslocidades estardo em tempos diferentes.
Podemos entretanto pular uma linha Tabela 4.2. e associar a velocidade média teovalo ao
tempo médio dentro do intervalo. Isso s6 é pospvajue os intervalos de tempo sao iguais.

Usando as linhas 2 e 4 na tabela 4.2.

_s,—S,_[(B07+05)- (106+05)]x10°

= ms-1
t,—t, B80+0)H - 10+ 0)

3

v, = 201+ 15010° ms-1

A Tabela 4.2 recalculada fica como mostrado abaio.tempo t = 2,0s temos a posicdo e a
velocidade (instantanea) do corpo.

Tabela 4.2'. Posi¢oes e tempos de um corpo em dueela
medida tempozxls (s#0.5)in v (ms")10°

1 0,0 0,0
2 1,0 10,6
3 2,0 26,0 20,1+1,5
4 3,0 50,7

Um detalhe para seus estudos futuros: A velocidadmha 3 foi calculada usando dados das linhas 2
e 4. A velocidade na linha 5 sera calculada usasdposi¢cées nas linhas 4 e 6. Assim, a posicdo na
linha 4 entra no céalculo de e w. Podemos afirmar queg depende desyou seja, ye % estao
correlacionados. Isso fere a hipétese de dadosco@wlacionados, suposta na propagacao de
incertezas. Rigorosamente, a propagacdo de inasrtezaum pouco diferente da usada aqui (veja
Vuolo, 1992).
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