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Definicoes

e Cinematica Inversa:

— Sejam dadas a posicdo e
orientacdo desejadas para a
ferramenta, quais as variaveis de
junta do manipulador?

e Aplicacdo mais importante:

— Geracdo de Trajetorias...
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Definigoes
Existencia de Solugoes

e Dada a matriz;

-nX SX GX pX
T - n, s, 4 py _
y nZ SZ GZ pZ
O 0 0 1
e Deseja-se obfter: 0,, 0,, ..., 0
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Definigoes
Existencia de Solugoes

e Tomando um Robd com 6 GDLs como exemplo:
— 16 elementos na matriz

3 equacoes de rotacao

-nx S, Q Py | independentes
0 ny Sy a, - 6 Equacoes n-lineares
T6 = e transcendentais
nz Sz C(z pz
» 3 equacoes de posicao
- -\> Valores triviais

o Deseja-se obfer: 9,, 6,, ..., 0,

— Sendo N=6, tfemos 6 incognitas e 6 equacdes...
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Definigoes
Existencia de Solugoes

— NUmero de Solucoes:

— Pode haver mais de uma solucdo ou até mesmo,
nenhuma (Volume de trabalho)

— Pode ser trabalhosa a solucdo de equacoes ndo
lineares...

Lo _
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Definigoes
Existencia de Solugoes

MuUltiplas Solucdes
 Problema: Escolher uma solucdo...
v Solucdo mais proxima
v Obstaculos
v Pesos / Cargas 7 Ok A

v Volume de Trabalho

v Limites das Juntas
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Definigcoes
Existencia de Solugoes

e Para o Robd PUMA 560, ha 8 solucoes para o
cinematica inversa...
— As 3 primeiras varidveis de junta (8,,8,,6,) definem posi¢cdo
do braco do robd
— As 3 Ultimas (8,.65,6,), a orientacdo da garra

' o
* 4 solugoes para a 3 primeiras juntas: 6,=6,+180
— Ombro & direita eé - -6,
— Ombro a esquerda -
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Definigoes
Existencia de Solugoes

NUmero de Solucdes

Quanto maior o nUmero de par@metros de Denavit-
Hatenberg ndo nulos, maior o nUmero de possiveis
solucoes para o robd atingir a posicdo desejada.

NUmero de Solugdes vs. a. # 0 para um robd com 6 juntas de rotacdo

a NUmero de Solugoes
a,=03=0=0 <4
a;=0a:=0 <8
a;=0 <16
Todos a=0 <16
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Definigoes
Existencia de Solugoes

e Como encontrar as solucoes?e
— Ndo hd algoritmo genérico — Equagoes n lineares

e Deve-se encontrar todas as varidveis de juntal

e Deve-se calcular todas as solucdoes!

— Duas Classes:

e Analiticas: Closed-form solutions

 Numeéricas: Numerical solutions (iterativas)
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Definigoes
Existencia de Solugoes

e Métodos Analificos
e Obtém todas as solucoes
e NAQo trivial...

* Empregados quando um grande numero de
pardmetros de Denavit-Hartenberg sdo nulos!

e Dois métodos:
— ALGEBRICO
— GEOMETRICO

e Métodos Numéricos Iterativos
e Convergem para solucdo possivel

e Estratégias Anti-colisdo
° J‘]
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11



Definigcoes
Existencia de Solugoes

e Equando GDL =n (< 6)?

P .
ny ny > fc de n par@metrosl!!
~Z rz

0 1

o
i
Il
S 3
<
o -
]
o0

o

e Ese aferramenta for definida por 6 GDL?

— Enconftrar a solucdo “mais proxima™ possivel da
desejada...
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Definigcoes
Existencia de Solugoes

e Ese aferramenta for definida por 6 GDLe¢

— Encontrar a solucdo “mais proxima” possivel da
desejada...

e Estratégia:

1. Dada T, obter °T_..de modo que seja descrito com
0s N pardmetros de junta do manipulador e seja
proximo de °T,,.

2. Aplicar a cinemdtica inversa a 9T . para enconftrar

as n varidveis de junta.

v Ficar atento com o volume de trabalho do
manipulador
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Solucdo Algébrica

e Para o mecanismo planar de 3 links...

EESC-USP

M. Becker©

Pardmetros de Denavit-Hartenberg

Junta o, of di 91
] o | 0 0 0,
2 0° | L 0 0,
3 OO |—2 O 03
c6. -s6, o) a4
T _ s@.co, cB.ca, -s0.cO a.sb
B o So, co, d.
o) o) 0) 1
15




Solucdo Algébrica

cO. -ca,..56 s6.s0;, a,c6]
A _ s6 cB.ca;, -sa.cO a.s6
| o) Sa, ca, di
_ 0 0 0 1
(Cs Sz 0 Lig+L,6,]
o1 _ Ses Cs O Lisi+L,sp
: 0 0 1 0
0 O O 1
EESC-USP M. Becker©
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Solucdo Algébrica

e Obs.: uso de Reducdo Polinomial para resolver
equacoes tfranscendentais

1-u? <ond - 2U
1+u° 1418

U= ‘ran(g) cosP =

Apéndice A: Livro J.J. Craig

Eqgs. Algébricas: Equacoes aonde a varidvel independente pode ser posta em
evidéncia ou fatorada.

Eqgs. Transcendentais: EqQuacdes aonde a varidvel independente ndo pode ser
posta em evidéncia.
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Solucdo Algébrica

e Definindo a posicdo e orientacao do 3° link...

( Cs ~Spzs 0 Lig+L,¢;]
oT _ Sz Cpz O Lisi+L,sp,
Co = Crz3 *“lo 0 1 0
X = l1C1 + L2C12 -C(I) -Sq) O X-
y =Lis +L.s (s o O
0 0 s
\ O O 01
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Solucdo Algébrica

e Assim obtemos as equacoes algébricas...

x=Lic +L¢p
y=Lsi+L:s,

6, =atan2(s,,c,) <

: ><2+y2 =Lf+L§ +2L,L,¢,

——

—

N4

C,

X +y° L -Lg

2Ll

EESC-USP M. Becker©

s, =+,1-¢
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Solucdo Algébrica

e Dessa forma, para encontrar 6;:

X = k¢, —kss; II‘ k, =L, +L,¢,
y =kis; +ko¢, k, =Lss;
* Sendo: -
= +\/k12 +k; k,=r.cosy=r.,
~ .
v = atan2(k, k. ) k, =r.siny=r.s,

~/
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Solucdo Algébrica

e Reescrevendo as equacoes:

X

—=C_C, —S,S

x =k, —k;s; "d roo T
=k;s, +k,c

A Y _cs +sc

e Enfao: !

~
X

o cos(y+6,) (v+6,)= a’ranZ(l,i) = atan2(y,x)
> rr

Y _sinty+0) | [ =atancly x)-atan2lig )

-
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Solucdo Algébrica

e Sendo:
6, = atan2(y, x )- atan2(k,  k, )

6, = atan?(s.,c,)

e Obtéem-se:

6, +6, +6, =atan2(s,,c,) =¢

EESC-USP M. Becker©
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Solucdo Geomeétrica

e Para o mesmo mecanismo planar de 3 links...
— Aplicando a lei dos co-senos no AABC:

x°+y° =L +L5-2L,L,cos(180°-6,)

A
Yo , —

cos(180°—9% ) = -cos(6,)
Xy -L -G
2L L,

C,

Xo

EESC-USP M. Becker© 23



Solucdo Geomeétrica

e Para os dngulos B e w...

b =atan2(y,x)
X +y 4L -La

COSVy = Lel dos co-senos!
ZLH/X2 +y°
e Assim:
O =p=vy 6,+6,+6; =0

EESC-USP M. Becker©
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Exemplo 1
Robo PUMA 560

e Manipulador com 6 GDLs

-nX SX GX pX -
oT, = N S 4 Py
nZ SZ GZ pZ
0 0 0 1

"To="Ti(0,). ' T2(8,)-"T5(85)." T4 (8,).* T5(85). T, (6, )

LT0)] °T,=T.(6,)2T,(8,)3 T, (6.).4 T, (8,)° T, (6,
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Exemplo 1
Robo PUMA 560

T ] °T.=T,(8,)2T,(8,)*T.(0,).* T,(8,).°T, (8, )

¢, s 0 O], s, a, p,]
-s; ¢ O Ofin, s, a, p, i
O O 1 O nZ SZ C‘Z pZ °
O 0 O 1_ _O O 0 1 _
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

C4 .C5 °C6 — 54 °S6 )_

.C5 'C6 » C4 '36

(C4 .C5 °C6 - 54 °S6

4.C5 .56 . 54.

.56 . C4'C6
GBS +S4

Clx = _C23.C4 .S5 - 523.C5
1

Gy = 54 .S5 <
1
Clz = 523.C4 .55 Za C23.C5
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Exemplo 1
Robo PUMA 560

* Assim: P, = d; =-s;p+ Cpy

¢ s 0 O] s, a, Bg ['n, ‘s, lﬂx P
[BSTET@ 0N, 5, o By _|n, s, g
O O 1 Ofln, s, aq, P:| 'n, 's, 'a, 'p,
0 00 1]j]0 00\ |0 O O 1
e Faz-se a substituicdo frigonométrica:
P, = P.COSO =p.C = /Ps +P;
? onde P \/p Py
p, =p.sen =p.s, ¢ =atan2(p,.p,)

USP-EESC-SEM M. Becker © 29



Exemplo 1
Robo PUMA 560

d; = -S,p, +CiPp,
P, =p.COSH =p.c, > Obtém-se: CS, —SC, =

p, =p.sen =p.s, )

g
o
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Exemplo 1
Robo PUMA 560

=3

e Lembrando a formula da diferenca de adngulos:

2
sen(¢ - 6,) =% I cos(9-6,) = t\/l—g—i

2
-6 = aTanZ[d3,¢\/1 —d32)

p p

6, = a’ranZ(Dy,px)-G’rcmz(i ,“—“\/Pi +py -5 ,

USP-EESC-SEM M. Becker ©
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

C4 .C5 .C6 — 54 '56 )_

.C5 .C6 » C4 '36

(C4 .C5 'C6 - 54 °S6

4.C5 .56 . 54.

B -c,.c
ke s, + 5.6
(lax REC ..C,.5: —523.c5\

=<, s, <

1
\ Clz = 523.C4 .55 Za C23.C5 /

USP-EESC-SEM M. Becker © 32




Exemplo 1
Robo PUMA 560

e Agora:
s 0 0NN, s, o o [ s ‘e ()
[Bl 1 I/D nX X aX X lnx ISX lax
-s; ¢ 0 Ofin, s, a, |p, _ ny sy ay P,
UD$ : !l/! nZ SZ GZ p2_7 n S a @
0 0010 0 ONIf |O O O 1

1
—-P;=PpP; = Cp3.d, +5,5.0; +5,.0,

USP-EESC-SEM M. Becker © 33



Exemplo 1
Robo PUMA 560

* Logo:  -s,;.d, +¢3.0; =K

2 2 2 2 2 2 2
. onde: KPPy tPe -0 —a5-ds -d,

20,

e Seguindo o mesmo método de solucdo
trigonométrica:

6, = 0T0n2(03:d4 )' aTanZ((,i\/Cl; +d -K° /

USP-EESC-SEM M. Becker ©
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

o Para obfer 0,:

To="Ti(0:). ' T2(6,).°T,(8;). T4 (8,)." T5(85). T (64 )

loT.0,) | o, =*T,(8,).4 T, (8,) T, (8,)

GGz S5C;
~CiS23 5153
- S ¢
0] 0]

USP-EESC-SEM

- 523
-Cy3

0
0

- 0,5 |
a,S3
- d3

1
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n
n
n

110

X

<

p4

Sx
SY
S

Z

0

a
a
a

X

Y

Z

0

Px |

Py
P-

1-
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

k0, = c;

\az =5,.55 )

USP-EESC-SEM M. Becker © 36




Exemplo 1
Robd PUMA 560

e Assim:

63 SiCs 1M s a 5
I 1N S 9 [Py _
-5 ¢ -d; | |n, s, P,

0 0 1 O O xl/
f

= CS5PR — S15,3P01— Co3P, + G585 = d,

.
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

e Resolvendo o sistema de equacoes:

{ C1Ca3Px +51Co3Py —Sa3P, — Q2G5 =G5

- C1S23Px — SiS23Py — Ca3P; +G,S; = d,

_ (-a; -a,¢;)p, +(cip, +5ip, )(@,S; —d,)

S
” p; +(cp, + S1Py )?

_ (0,55 -d,)p, —(cip, +51p, )(a,C; +a3)
p22 + (Clpx + slpy )2

23

USP-EESC-SEM M. Becker ©
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

e Como 0s denominadores sao iguais e positivos:

_ (-a5 - a,¢3)p, +(Cpy +5ip, (@S5 —d,)
p22 + (Clpx + sll:)y )2

Sy3

_ (0,55 -d,)p, - (cip, +5ip, )(0,C5 +a3)
p22 + (Clpx + sll:)y )2

Cy3

6,; = atan2[(-a; - a,¢;)p, - (¢;p, +5;p, )(d, - G,85)....
(0,55 -d,)p, — (b, +51P, )(a,C5 +a3)]
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

6,; = atan2[(-a; - a,¢;)p, - (¢;p, +5,p, )(d, - G,85).....
(0,85 -d,)p, — (cip, + 1P, )(0,C5 +a3)]

* Assim: 92 = 923 — 93
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

3
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

e Assim, para obter 6.

1T 1 T3
| s . < & »] [
3
“CSo3 =553 Gz @Sz | [N, S, Pl |y
13
I. nZ SZ pZ nz
0 0) 0 1 O O 1 0)
f

CCo3Q, +5,C3Q, —S,30, = —C4Sg

-SIGX + CIC(Y = 5455

USP-EESC-SEM M. Becker ©
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

€G30, +5,C30, —S,3Q, = —CySp

-SIClx + C1Cly = 3435

e Resolvendo o sistema de equacgoes para 6 # O:

64 = GTGHZ[(-GXSI + ClyCI),(-CGCIC23 - GYSIC23 + 02523)]

e Se 0.=0 — posi¢cao singular do manipulador...

USP-EESC-SEM M. Becker © 43




Exemplo 1
Robd PUMA 560

e Para obter 6;:

To="Ti(0:). ' T2(6,).°T,(8;). T4 (8,)." T5(85). T (64 )

[OT4 (64 )]1 'OT6 =4T5 (95 )'5T6 (66 )

-C;S;3
0

[ C1Cp3C, +51S,
“GiSp384 +5,C4 ~51C38, — GGy

51C23C4 — G5y

-51S;3
0

USP-EESC-SEM

-Cy3

0
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a,s; -d,
1

:I

X

>

N

o

>
<

X

<

N

o o

o L
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

E <
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

e Para 0::

- ﬁm |
- C1523S4 + SIC4 - 31C23S4 - C1C4 - 52354 02C3 + d3C4 + 0354

>

X SX pX -

>

n

O
~<

Y 4
| & s g (| <. &
0 0 0 1 [lo o 1

* Assim:
0, (C1Co3C4 +5:54) + 0, (SCo3C,4 +C1S4) — A, (S,5C4) = =S5

a,(-CiSy3) + Cly(_51323) +0,(-Cp3) =G5
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

¢« Assim: 6, = atan2(s;,c;)

 Onde:
S5 = -0,(C1C,3C4 +51S4) — A, (81C,3C,4 +C;S4) +Q,(S53C4)

Cs =G, (—C;S,3) + a, (-5:5,3) + a,(-Cs3)
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

e Para obter 6,:

To="Ti(0:). ' T2(6,).°T,(8;). T4 (8,)." T5(85). T (64 )

o1, 0.) | °T,=5T, (8,)

-C;S;3
0

[ C,C,5C4 + 5,5,
“GiSp384 +5,C4 ~51C38, — GGy

51C23C4 — G54

-51S;3
0

USP-EESC-SEM

-Cy3

0

M. Becker ©

a,s; -d,
1

:I

X

>

N

o

>
<

X

<

N

o o

o L
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Exemplo 1
Robd PUMA 560
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Exemplo 1
Robd PUMA 560

e Para obter 6;: e 0,:

To="Ti(0:). ' T2(6,).°T,(8;). T4 (8,)." T5(85). T (64 )

[OT4 (64 )]1 'OT6 =4T5 (95 )'5T6 (66 )

-C;S;3
0

[ C1Cp3C, +51S,
“GiSp384 +5,C4 ~51C38, — GGy

51C23C4 — G5y

-51S;3
0

USP-EESC-SEM

-Cy3

0

M. Becker ©

a,s; -d,
1

:I

X

>

N

o

>
<

X

<

N

o o

o L
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Exercicios Recomendados

e Exercicios:
— Livro do Craig (2005): pp. 128-134

e Incluindo os exercicios computacionais!!!

USP-EESC-SEM M. Becker ©
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