Mecanica Classica 2 (Sem. 2/2017): ED I- gravitagao entre dois corpos pelo Método de Lagrange

Considere um sistema de dois corpos de massas mq e ms.

10.

. Determine as posicoes 1’y e r’y dos corpos no referencial do centro de massa (CM).

. Sendo R a posi¢ao do centro de massa, determine a energia cinética do sistema em funcao de

R, 1’ erls.
Agora considere r a posicido do corpo 2 em relacdo ao corpo 1. Mostre que a energia cinética é

M .
T= SR+ gfz. (1)

onde M =mj +mg e p=myma/M.

Considerando que as particulas estejam sujeitas unicamente a um potencial de interacao entre

elas,

. Mostre que

dR
“@_ 0. 2
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de onde segue que o momento total P = M R é constante.

. Qual o numero de graus de liberdade que o problema adquire quando nos restringimos ao

referencial do centro de massa?

. Mostre que para o movimento relativo a Lagrangeana é

L' = g [I"2 + 7“29.2} —V(r). (3)

Mostre que o momento é conservado.

Mostre que a equagao do movimento é

dr 0 12
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onde [ = urzé.

Conservacdo de energia

. A partir da conservagao de momento angular, mostre que a drea varrida pelo raio médio da

érbita é constante (Segunda Lei de Kepler).

Usando o momento angular [, mostre que a equagao do movimento é

d, .. P av
@(W)‘FW——E‘ (5)



11.

12.

13.

14.

15.

16.

Mostre também que
d d 2
—(ur)=——(V+—) .
dt (1) dr < * 2;”“2)

Mostre que se U = U(r) entao dU/dt = (OU/Or)r, mostre que

d . d /17'“2
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e daqui conclua a conservacao de energia.

Equacao diferencial da orbita

A partir da eugacao
. oV
Fe—=——
a urs or’
e considerando que 7 = (dr/d0)0, mostre que

dr [ dr

dt — r?df’
Sendo u = 1/r, mostre que (du/df) = —(1/r?)(dr/df) e portanto
dr [ du

dt — pdd’
e portanto

wdo

(L) P
T W2 g2

Mostre que a equagao da érbita fica

2u? [d?u
o [d92+u] = f(1/u),
onde f(r) = —(0v/0r).
O problema de Kepler
O problema da gravitacao envolve uma forca f(r) = —K/r?, portanto temos
u? [du
b el k|l =
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onde k = Kpu/I?.

Mostre que esta equacao é a equagao de um oscilador harmonica, isto é

d€
—w—{—w:O,

e portanto a solucao da equagao da orbita fica
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Mostre que asolucao pode ser escrita na forma de equagao de uma conica, isto é,

% =1+ecos(6+ ), (16)

e determine J e €.

Mostre que em termos da energia mecanica F temos

A= %\/1 +22E/(uK?) (17)
e=+/1+22E/(uK?). (18)

Demonstre a Terceira Lei de Kepler, isto é, mostre que

(19)

onde T é o periodo da Orbita e a é o semi-eixo maior da elipse que descreve a Orbita do planeta.



