Apéndice

Revisao de alguns
concelitos estatisticos

Este apéndice fornece uma introducdo bem resumida de alguns dos conceitos estatisticos encon-
trados no texto. A discusdo néo € rigorosa e nenhuma prova é fornecida, porque um grande nimero
de livros excelentes sobre estatistica faz muito bem esse trabalho. Algumas dessas obras estéo lista-
das no final deste apéndice.

A.1 Operadores somatorio e de produto

A letramailsculagrega | (sigma) € utilizada paraindicar somatério. Assim,

n
Zx,- =X+ x2+-+Xx,
i=1

Algumas das propriedades importantes do operador somatorio sao:

1 Zk: nk, em que k é constante. Assim, >, 3 = 4-3 = 12.
i=1

2.3 kx; = kY7, x» €m que k € uma constante.

3. Y7 (a+ bx;)=na+ b)Y |_,x;,emqueaeb sdo constantes e aplicam-se as propriedades
1 e2anteriores.

4. Yo (it y) = xi+ Y

O operador somatorio também pode ser estendido as somas multiplas. Assim, >, o operador
duplo somatorio, ¢ definido como:

n m n
ZZXU = Z(Xn + X+t Xim)
i1

=1 j=1
= (it xa+ o+ X))+ X2+ X+ o+ Xp2)

Fot (X Xop et Xgm)

Algumas das propriedadesde ) Y sdo:

1o Doy 2o Xy = )iy i1 Xij; aordem, naqual o duplo somatério é executada, é permu-
tavel.

2.0 D D XY = D Xi e Ve

796
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B X LG i) = D o Xig Dy D Yige
2 -1
4 (Xl x| =Y+ 23 Djmin1 XiXj = Y X 2% Xix;.

O operador produto é definido como

n
[T =120 3
i=1

Assim,

Xi = X1"X2°X3

et

A.2 [Espaco amostral, pontos amostrais e eventos

O conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatdrio, ou ao acaso, € chamado
populacédo, ou espaco amostral, e cada membro desse espaco amostral é chamado de ponto amos-
tral. No experimento de lancar duas moedas, 0 espaco amostral consiste nesses possiveis quatro resul-
tados: HH, HT, TH e TT, em que HH significa cara no primeiro langamento e coroa no segundo e assim
por diante. Cada uma das ocorréncias anteriores constitui um ponto amostral.

Um evento € um subconjunto do espaco amostral. Se denotarmos A a ocorréncia de uma cara
e de uma coroa, entdo, dos possiveis resultados anteriores, apenas dois pertencem aA, ou sgja, HT
e TH. Nesse caso, A constitui um evento. Da mesma maneira, a ocorréncia de duas caras em um
lancamento de duas moedas é um evento. Diz-se que eventos s80 mutuamente exclusivos se a
ocorrénciade um eliminar aocorrénciado outro. Se, no exemplo anterior, ocorre HH, aocorréncia
do evento HT ao mesmo tempo néo é possivel. Diz-se que eventos sdo (col etivamente) exaustivos
se exaurem todas 0s possiveis resultados de um experimento. No exemplo, os eventos (@) duas
caras, (b) duas coroas e (c) uma coroa, uma cara exaure todos os resultados; dai eles serem even-
tos (coletivamente) exaustivos.

A.3 Probabilidade e variaveis aleatorias

Probabilidade

Seja A um evento em um espaco amostral. Por P(A), a probabilidade do evento A, entendemos a
proporcdo de vezes que o evento A ocorrera em repetidas tentativas de um experimento. Como alter-
nativa, em um total de n possiveis resultados igualmente provéveis de um experimento, se m deles
sdo favorévels a ocorréncia do evento A, definimos a razdo m/n como a frequéncia relativa de A.
Para valores maiores de n, essa frequéncia relativa fornecerd uma aproximacao bastante boa da pro-
babilidade de A.

Propriedades da probabilidade
P(A) é uma funcéo de valor real’ e possui essas propriedades:

1. 0< P(4) < 1paracadaA.
2. SeA B, C, ... constituem um conjunto exaustivo de eventos, P(4A+ B+ C+ ---) = 1,em
que A 4 B + C significa A ou B ou C e assim por diante.

TUma funcéo cujo dominio e alcance sdo subconjuntos de nimeros reais é comumente referida como funcéo de
valor real. Para mais detalhes, veja CHIANG, Alpha C. Fundamental methods of mathematical economics. 3. ed.
Nova York: McGraw-Hill, 1984. cap. 2.
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3. SeA B, C, ... sdoeventos mutuamente exclusivos,

P(A+ B+ C+--)= P(A)+ P(B)+ P(C)+ -+

EXEMPLO 1 Considere o experimento de lancar um dado numerado de 1 a 6. O espaco amostral
consiste nos resultados 1, 2, 3, 4, 5 e 6. Os seis eventos, portanto, exaurem totalmente o
espaco amostral. A probabilidade de qualquer um desses nimeros aparecer € de 1/6, uma
vez que ha seis resultados igualmente provaveis e qualquer um deles possui uma chance igual
de acontecer. Na medida em que 1, 2, 3, 4, 5 e 6 formam um conjunto exaustivo de eventos,
P(1+2+3+4+5+6)=1emquel, 2, 3...indica a probabilidade do niimero 1 ou do
ndimero 2 ou do nimero 3 etc. E, na medida em que 1, 2, ..., 6 sdo eventos mutuamente
exclusivos no sentido de que dois nimeros ndo podem ocorrer simultaneamente, P (1 + 2 +
3444+546)=P(1)+ P2+ - -+ P6)=1.

Variaveis aleatorias

Umavariavel cujo valor é determinado pelo resultado de um experimento al eatorio é chamadade
variavel aleatoria. As varidveis aleatorias séo normalmente denotadas pelas letras maitsculas X, Y,
Z etc., e os vaores assumidos por elas sdo indicados pelas letras mindsculas x, Y, z etc.

Uma variavel aeatdria pode ser tanto discreta como continua. Uma variavel aleatéria discreta
pode assumir apenas um ntiimero finito (ou infinito enumeravel) de valores.? Por exemplo, a0 langar-
mos dois dados, cada um com numeros de 1 a 6, se definirmos a varidvel aleatoria X como asomados
ndmeros mostrados nos dois dados, X tera um desses valores: 2, 3,4, 5, 6,7, 8,9, 10, 11 ou 12. Por-
tanto, € umavariavel aeatdriadiscreta. Umavariavel aleatdria continua, por outro lado, é aquela que
pode assumir qualquer valor em algum intervalo dos valores. A alturade um individuo é umavariavel
continua— em uma amplitude de, por exemplo, 60 a 65 polegadas, ele pode ter qualquer valor, de-
pendendo da precisdo da medicéo.

A.4 Funcao de densidade de probabilidade (FDP)

Funcado de densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria

discreta
Seja X umavaridvel deatoria discreta que tomavalores distintos X, X, ..., X,,... ENtdo, afuncéo

S(x)

P(X=x;) parai=1,2,...,n,...

0 para x # Xx;

é chamada funcéo de densidade de probabilidade discreta (FDP) de X, em que P (X = X;) significa
aprobabilidade de que avariavel aeatériadiscreta X tome o valor de x;.

EXEMPLO 2 Ao lancarem dois dados, a variavel aleatoria X, a soma dos nimeros apresentados nos dois
dados, pode assumir um dos 11 valores exibidos. A FDP dessa variavel pode ser representada
como se segue (Veja também a Figura A.1):

x= 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

6= (3s) (35) (35) (35) (36) (35) (35) (36) (36) (36) ()

W
(%)

(Continua)

2Para uma discussao simples da nocao de conjuntos infinitos enumeraveis, veja ALLEN, R. G. D. Basic mathematics.
Londres: Macmillan, 1964. p. 104.
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Essas probabilidades podem ser facilmente verificadas. Em todas, ha 36 resultados possiveis,
dos quais um é favoravel ao nimero 2, dois sao favoraveis ao nimero 3 (uma vez que a soma
3 pode ocorrer tanto no caso de 1 no primeiro dado, como com 2 no segundo dado ou com
2 no primeiro dado e 1 no segundo dado), e assim por diante.

FIGURA A.1 Funcfo de densidade da variavel aeatdria discreta do Exemplo 2.
f(x)

=L |

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Funcao de densidade de probabilidade de uma variavel aleatéria
continua

Sgja X umavariavel aleatdria continua. Entéo, f(x) serdafuncéo de densidade de probabilidade
de X se as seguintes condigdes forem satisfeitas:

f(x)= 0
/“’ f(x)dx =1

b
/ f(x)dx = Pla<x<b)

em que f (x) dx é conhecido como o elemento da probabilidade (a probabilidade associada a um
pequeno intervalo de umavariavel continua) e P(a < x < b) indica a probabilidade de que X situe-se
no intervalo entre a e b. Geometricamente, temos a FiguraA.2.

Paraumavariavel aleatdria continua, em contraste com umavariavel aleatoria discreta, a probabi-
lidade de que X assuma um valor especifico ¢ zero;® a probabilidade de tal variavel é mensurada
apenas para uma dada amplitude, ou intervalo, tal como (a, b), representado na FiguraA.2.

EXEMPLO 3

Considere a seguinte funcao de densidade:

f(x)=%x2 0<x<3

Pode ser prontamente verificado que f(x) > O para todos os x no intervalo de 0 a 3 e que
3 $x%dx = 1.(Nota: a integral é (35 x3|2) = 1.) Se quisermos avaliar a fungdo de densidade de
probabilidade anterior entre, por exemplo, 0 e 1, obtemos f01 ‘gxzdx = (%x3 |(1)) = %,’ ou seja,
a probabilidade de que x situa-se entre 0 e 1 é 1/27.

33 f(x)dx = 0.
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FIGURA A.2
Func&o de densidade
deumavariavel
aleatéria continua.

P(a< X< b)

Funcdes de densidade de probabilidade conjunta

Funcéo de densidade de probabilidade conjunta discreta
Sglam X e Y duas variaveis aleatdrias discretas. Entdo, afuncao

P(X=xe Y=y
0 onde X #xe Y #y

S(x, )

€ conhecida como funcéo de densidade de probabilidade conjunta discreta e fornece a probabili-
dade (conjunta) de que X tome o valor dex e Ytome o valor dey.

EXEMPLO 4

A seguinte tabela oferece a funcao de densidade de probabilidade conjunta das variaveis
discretas X e V:

X
—2 0 2 3
3 0,27 0,08 0,16 0
Y
6 0 0,04 0,10 0,35

Essa tabela mostra que a probabilidade de que X tome o valor de —2 enquanto Y simul-
taneamente assume o valor de 3 é de 0,27 e que a probabilidade de que X toma o valor de
3 enquanto Y toma o valor de 6 é de 0,35 e assim por diante.

Funcao de densidade de probabilidade marginal

Em relaco af (x, y), f (X) ef (y) s@o chamadas de fungdes de densidade individual ou margi-
nal, as funcdes de densidade de probabilidade. Essas func¢des de densidade de probabilidade mar-
ginais sdo derivadas como se segue:

f(x)= Z f(x,y) FDP marginal de X

fy) = Z f(x,y) FDP marginal de Y

em que, por exemplo, D » significa a soma de todos os valores de Y e} _,, asomade todos os valores
de X.
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EXEMPLO 5 Considere os dados fornecidos no Exemplo 4. A funcdo de densidade de probabilidade
marginal é obtida como se segue:
f(x=-2)= Y f(x,y)=0,27+0= 10,27

y

f(x=0)= Y f(x,y)= 0,08+ 0,04 = 0,12
Y

f(x=2)= > f(x,y)= 0,16+ 0,10 = 0,26
y

f(x=3)= > f(x,y)=0+0,35=10,35
y

De forma semelhante, a funcdo de densidade de probabilidade marginal de Y é obtida
como:

f(y=3)= f(x,y)= 0,27+ 0,08+ 0,16+ 0= 0,51
X

f(y=6)=Y_ f(x,y)= 0+ 0,04+ 0,10+ 0,35 = 0,49

Como esse exemplo demonstra, para obter uma funcdo de densidade de probabilidade mar-
ginal de X, adicionamos os nimeros da coluna, e, para obter a funcao de densidade de pro-
babilidade marginal de Y, adicionamos os nimeros das linhas. Perceba que ), f(x) que cobre
todos os valores de X é 1, assim como _, f(¥) que cobre todos os valores de Y (por qué?).

Funcéo de densidade de probabilidade condicional

Como observado no Capitulo 2, naandlise de regressdo, frequentemente estamos interessados no
estudo do comportamento de uma varidvel condicional com relacdo ao(s) valor(es) de outra(s)
variavel(is). Isso pode ser feito considerando a funcéo de densidade de probabilidade condicional. A

funcéo

fx]y)=P(X=x|Y=y)

€ conhecida como fungéo de densidade de probabilidade condicional de X; ela apresenta a proba-
bilidade de que X assuma o valor de x posto que Y assumiu o valor dey. De forma semelhante,

Jlx)=P(Y=y|X=1x)

que apresentaa FDP condicional de Y.
As fungdes de densidade de probabilidade condicionais podem ser obtidas como se segue:

fx]|y) = J(x,) FDP condicional de X
S
fr|x) = f](:z;;}) FDP condicional de Y

Como as expressdes anteriores demonstram, a fungdo de densidade de probabilidade condicional
de umavaridvel pode ser expressa como arazéo dafuncéo de densidade de probabilidade conjuntaa
funcgéo de densidade de probabilidade marginal de outravariavel (condicionante).



802 Apéndice A Revisio de alguns conceitos estatisticos

EXEMPLO 6 Continuando com os Exemplos 4 e 5, calculemos as seguintes probabilidades condi-
cionais:

f(X==2,Y=3)

f(X=-2|Y=3)= =T

= 0,27/0,51 = 0,53

Perceba que a probabilidade incondicional f( X = —2) é 0,27, mas se Y assumiu o valor de
3, a probabilidade de que X tome o valor de -2 é de 0,53.

f(X=2Y=6)

f(X=2|Y=6)= =5

= 0,10/0,49 = 0,20

Novamente, note que a probabilidade incondicional de que X tome o valor de 2 é de 0,26,
o que é diferente de 0,20, que € o seu valor se Y assume o valor de 6.

Independéncia estatistica
Asduas variaveis deatbrias X e Y sdo estatisticamente independentes se, e somente se,

S, )= f(x)f(y)

ou sga, se afuncéo de densidade de probabilidade conjunta puder ser expressa como o produto das
funcdes de densidade de probabilidade marginais.

EXEMPLO 7 Uma bolsa contém trés bolas numeradas 1, 2 e 3. Duas bolas sao retiradas aleatoriamente,
com reposicao, dessa bolsa (a primeira bola retirada é recolocada antes que a segunda seja
retirada). Seja X o nimero da primeira bola retirada e Y o nimero da segunda bola retirada.
A seguinte tabela apresenta a FDP conjunta de X e V.

X

1 2 3

1 1 1

1 9 3 3

1 1 1

14 2 3 3 5
1 1 1

3 5 3 5

Agora,f(X=1,Y =1)= 3, f(X = 1) = (obtido pelasomada primeiracoluna)e f(y = 1) = 1
(obtido pela soma da primeira linha). Uma vez que f( X, Y) = f( X) f( Y) neste exemplo,
podemos dizer que as duas variaveis sdao estatisticamente independentes. Pode ser facilmen-
te verificado que, para qualquer outra combinacado de valores X e Y dados nessa tabela, a
funcado de densidade de probabilidade conjunta pode ser representada como o produto das
fungdes de densidade de probabilidade individuais.

Pode-se demonstrar que as variaveis X e Y do Exemplo 4 nado sdo estatisticamente inde-
pendentes, na medida em que o produto das duas funcdes de densidade de probabilidade
marginal ndo é igual a funcdo de densidade de probabilidade conjunta. (Nota: f( X, V) =
f(X) f(Y) deve ser verdadeiro para todas as combinacdes de X e Y para que as duas variaveis
sejam estatisticamente independentes).
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Funcéo de densidade de probabilidade conjunta continua
A funcéo de densidade de probabilidade f (x, y) de duas variaveis continuas X e Y é tal que

f(x,»)20
/_: /_: flx,y)dxdy =1

d b
f/f(x,y)dxdyzP(ansb,CSysd)

EXEMPLO 8 Considere a seguinte funcdo de densidade de probabilidade
fx,y)=2-x-vy 0<x<1;,0<sy<1

F 6bvio que f(x, y) > 0. Além do mais?,

1 1
/ /(Z—X—y)dxdy:1
o Jo

A funcdo de densidade de probabilidade marginal de X e Y pode ser obtida como
f(x) = / f(x,y)dy  FDP marginal de X

f(y) = / f(x, y)dx  FDP marginal de Y

EXEMPLO 9 As duas funcdes de densidade de probabilidade marginais da funcdo de densidade de proba-
bilidade conjunta dadas no Exemplo 8 sdo as seguintes:

1 1
F(x) = /0 F(x, y)dy = /O @- x- y)dy
y2\ |
-2

3
_E_X 0<x<1
0

(Continua)

/01 [/01(2— x— y)dx:|dy: /01 |:<2x— ij_ xy) J dy

= /01 (; —2y>1dy
(-2)

A expressao (% y- y2)2)|2) significa que a expressdo entre parénteses deve ser avaliada com o limite superior de
1 e o limite inferior de 0; o Ultimo valor é subtraido pelo primeiro para obter o valor da integral. No exemplo

anterior, os limites sao (% - %) em y = 1 e 0 perfazendo o valor da integral igual a 1.

=1
0
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EXEMPLO 9 . 1 J
. ~ = 2 x—
(ContinuagZo) 62 /O (2- x= y)dx

1
2
(2x - Xy - %)

0

= — - <y<1
5 1% O<y<

Para verificarmos se as duas variaveis do Exemplo 8 sdo estatisticamente independentes, pre-
cisamos descobrir se f(x, y) = f(x)f(y). Uma vez que (2- x— y) # (% - x)(% — y), podemos
dizer que as duas variaveis ndo sao estatisticamente independentes.

A.5 As caracteristicas das distribui¢oes de probabilidade

Uma distribuico de probabilidade pode, com frequéncia, ser resumida em termos de algumas
poucas caracteristicas, conhecidas como momentos da distribuicdo. Dois dos momentos mais ampla-
mente utilizados sGo amédia, ou valor esperado, e avariancia.

Valor esperado
O valor esperado de uma variavel aleattriadiscreta X, denotado por E(X), ¢ definido como:

E(X) =Y xf(x)

P

emque)_, significa a soma que inclui todos os valores de X ef (x) éafuncio de densidade de probabili-
dade discreta de X.

EXEMPLO 10 Considere a distribuicdo da probabilidade da soma de dois nimeros no lancamento dos
dois dados apresentados no Exemplo 2. (Veja a Figura A.1.) Multiplicando os varios valores X
I& apresentados por suas probabilidades e fazendo a soma geral de todas as observacoes,
obtemos:

EX) = 2(55) + 3() + 4(%) + -+ 12(%)
=7

que é o valor médio da soma dos nimeros observados no lancamento dos dois dados.

EXEMPLO 11 Estime E(X) e E(Y) para os dados apresentados no Exemplo 4. Vimos que
X -2 0 2 3
f(x) 0,27 0,12 0,26 0,35
Portanto,
E(X)= ) xf(x)
(j 2)(0,27) + (0)(0,12) + (2)(0,26) + (3)(0,35)
1,03

(Continua)
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EXEMPLO 11 De forma semelhante,
Continuacao
(Continuacéo) y 3 p
f(y) 0,51 0,49
E(Y) =) yf(y
y
= (3)(0,51) + (6)(0,49)
= 4,47

O valor esperado de uma variavel aleatéria continua é definido como:
E(X)= / xf(x)dx

A Unica diferenca entre esse caso e o valor esperado de uma variavel aleatéria discreta é que
substituimos o simbolo do somatério pelo simbolo da integral.

EXEMPLO 12 Vamos descobrir o valor esperado da funcdo de densidade de probabilidade continua
apresentada no Exemplo 3.
2
X9 )dx

3

EX)= | «x

o\
1 ©9
—

N SN
>
[

o

N xNwo o=

N
(O]

Propriedades dos valores esperados
1. Ovaor esperado de uma constante é a prépria constante. Se b é uma constante, E(b) = b;
2. Seaeb sdo constantes,

E(aX+ b)=aE(X)+ b
Isso pode ser generalizado. Se Xq, X, . . ., Xy S80 N varidveis dleatbriase g, a,, . . ., ay eb
s80 congtantes, entéo

E(a1X1 + a2X2+ R aNXN+ b) = (11E(X1)+ azE(X2)+ et aNE(XN)+ b

3. SeXeY sdo variaveis aeatérias independentes, entdo

E(XY) = E(X)E(Y)

Ou sgja, a expectativa do produto XY € o produto das expectativas (individuais) de X e Y.
Entretanto, observe que

X E(X)
E(?) %)

mesmo se X e Y forem independentes;
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4. Se X é uma variavel aleatéria com fungéo de densidade de probabilidade f (x) e se g (x) €
qualquer fungdo de X, entéo

Elg(X)] = Z g(X)f(x) se X for discreta

oo

= / g(X)f(x)dx se X for continua

Assim, seg(X) = X2,
EX?) = szf()() se X for discreta

= / x*f(X)dx se X for continua

EXEMPLO 13 Considere a seguinte funcao de densidade de probabilidade (FDP):
X -2 1 2
f) 3 5 &
Entao,

Variancia

Sgla X umavaridvel aeatoriae sgaE(X) = w. A distribuicdo, ou dispersdo, dos valores de X em

torno do valor esperado pode ser mensurada pela variancia, definida como
var(X) = o3 = E(X — p)?

A raiz quadrada positivade 0% , oy ¢ definida como desvio padr&o de X. A variancia, ou desvio
padrdo, indica quao préximos ou distantes os valores individuais de X estéo distribuidos em torno de
seu valor médio.

A variancia definida previamente ¢ calculada como se segue:

var (X) = Z(X — w?f(x) se X for uma variavel aleatéria discreta

= / (X — w)?f(x)dx  se X for uma variavel aleatoria continua

Para conveniéncia de calculo, a formula da variancia apresentada pode ser expressa como
var(X) = ol = E(X - p)’

E(X?) - p?

E(X?) - [E()P
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Aplicando essa formula, podemos verificar que a variancia da variavel aleatdria apresentada no

Exemplo13€2 — (- 3)2 = 207 = 323,

EXEMPLO 14 Vamos descobrir a variancia da variavel aleatéria apresentada no Exemplo 3.
var(X) = E(X?) - [E(X))?

Agora

243/45
= 27/5

Uma vez que E(X) = £ (veja o Exemplo 12), finalmente temos

var (X)

2
243/45-—(%)
243/720 = 0,34

Propriedades da variancia

1. E(X - p)?= E(X* - 1 como observado anteriormente.
A variancia de uma constante € zero.
3. Seaeb sfo constantes, entéo

N

var (aX + b) = a?var(X)
4. SeXeY sdo varidveis aleatorias independentes, entéo
var(X + Y) = var(X) + var(Y)
var(X — Y) = var(X) + var(Y)
Iss0 pode ser generalizado paramais do que duas varidvei s independentes.
5. SeXeY sdo variaveis aeatorias independentes, e a e b sdo constantes,

var (aX + bY) = a® var (X) + b*var(Y)

Covariancia

Sgja X e Y duas variaveis aeatdrias com médias ux e ny, respectivamente. Entéo, a covariancia
entre as duas variaveis ¢ definida como:

cov (X, ¥) = EX(X = p)(Y = )b = E(XY) = ppy

E prontamente verificado que a varidncia de uma varidvel ¢ a covariancia daquela variavel com
elamesma
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A covariancia ¢é calculada como se segue:

cov(X,Y) = ZZ(X— w)(Y = ) f(x, )
Yy x
=D D XY p) = sy
Yy x

se X eY sdo variaveis aleatorias discretas, e

cov(X, Y) = / / (X = (Y = 1) f Gx, ) dx dy
- [ [ xvremdvdy-

se X eY sdo variaveis a eatorias continuas.

Propriedades da covariancia
1. SeXeYsao independentes, a sua covariancia € zero, pois
cov(X,Y)= E(XY)~ puxp,

= Melhy = iy uma vez que E(XY) = E(X)E(Y) = uyity
— 0 quando X e Y sdo independentes

cov(a+ bX,c+ dY)= bdcov(X,Y)

em gue a, b, ¢ ed sdo constantes.

EXEMPLO 15 Vamos descobrir a covariancia entre as variaveis aleatorias discretas X e Y cuja fun¢do de
densidade de probabilidade conjunta é como demonstrado no Exemplo 4. Com base no Exem-
plo 11, ja sabemos que u, = E(X) = 1,03 e que u, = E(Y) = 4,47.

E(XY)= ZZXYf(x, %)

y X
(=2)(3)(0,27) + (0)(3)(0,08) + (2)(3)(0,16) + (3)(3)(0)
+ (=2)(6)(0) + (0)(6)(0,04) + (2)(6)(0,10) + (3)(6)(0,35)
= 6,84

Portanto,

cov(X, ¥) = E(XY)~ ey
6,84 - (1,03)(4,47)
2,24

Coeficiente de correlacao
O coeficiente de correlagao (populagdo) p (rho) ¢ definido como:

cov(X,Y) _cov(X,Y)

{var (X) var (Y)} 0x0y
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Assim definido, o € uma medida de associacgo linear entre duas variaveis e situa-se entre —1 e
+1, —1 indicando associac&o negativa perfeita e indicando associagio positiva perfeita.
Por meio da formula anterior, pode-se verificar que

cov(X, Y) = poyo,

EXEMPLO 16 Vamos estimar o coeficiente da correlacdo para os dados do Exemplo 4. Com base nas
funcdes de densidade de probabilidade apresentadas no Exemplo 11, pode-se facilmente
demonstrar que o, = 2,05 e 6, = 1,50. Ja mostramos que cov (X, Y) = 2,24. Portanto, apli-
cando a férmula anterior, estimamos que p é 2,24/( 2,05)(1,50) = 0,73.

Variancias de variaveis correlacionadas
Sgiam X e Y as duas varidveis adeatorias. Entéo,

var(X + Y) = var(X) + var(Y)+ 2cov(X, Y)

= var(X) + var(Y) + 2po,0,
var(X) + var(Y) — 2cov(X, Y)
var (X) + var (Y) — 2po,0,

var(X - Y)

Entretanto, se X e Y forem independentes, a cov (X, Y) é zero, neste caso avar ( X + Y) ea
var (X —Y) séo ambasiguaisavar (X) + var (Y), como anteriormente observado.

Os resultados anteriores podem ser generalizados como se segue: Y - | X; = X+ Xa + -+ X,
entdo a varidncia da combinagio linear Y X; €

var (ix,—) = Xn:varX,- + ZZZCOV(Xi,)(j)
i=1 i=1

i<j

n
= Zvar Xi + ZZZ pijO'iO'j
i=1

i<j

em que p; j ¢ o coeficiente de correlagdo entre X; € X; € o; € 0j S30 0s desvios padrao de X; e X;.
Assim,

var(X; + Xo + X3) = var X| + var X, + var X3 + 2cov (X, X»)
+ ZCOV(Xl, X3) + 2COV(X2, X3)
= var X| + var X, + var X3 + 2p,010,

+ 20130103 + 20230203

em que o4, 0, € o3 S30, respectivamente, os desvios padréo de X, X, e Xz € p15 € o coeficiente de cor-
relacdo entre X; e X5, p13 que entre X; e X3 € p,3 que entre X, e Xa.

Expectativa condicional e variancia condicional

Sgaf(x, y) a FDP conjunta das varidveis aleatdrias X e Y. A expectativa condicional de X, dado
Y =, ¢ definida como

EX|Y=y)= fo(x|Y= ¥) se X for discreta

X

= / xf(x|Y = y)dx  se Xforcontinua
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em que E(X = Y = ) representa a expectativa condicional de X dado Y =yemquef (X| Y= vY)
€ a FDP condicional de X. A expectativa condicional de Y, E(Y | X = X), é definida de forma
semel hante.

Expectativa condicional
Observe que E( X | Y) éumavariavel aleatoria, porque elaé umafuncdo davariavel condicionan-
teY. Contudo, E(X| Y =y), em quey é um valor especifico de Y, € uma constante.

Variancia condicional
A variancia condicional de X dado Y = y ¢ definida como:

var(X|Y = y) = E{[X - E(X|Y = »)I|Y = y}

= Z[X— EX|Y = )P (x|Y =y) se X for discreta

= / [X— E(X|Y=y)f(x|Y=y)dx seXforcontinua

EXEMPLO 17 Calcule E(Y| X= 2)eavar (Y| X= 2) para os dados do Exemplo 4.

EQY|X=2)=) yf(Y=y|X=2)

3F(Y 2 3| X = 2)+ 6f(Y = 6| X = 2)
3(0,16/0,26) + 6(0,10/0,26)

= 4,15

Nota: f(Y=3|X=2)=f(Y=3,X=2)/f(X=2)=0,16/026ef(Y=6|X=2)=f(Y=6,
X = 2)/ f(X = 2) = 0,10/0,26, entdo

var(Y [ X=2)= Y [Y - E(Y | X = 2Pf(Y| X = 2)
y
(3 - 4,15)2(0,16/0,26) + (6 — 4,15)2(0,10/0,26)

2,13

Propriedades da expectativa condicional e da variancia condicional
1. Sef(X) for umafuncéo de X, entdo E(f (X) | X) = f (X), isto €, afuncéo de X comporta-se
como uma constante no célculo de sua expectativa condicional sobre X. Assim, [E(X3 | X)]
= E(X?3); se X for conhecido, X 2 também sera.
2. Sef (X) eg(X) sdo funcBes de X, entdo

E[f(X)Y + g(X)| X] = f(NEY|X)+ g(X)

Por exemplo, E[XY + ¢X?| X]= XE(Y | X) + cX?% em que c é uma constante.

3. SeXeY forem independentes, E(Y | X) = E(Y). Ou sgja, se X e Y sdo varidveis aleatdrias
independentes, a expectativa condicional de 'Y, dado X, € a mesma que a expectativa incon-
dicional de.
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4. Lei das expectativas iteradas. E interessante notar a seguinte relagdo entre a expectativa
incondicional de uma variavel aleatoria Y, E(Y), e sua expectativa condicional baseada em
outravariavel aeatéria X, E(Y | X):

E(Y) = Ex[E(Y|X)]

Essarelagdo é conhecida como lei das expectativas iteradas, que, neste contexto, estabelece
gue a expectativa marginal, ou incondicional, de Y € igua a expectativa de sua expectativa
condicional, na qual o simbolo Ex denota que a expectativa esta cobrindo os valores de X.
Simplificando, essa lei estabelece que, se, primeiramente, obtemos E(Y | X) como uma fun-
¢80 de X e tomamos seu valor esperado para a distribuicéo de valores X, terminamos obten-
do E(Y), aexpectativaincondiciona de Y. O leitor pode verificar isso, utilizando os dados
fornecidos no Exemplo 4.

Umaimplicac8o dalel de expectativasiteradas é que, se amédia condiciona de Y dado X
(E[Y | X]) for zero, amédia (incondicional) de Y também serd zero. 1sso acontece, porque,
neste caso,

E[E(Y|X)] = E[0]= 0

5. SeXeY sdoindependentes, var (Y| X) = var (Y);
6. var (Y) = E[var (Y| X)] + var [E( Y| X)]; isto é, a varidncia (incondional) de Y éigua a
expectativa da variancia condicional de Y mais a variancia da expectativa condicional de Y.

Momentos de ordem superior das distribuicées de probabilidade

Embora a média, a varidncia e a covariancia sejam as medidas-resumo mais frequentemente uti-
lizadas nas FDP univariadas e multivariadas, por vezes precisamos considerar os momentos de ordem
superior das FDP, como os momentos de terceira e de quarta ordem. Os momentos de terceira e quar-
ta ordem de uma FDP univariada f (x) em torno de seu valor médio (i) sdo definidos como

Terceiro momento: E(X — u)?

Quarto momento:  E(X - n)*

Em geral, 0 momento de ordem r em torno da média ¢ definido como
Momento de ordem r: E(X — w)"

O terceiro e quarto momentos de uma distribui¢do sdo normalmente utilizados no estudo da “for-
ma’ de uma probabilidade, em particular, da sua assimetria, S (falta de simetria) e curtose, K (ele-
vagdo ou achatamento), como apresentado na FiguraA.3.

Umamedida de assimetria ¢ definida como:

E(X - py’

S = 3

o

terceiro momento em torno da média

cubo do desvio padrao

Uma medida comumente utilizada de curtose ¢ dada por:
B -
[E(X - w)?T

guarto momento em torno da média
quadrado do segundo momento
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AsFDP com vaor de K menores de 3 séo chamadas platicurticas (gordas ou de caudas curtas) e
aquelas com valores maiores de 3 sdo chamadas leptocur ticas (magras ou de caudas longas). Vejaa
FiguraA.3. UmaFDP com um valor curtose de 3 é conhecida como mesocurtica, e destaa distribui-
¢do normal é o principal exemplo. (Vejaa discussdo da distribui¢cdo normal na Se¢do A.6.)

Mostraremos, de forma sucinta, como as medidas de assimetria e curtose podem ser combinadas
paradeterminar se umavariavel aeatoria segue umadistribuicéo normal. Lembremos que o procedi-
mento de teste da hipGtese, como nos testes t e F, é baseado na hipdtese (a0 menos para as amostras
pequenas e finitas) de que a distribui¢do subjacente da variavel (ou estatistica da amostra) ¢ normal.
E, portanto, muito importante descobrir nas aplicagdes concretas se essa hipotese ¢ cumprida.

A.6 Algumas distribuicoes de probabilidade teoricas importantes

No livro, é feito amplo uso das seguintes distribuicbes de probabilidade.

Distribuicao normal
A mais conhecida de todas as distribui¢des de probabilidade tedricas € a distribui¢do normal, cuja
figura em forma de sino ¢ familiar a qualquer um com conhecimento estatistico minimo.
Umavariavel aeatéria (continua) X é considerada normalmente distribuida se a sua FDP tem a
seguinte forma:

f(x) =

( l(x—u)2>
eXp\—z——5 —00 < X < o0

2 o2

1
oN2m



FIGURA A4

Areas sob acurva
normal.
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30 20 —o V2 o 20 30

|< 68% (aproximadamente) >|
~—— 95% (aproximadamente)

99,7% (aproximadamente) ———— |

em que 1 e o2, conhecidas como par ametros da distribuicao, sdo, respectivamente, a média e a varian-
cia da distribuigdo. As propriedades dessa distribuigdo sdo as seguintes:

1. Elaésimétricaem torno do seu valor médio.
2. Aproximadamente 68% da area sob acurvanormal situa-se entre osvaloresde 1 * o, cerca

de 95% da area situa-se entre © = 20, e cerca de 99,7% situa-se entre u = 30, COMO Mostra
aFiguraA.4.

. A distribui¢do normal depende de dois pardmetros i € 6%; como estes sdo especificados,

pode-se encontrar a probabilidade de que X se situaradentro de um certo interval o ao utilizar
a FDP da distribuicdo normal. Mas tarefa pode ser facilitada consideravelmente ao
consultarmos Tabela D.1 do Apéndice D. Para utilizarmos a tabela, convertemos a conheci-
davariavel X de distribui¢do normal com amédia i e o® em umavariavel normal padro-
nizada Z pela seguinte transformagao:

Uma importante propriedade de qualquer variavel padronizada é que o seu valor médio
¢ zero e sua variancia ¢ a unidade. Assim, Z possui média zero e variancia 1. Substituin-
do zna fungdo FDP dada anteriormente, obtemos:

L1
1(2)= vz—ne"p< 22)

gue é a FDP davariavel normal padronizada. As probabilidades apresentadas no Apéndice
D, TabelaD.1, sdo baseadas na variavel normal padronizada.

Por convengdo, denotamos uma variavel distribuida de forma normal como:

X ~ N(u, 0%

em que ~ significa “distribuido como”, N indica distribui¢do normal e as quantidades entre
parénteses sdo os dois parametros da distribui¢do normal, ou seja, a média e a variancia.
Seguindo essa convengao,

X ~ N(0, 1)

significa que X é uma variavel de distribuicdo normal com média zero e variancia 1. Em
outras palavras, ela é avariavel normal padronizada Z.
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EXEMPLO 18

Suponha que X ~ N(8, 4). Qual a probabilidade de que X assumira um valor entre X; = 4
e X, = 127 Para calcularmos a probabilidade requerida, estimamos os valores de Z como:
X1-n 4-8
Z = = — = — 2
! o 2
_ Xo-pn 12-8
- o 2

Z;

Agora, com base na Tabela D.1, observamos que Pr(0 <Z < 2) = 0,4772. Entdo, por simetria, temos
Pr(—2 < Z < 0) = 0,4772. Por conseguinte, a probabilidade requerida é 0,4772 + 0,4772 =
0,9544. (Veja a Figura A.4.)

EXEMPLO 19

Qual a probabilidade de, no exemplo anterior, X exceder 12? A probabilidade de que X
exceda 12 é a mesma de que Z exceda 2. com base na Tabela D.1, é 6bvio que essa proba-
bilidade é (0,5 — 0,4772) ou 0,0228.

4. Sgam X; ~ N(u1,07) e Xo ~ N(ua, 07) € suponha que elas sejam independentes. Con-
sidere, agora, a combinaggo linear

Y = aX|+bX2

em que a e b sdo constantes. Entdo, pode ser demonstrado que:

Y ~ N[(ap + bua), (a*of + b%03)]

Esse resultado, que afirma que uma combinac&o linear de variaveis de distribui¢ao normal
édistribuida normalmente, pode ser facilmente generalizado para uma combinag&o linear de
mais de duas variaveis de distribui¢éo normal.

5. Teorema central do limite. Considere que Xy, X,, ..., X, denotem n varidveis aleatorias
independentes, todas elas possuem a mesma FDP com média = pu e varidncia = o2
Seja X = Y X;/n (amédiaamostra). A medida que n aumenta indefinidamente (i.e.,n — o)

_ o2
X ~ N </“(’7 _)
n—oo n

Isto &, X aproxima-se da distribuico normal com médiap e varidncia 0% n. Repare que esse
resultado ¢ verdadeiro ndo importando a forma da FDP. Como resultado, temos:

_X-p A -
T o/n

~ N(0, 1)

Ou sgja, Z é umavariavel normal padronizada.
6. O terceiro e quarto momento da distribuicdo normal em torno do valor médio sdo como se
segue:
Terceiro momento: E(X - p)>= 0

Quarto momento:  E(X — u)* = 304

Nota: todos os momentos de ordem impar em torno do valor médio de umavariavel normal-
mente distribuida sdo zero.
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Funcdo da densidade
davariavel x2
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7. Como resultado, e seguindo as medidas de assimetria e curtose discutidas anteriormente,
para uma FDP normal, asimetria € = 0 e a curtose € = 3; uma distribui¢do normal é simé-
trica e mesocurtica. Portanto, um teste simples de normalidade é descobrir se os valores
calculados de assimetria e curtose afastam-se das normas de O e 3. Esta €, de fato, aldgica
subjacente a0 teste de normalidade Jarque-Bera (JB) discutido no livro:

S§? (K - 3)?
em que Srepresenta a assimetria e K, a curtose. Sob a hip6tese nula da normalidade, JB é
distribuido como uma estatistica qui-quadrado com 2 graus de liberdade.

8. A média e a variancia de uma variavel aleatdria com distribuicdo normal sdo independentes
no sentido de que uma n&o é fungdo da outra.

9. SeXeY sdo dedistribuicdo conjunta normal, elas sdo independentes se, € apenas se, acova-
ridncia entre elas [cov (X, Y)] é zero. (Veja o Exercicio 4.1.)

A distribuicdo x? (qui-quadrado)
Segam Z4, Z,, ..., Z, variaveis normais padronizadas independentes (variavei s normais com média
zero e variancia 1). Entao a quantidade

k
z=Y 17

i=1

possui a distribuicio x? com K graus de de liberdade (gl), em que o termo gl significa o nimero de
quantidades independentes na soma anterior. Umavariavel com distribuicéo qui-quadrado é represen-
tada por xZ, em que o subscrito k indica o gl. Geometricamente, a distribuig&o qui-quadrada aparece
naFiguraA.5.

As propriedades da distribuicdo x? sio as seguintes:

1. Como demonstraa FiguraA.5, adistribuicio x? € uma distribuicio assimétrica, o grau de as-
simetria dependendo do gl. Para um gl relativamente pequeno, a distribuicdo é altamente
assimétrica para a direita; mas, a medida que o gl aumenta, a distribuicéo torna-se progres-
sivamente simétrica. Naverdade, para o gl superior a100, avariavel

V2x2 = VQ2k-1)
pode ser tratada como umavariavel normal padronizada, em quek éo gl.

0

Densidade
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2. A médiade distribuicdo qui-quadrado é k e sua variancia é 2k, em quek é o gl.
3. SeZ; e Z, s8o duas variaveis qui-quadrados independentes com gl k; e k,, entéo a soma Z;
+ Z, étambém umavaridvel qui-quadrado com gl = k; + ko.

EXEMPLO 20 Qual a probabilidade de obter um x? com valor de 40 ou maior, dado o gl de 20? Como
mostra a Tabela D.4, a probabilidade de obter um x? com valor de 39,9968 ou maior (20 gl)
é de 0,005. Portanto, a probabilidade de obter um x? com valor de 40 ou maior é menor do
que 0,005, uma probabilidade bem pequena.

Distribuicao t de Student
Se Z, é umavaridvel normal padrdo [Z; ~ N(O, 1)] e outravaridvel Z, segue a distribui¢éo qui-
-quadrada com k graus de liberdade e é distribuida independentemente de Z;, a variavel definida
como
Zy

N

Z\k
JZ

segue a distribuicdo t de Student com k graus de liberdade. Uma variavel com distribuicéo t €
frequentemente designada como t,, em que o subscrito k denota os graus de liberdade. Geometri-

camente, a distribuicéo t € apresentada na FiguraA.6.
As propriedades da distribuicéo t de Student sdo as seguintes:

1. Como aFiguraA.6 demonstra, adistribui¢ado t, assm como a distribui¢éo normal, € simétri-
ca, porém ela é mais achatada do que a distribui¢do normal. Contudo, & medida que aumen-
tam os graus de liberdade, a distribui¢&o t aproxima-se da distribui¢cdo normal.

2. A médiadadistribuicdo t é zero e sua variancia é k/( k — 2).

A distribuicdo t estatabuladana TabelaD.2.

EXEMPLO 21 Dado que os graus de liberdade sao iguais a 13, qual a probabilidade de obter um valor t
(a) de cerca de 3 ou maior, (b) de aproximadamente —3 ou menor, e (c) com valor | t | ou
cerca de 3 ou maior, em que | t | significa o valor absoluto de t (ndo levando em conta o sinal
+ ou —)?

Com base na Tabela D.2, as respostas sdo: (a) cerca de 0,005, (b) cerca de 0,005 devido
a simetria da distribuicao, e (c) cerca de 0,01 = 2(0,005).

FIGURA A.6

Distribuicdo de t de k =120 (normal)
Student paragraus de —

liberdade selecionados. k=20

—~—————

~——
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FIGURA A.7 f(F)
Distribuicdo F para
vérios graus de Fso50
liberdade.
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A distribuicao F
Se Z, e Z, sdo variaveis que possuem uma distribuicdo qui-quadrado independente com graus de
liberdade k; e ks, respectivamente, avariavel
_ Zi/k
Zy/ka
segue a distribuicdo F (de Fisher) com graus de liberdade k; e k,. Umavariavel com distribuicéo F é
representada por Fkl,k2 em que os subscritos indicam os graus de liberdade associados aduas variaveis
Z, kq sendo denominado grau de liberdade do numerador e k,, grau de liberdade do denominador.
Geometricamente, adistribuicdo F é demonstrada na FiguraA.7
A distribuicdo F conta com as seguintes propriedades:

1. Como adistribui¢éo qui-quadrado, a distribuicdo F tem viés para a direita. Porém, pode-se
demonstrar que, a medida que k; e k, tornam-se maiores, a distribuicéo F aproxima-se da
distribuicéo normal.

2. Ovalor médio de umavariével com distribuicéio F ék,/( ko — 2), que é definido por k, > 2,
e sua variancia ¢

2k3(ky + ko — 2)
ki(ky = 2)*(ky — 4)
que ¢ definida por k, > 4.

3. O quadrado de uma variavel aeatéria com distribuicdo t com k graus de liberdade possui

uma distribui¢do F com 1 e k graus de liberdade. Simbolicamente,
t/? = F]jk
EXEMPLO 22 Dado k; = 10 e k, = 8, qual a probabilidade de obter um valor F (a) de 3,4 ou maior e (b)

de 5,8 ou maior? Como demonstra a Tabela D.3, essas probabilidades sao (a) aproximada-
mente 0,05 e (b) aproximadamente 0,01.

4. Seo grau de liberdade do denominador, k,, € muito elevado, a seguinte relagdo ocorre entre
as distribui¢cdes F e qui-quadrado:

k]F ~ X/?l
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Para um grau de liberdade do denominador bastante alto, o grau de liberdade do numerador
multiplicado pelo valor F é aproximadamente o mesmo de um valor qui-quadrado com grau
de liberdade do numerador.

EXEMPLO 23

Sejam k; = 20 e k, = 120. O valor F critico de 5% para esses graus de liberdade é 1,48.
Por conseguinte, o Fde k; = (20)(1,48) = 29,6. Com base na distribuicdo qui-quadrado para
20 graus de liberdade, o valor qui-quadrado critico de 5% é cerca de 31,41.

Por sinal, perceba que, como, para um grau de liberdade do denominador mais elevado, a distri-
buicéo t, a distribui¢do qui-quadrado e a distribui¢éo F aproximam-se da distribui¢do normal, essas
trés distribui¢des sdo conhecidas como as distribuicdes relacionadas a distribuicdo normal.

Distribuicao binomial de Bernoulli

Considera-se que uma varidvel aeatdria X segue a distribuicdo de Bernoulli, denominada assim
em homenagem ao matemético suico, se a sua funcéo de densidade (ou massa) de probabilidade
(FDP) é:

P(X=0)=1-p
P(X=1)=p

emaquep, 0 <p<1,¢aprobabilidade de que algum evento seja um “sucesso”, como a probabilidade
de obter cara no lancamento de uma moeda. Paratal variavel,

EX)=[1xp(X=1+0x p(X=0)]=p
var (X) = pg
ou sgja, q = (1 — p), aprobabilidade de um “fracasso”.
Distribuicao binomial
A distribuicao binomial é a generalizagéo da distribuicdo de Bernoulli. Denotemos por n o nimero
de tentativas independentes, cada uma delas resulta em um “sucesso” com probabilidade p e um “fra-

casso” com uma probabilidade g = (1 — p). Se X representa 0 nlmero do sucesso em n tentativas,
entdo diz-se que X segue a distribui¢do binomial cuja FDP é:

S = (Z)pm - P

em que X representa 0 nimero do sucesso em n tentativas e

n _ I’l!
(x) ~x!(n - x)!

em que n!, lido como n fatorial, significan(n— 1)(n— 2)- - - 1
A binomial é uma distribui¢ao de dois parametros, n € p. Para essa distribuicao:
E(X) = np

var(X) = np(1 - p) = npq

Por exemplo, se lan¢armos uma moeda 100 vezes e quisermos descobrir a probabilidade de obter
60 caras, colocamos na formulaacimap = 0,5, n = 100 e x = 60. Existem rotinas de célculos para
avaliacdo de tais probabilidades.

Podemos verifcar como a distribuicgo binomia é uma generalizacéo da distribuicéo de Bernoulli.
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A distribuicao de Poisson
Considera-se que umavariavel aleatdria X tem uma distribui¢do de Poisson se a sua FDP é:
e

éx=01,2,....,.A>0
x!

f(X) =

A distribuicdo de Poisson depende de um pardmetro tinico, A. Uma caracteristica distintiva da
distribuigdo de Poisson ¢ que a sua variancia ¢ igual a seu valor esperado, que é A. ISt0 €,

E(X)= var(X) = A

O modelo de Poisson, como vimos no capitulo sobre os model os de regressdo n&o linear, é utili-
zado para modelar fendmenos raros ou infrequentes, como o nimero de chamadas telefénicas rece-
bidas em um intervalo de 5 minutos, ou 0 nimero de multas por excesso de vel ocidade recebidas em
um intervalo de uma hora, ou ainda os nimeros de patentes recebidas por uma empresa em um ano.

A.7 Inferéncia estatistica: estimacao

Na Secdo A.6, consideramos vérias distribuicdes de probabilidade tedricas. Muito frequentemente,
sabemos ou estamos propensos a admitir que umavariavel aeatéria X segue uma distribuicdo de pro-
babilidade particular, mas ndo sabemos o(s) valor(es) do(s) parametro(s) da distribui¢do. Por exemplo,
se X segue a distribui¢do normal, podemos querer saber o valor de seus dois parametros: a média e a
variancia. Para estimarmos as incognitas, o procedimento habitual ¢ supor que temos uma amostra
aleatoria de tamanho n com base na distribuicdo da probabilidade conhecida e utilizar os dados da
amostra para estimar os parimetros desconhecidos.® 1sso é chamado de problema da estimag&o. Nes-
ta se¢do, examinaremos mais de perto esse problema. Ele pode ser dividido em duas categorias: esti-
magao pontual e estimaco intervalar.

Estimacao pontual

Para melhor entendermos, sgja X uma varidvel aeatériacom FDP def (x; ), em que 6 é o para-
metro da distribuicao (para simplificar a discussio, supomos que ha apenas um pardmetro desconhe-
cido; nossa discussdo pode ser facilmente generalizada). Suponha que conhecemos a forma
funcional — conhecemos a FDP tedrica, tal como a distribuic¢do t —, mas ndo conhecemos o valor
de 6. Portanto, sorteamos uma amostra aleatdria de tamanho n a partir dessa FDP conhecida e desen-
volvemos uma funcéo dos val ores da amostra, de modo que

é: f(xl,xz,...,x,,)

fornega-nos uma estimativa do verdadeiro 6. 6 é conhecido como uma estatistica, ou um estimador,
e um valor numérico particular tomado pelo estimador é conhecido como estimativa. Perceba que 6
pode ser tratada como uma varidvel aleatéria poque é uma funcéo dos dados amostrais. 6 nos forne-
ce umaregra, ou férmula, que nos conta como estimamos o verdadeiro 6. Assim, se admitimos que

R 1 —
92—(X1+XZ+-'-+ x,,)ZX
n

em que X é amédia da amostra, entdo X € um estimador do verdadeiro valor damédia, por exemplo,
. Se, em um caso especifico, X = 50, isso fornece uma estimativa de .. O estimador 6 obtido pre-
viamente é conhecido como estimador pontual, por fornecer apenas uma estimativa Unica (pontual)

deo.
5Sejam X;, Xo, . .., X, n variveis aleatérias com FDP conjunta f( X, X, . . ., X,). Se podemos escrever
f(x1, %2, ..., xn) = f(x1) F(x2) -+ (Xn)
em que f (x) é a FDP comum de cada X, entdo, diz-se que Xy, X, . . . , X, constituem uma amostra aleatéria de

tamanho n com base em uma populacao com FDP f (x,,).
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Estimacao intervalar

Em vez de obtermos apenas uma estimativa tnica de 6, suponha que obtenhamos duas estimativas
de 6 a0 construirmos dois estimadores 6;(X;, Xp, . . . , X)) €02 X, Xo, . . . 4 X,), € com aguma
confianga (probabilidade), que o intervalo entre 6, e, inclui o verdadeiro 6. Na estimagéo intervalar,
em contraste com a estimagdo pontual, fornecemaos uma amplitude de valores possivels dentro dos
quais o verdadeiro 6 pode estar.

O conceito principa por trés da estimagéo intervalar € anogdo de amostra, ou probabilidade de
distribuicdo, de um estimador. Por exemplo, pode-se demonstrar que, se uma variavel X possui
distribuic&o normal, amédia da amostra X também possui distribuicio normal com média= p (amédia
verdadeira) e varidncia = 0%/ n, em que n é o tamanho da amostra. Em outras paavras, a distribuicio
amostral, ou probabilidade, do estimador X é X ~ N(u, o?/n). Como resultado, se construirmos o
intervalo

X+2

Sle

e dissermos que a probabilidade é de aproximadamente 0,95, ou 95%, interval os como esseincluirao
o verdadeiro , estamos, de fato, construindo um estimador de interval o para . Perceba que o inter-
valo fornecido anteriormente é aleatorio, uma vez que é baseado em X, que variara de amostra para
amostra

De forma mais geral, na estimago intervalar, construimos dois estimadores 6, e 6,, ambos fun-
¢Oes dos valores amostrais de X, de maneira que:

Prdy<f<b)=1-a O<a<]l

ou seja, podemos afirmar que é de 1 — o a probabilidade de que o intervalo de §; a6, contenha o
verdadeiro 6. Este é conhecido como intervalo de confianga de tamanho 1 — « parad, 1 — « sendo
conhecido como coeficiente de confianca. Se o = 0,05, entdo 1 — « = 0,95, significando que, se
construimos um intervalo de confianca com um coeficiente de confianca de 0,95, entdo nas constru-
¢Oes repetidas resultantes de amostras repetidas deveremos estar certos em 95 de 100 casos, se afir-
marmos que o intervalo contém o verdadeiro 6. Quando o coeficiente de confianca é 0,95,
frequentemente dizemos que temos um intervalo de confianca de 95%. Em geral, se o coeficiente de
confian¢a é de 1 — «, dizemos que temos um intervalo de confianga de 100(1 — «)%. Perceba que
€ conhecido como o nivel de significAncia ou a probabilidade de cometer um erro de Tipo |. Esse
tépico é discutido na Secdo A.8.

EXEMPLO 24

Suponha que a distribuicdo da altura dos homens de uma populacdo possua distribuicao
normal com média = p polegadas e o = 2,5 polegadas. Uma amostra de 100 homens tirada
de forma aleatéria dessa populacdao tem uma média de altura de 67 polegadas. Estabeleca
um intervalo de confianga de 95% para a média de altura (= y) da populagdo como um
todo.

Como foi notado, X ~ N( , 2/ n), que, nesse caso, torna-se X ~ N( y, 2,52/ 100). Pela
Tabela D.1, pode-se verificar que

_ o - o
X—-196| — )< u<s X+1,96—
’ (ﬁ><“ AV

cobre 95% da area sob a curva normal. Portanto, o intervalo anterior fornece um intervalo
de confianca de 95% para p. Inserindo os valores fornecidos de X, o e n, obtemos o intervalo de
confianca de 95% como

66,51 < u < 67,49

(Continua)
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Em mensuragdes repetidas como essa, os intervalos assim estabelecidos incluirdo o verdadei-
ro y com 95% de confianca. Um comentario técnico pode ser feito aqui. Embora possamos
dizer que a probabilidade de que o intervalo aleatério [ X + 1,96(a/+/n)] inclui u seja de 95%,
ndo podemos dizer que seja de 95% a probabilidade de que o intervalo particular (66,51,
67,49) inclua y. Como esse intervalo é fixado, a probabilidade de que ele incluird € 0 ou 1.
O que podemos afirmar é que, se construirmos 100 desses intervalos, 95 dos 100 intervalos
incluirdo p; ndo podemos garantir que um intervalo em particular incluira necessarimante p.

Métodos de estimagao

De maneira geral, ha trés métodos de estimagao de pardmetros: (1) minimos quadrados (MQ), (2)
méaxima verossimilhanca (MV) e (3) método dos momentos (MM ) e sua extensdo, o método dos mo-
mentos generalizado (MMG). Temos dedicado tempo consideravel parailustrar o método dos minimos
quadrados. No Capitulo 4, introduzimos o método da maxima verossimilhanca no contexto daregres-
S80, mas esse método possui uma aplicagdo muito mais ampla.

A ideia-chave por tras do método da verossimilhangcaéafuncdo deverossimilhanca. Parailustrar,
suponha que avaridvel aeatéria X possui FDPf(X, 6) que depende de um pardmetro tnico 6. Conhe-
cemos a FDP (por exemplo, de Bernoulli ou binomial), mas ndo conhecemos o valor do parametro.
Suponha que obtenhamos uma amostra aleatéria de nX valores. A FDP conjunta desses n valores é:

g(x1,x2, ..., %xn; 0)

Por elaser umaamostra al eatéria, podemos escrever a FDP conjunta anterior como um produto das
FDPs individuais:

g(x1, X2, ..., X0 0) = f(x1;0) f(x2;0)--+ f(x4;0)

A FDP conjunta possui uma interpretagdo dual. Se 6 é conhecido, interpretamos como uma FDP
conjunta de se observar os dados de valores amostrais. Por outro lado, podemos traté-la como uma
funcdo de 6 paravalores de X, %o, . . . , X, Na segunda interpretagéo, chamamos a FDP conjunta de
fungdo de verossimilhancga e escrevemos como:

L(0; x1, X2, .., xp) = f(x1;0) f(x25 0) -+ [ (305 0)

Observe ainversdo do papel de 6 nafuncéo de densidade de probabilidade conjunta e nafuncéo de
verossimilhanca.

O estimador de maximaverossimilhancade 6 € aquele valor de 6 que maximizaafungdo de veros-
similhanca (da amostra), L. Por uma conveniéncia matematica, em geral tomamos o logaritmo da
verossimilhancga, chamado funcédo log de ver ossimilhanca (log L). Seguindo as regras de calculo
da maximizacgao, diferenciamos a funcéo log de verossimilhanga com respeito aincégnita e iguaa
mos a derivada resultante a zero. O valor resultante do estimador € chamado estimador de maxima
verossimilhanca. Pode-se aplicar a condi¢do de maximizagdo de segunda ordem para assegurar que
o valor que obtivemos €&, de fato, o valor maximo.

No caso de haver mais de um pardmetro desconhecido, diferenciamos a fungao log de verossimi-
Ihanga com respeito a cada incOgnita, igualamos as expressdes resultantes a zero e solucionamos si-
multaneamente para obter os valores dos pardmetros desconhecidos. J& demonstramos isso com
relagdio ao modelo de regressdo multipla (veja o Capitulo 4, Apéndice 4A1.).

EXEMPLO 25

Suponha que a variavel aleatéria X siga a distribuicdo de Poisson com o valor médio de .
Suponha que xq, X,, . . ., X, sejam variaveis aleatérias de Poisson independentes, cada uma
com média 1. Suponha que queiramos descobrir o estimador de maxima verossimilhanca de
A. A funcdo de verossimilhanca aqui é:

(Continua)
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EXEMPLO 25
(Continuacao)

e e M x2 e A\ xn

x1! X! Xn!

L(X1, X2, ., X} A) =

e—nA)LEX,'
x11xo0--0 xp!

Essa € uma expressao razoavelmente dificil de manejar, mas, se tomarmos o seu log, ela se
torna

log (X1, X2, ..., Xpi A) =— Nk + Zx,- logx — logc

em que log ¢ = IIx!. Diferenciando a expressdao anterior com respeito a A, obtemos
(=n+ (3 x)/*). Igualando essa Ultima expressao a zero, obtemos A, = (3" x;)/n= X, que é o
estimador de maxima verossimilhanca da incégnita A.

Método dos momentos

Apresentamos uma no¢ao do método dos momentos no Exercicio 3.4 no chamado principio da
analogia, no qual os momentos da amostra tentam duplicar as propriedades de suas contrapartes na
populacéo. O método dos momentos generalizado (MMG), que é uma generalizagdo do MM, agora
esta tornando-se mais popular, porém, ndo em um nivel introdutorio. Desse modo, por ora, ndo trata-
remos dele.

As propriedades estatisticas desejaveis agrupam-se em duas categorias: propriedades das amos-
tras pequenas, ou amostras finitas, ¢ propriedades das amostras grandes, ou assintdticas. Por tras
desses conjuntos de propriedades esta a nocdo de que um estimador possui uma distribuicdo em
amostra, ou de probabilidade.

Propriedades de pequenas amostras
Semviés

AUm estimador 6 é chamado de estimado n&o tendencioso (n&o viesado) e de 6 se o valor esperado
de 6 for igual ao verdadeiro 0; isto €,

E@®) =06
ou
E@)-6=0

Se essa igualdade ndo se sustenta, o estimador é conhecido como viesado, e o viés é caculado
como:

viés (0) = E(0) - 0

E claro, se E(6) = 6 — isto &, § é um estimador n&o viesado — o viés é zero.

Geometricamente, asituacao é representadana FiguraA .8. Observe que ando tendenciosidade é uma
propriedade das amostras repetidas, ndo de qualquer amostra: mantendo o tamanho da amostra fixo, ex-
traimos varias amostras, obtendo, cada vez, uma estimativa do parametro desconhecido. Espera-se que o
vaor médio dessas estimativas sgjaigua a0 valor verdadeiro se o estimador ndo possuir Viés.

Variancia minima
Diz-sequef é um estimador de minima variancia de 6 se a variancia de 6, for menor, ou pelo
menos igual, a varidncia de 6,, que é qualquer outro estimador de 6. Geometricamente, temos



FIGURA A.8

Estimadores viesados
e néo viesados.

FIGURA A.9
Distribuico de trés
estimadores de 6.
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E(@)= 6 E() + 6

aFiguraA.9, que mostra os trés estimadores de 6, ou seja, 6y, 6,, € 05, e suas distribuicdes de proba-
bilidade. Como demonstrado, a variancia de 63 é menor que as de 6, e 6,. Ento, admitindo apenas os
trés estimadores possivels, neste caso, 65 ¢ um estimador de variancia minima. Porém, perceba que 63
€ um estimador tendencioso (por qué?).

Melhor estimador ndo viesado ou estimador eficiente

Se 6, e, sAo dois estimadores ndo viesados de, e a variancia de 6; € menor, ou no méaximo, igual
a variancia de 6,, 6; € um estimador n&o viesado de variancia minima, ou melhor n&o viesado,
ou eficiente. NaFiguraA.9, dos dois estimadores néo viesados, 6; e 6,, 6; € 0 melhor n&o viesado, ou
eficiente.

Linearidade

Um estimador & 6. é conhecido como um estimador linear de 6 se ele é uma funcéo linear das
observagdes da amostra. A média da amostra definida como

- 1 1
X=—E X = — +x2+ -+ X,
p n(x1 X2 Xn)

€ um estimador linear, porque € umafuncéo linear dos valores de X.

Melhor estimador linear nao viesado ou estimador eficiente

Se &6 ¢ linear, ¢ ndo viesado, e possui uma variancia minima no grupo de todos os estimadores
lineares ndo viesados de 6, ele é chamado de melhor estimador linear néo viesado, ou, para resu-
mir, BLUE.

Estimador com erro quadrado médio minimo (MSE)
O MSE de um estimador 6 ¢ definido como

MSE(d) = E(0 - 0)*

f(63)
f(4y)

f(4,)
\

4 E(6y)
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FIGURA A.10

Isso contrasta com a variancia de 6, que se define como:
var(6) = E[6 — E(O)]?

A diferenca entre as duas é que a var (9) mensura a dispersdo da distribuicéo de & em torno da sua
média, ou valor esperado, enquanto 0 MSE(#) mensura a dispersdo em torno do valor verdadeiro do
pardmetro. A relacdo entre as duas ¢ como se segue:

MSE(9) = E(6 — 6)2
E[6— E@)+ E(6) - 0T
E[6 — E(6)]*+ E[E(6) — 01> + 2E[0 — E(O)][E(H) — 6]

E[0 — E(O))* + E[E(®)— 0] uma vez que o ultimo termo & zero6

var () + viés(6)?

varancia de 6 mais o quadrado do viés

Naturalmente, se 0 viés é zero, MSE (6) = var (6). O critério MSE minimo consiste em escolher
um estimador cujo MSE sgfa 0 menor em um conjunto de estimadores concorrentes. Observe que,
mesmo setal estimador for encontrado, ha um trade-off envolvido — para obter uma varincia mini-
ma, podemos ter de aceitar algum viés. Geometricamente, a situagéo € apresentada na FiguraA.10.
Nesta figura, 6, é levemente viesado, mas sua variancia é menor do que a do estimador ndo viesado
6,. Na prética, contudo, o critério MSE minimo é utilizado quando o critério do melhor néo
viesado € incapaz de produzir estimadores com variancias menores.

Propriedades de grandes amostras

Em geral, acontece de um estimador ndo satisfazer uma ou mais das propriedades estatisticas
desejaveis em amostras pequenas. Contudo, a medida que o tamanho da amostra cresce indefinida-
mente, o estimador possui varias propriedades estatisticas desgjaveis. Essas propriedades sdo conhe-
cidas como propriedades de amostras grandes, ou assintéticas.

f(7,)

Densidade de probabilidade

Estimadores de 6
0 E(d,)

E(@y)
Auséncia assintética de viés.
Um estimador 6 é considerado um estimador assintoticamente ndo viesado de 6 se

lim E(6,) = 6

n— oo

60 dltimo termo pode ser escrito como 2{[E(6)]2 - [E(0)]? — 0E() + HE(6)} = 0. Observe também que
E[E () - 6]% = [E(8) — 6]% posto que o valor esperado de uma constante é simplesmente a prépria constante.



FIGURA A.11

A distribuicdo de f a
medida que a amostra
cresce.
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emque én significa que o estimador ¢ baseado no tamanho da amostra de n, lim significa limite e N — oo
indica que n cresce indefinidamente. Em outras palavras, § é um estimador assintoticamente n4o
viesado de 0 se 0 seu valor esperado, ou média, aproxima-se do vaor verdadeiro a medida que o ta-
manho da amostra torna-se cada vez maior. Como exemplo, considere a seguinte mensuragéo da
variancia amostral de uma variavel aleatoria X:

_ (X - X)?

n

S2

Pode-se demonstrar que

E(S%) = 02<1 - l)
n

em que o2 ¢ a verdadeira variancia. E 6bvio que, em uma amostra pequena, S? é viesado, mas & me-
dida que n cresce indefinidamente, E(S?) aproxima-se do verdadeiro ¢2; portanto, é assintoticamente
ndo viesado.

Consisténcia

Diz-se que # é um estimador consistente se ele se aproxima do valor verdadeiro 6 & medida que o
tamanho da amostra torna-se cada vez maior. A Figura A.11 ilustra a propriedade. Na figura, temos a
distribuicdo de § baseada no tamanho das amostras de 25, 50, 80 e 100. Como mostra a figura, 6 ba-
seado em n = 25 é viesado, posto que sua distribui¢ao amostral ndo é centrada no verdadeiro 6. Po-
rém, & medida que n cresce, a distribuicdo de 6 ndo apenas tende a ser mais proximamente fechada
em 6 (A torna-se menos viesado), mas sua varidncia também torna-se menor. Se, no limite (quando n
cresce indefinidamente), a distribui¢do de & convergir paraum dnico ponto 6, isto &, se a distribuicao
ded tiver dispersao, ou variincia, zero, dizemos que 6 é um estimador consistente de 6.

__— f(9)n=100

_— f(#)n=80

_— (@) n=50

/f(é)n=25

Densidade de probabilidade

>

Diz-se, mais formalmente, que  é um estimador consistente de 6 se a probabilidade de que o
valor absoluto da diferenca entre 6 e 6 sga menor do que § (uma quantidade positiva arbitrariamente
pequena) aproxima-se de 1 quando n tende ao infinito. Simbolicamente,
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lim P{l6-6| <8l=1 8§>0

n—>o0

em que P significa probabilidade. Isso ¢ frequentemente expresso como

plimé = 6
n—>o0
em que plimindica o limite em probabilidade.

Perceba que as propriedades de ndo tendenciosidade de consisténcia sdo conceitual mente muito dife-
rentes. A propriedade de ndo tendencios dade pode compreender qual quer tamanho de amostra, enquanto
acond sténcia é estritamente uma propriedade das amostras grandes.

Um condigdo suficiente para a consisténcia ¢ que tanto o viés quanto a variancia tendam a zero a
medida que o tamanho da amostra cresce indefinidamente.” Por outro lado, uma condigio suficiente
para a consisténcia é que o quadrado médio minimo M SE(6) tende a zero & medida que n cresce in-
definidamente. (Para MSE[6], veja a discussdo anteriormente apresentada.)

EXEMPLO 26

Seja Xq, X5, ..., X, uma amostra aleatéria com base em uma distribuicdo com média i e
variancia o2, Demonstre que a média X da amostra é um estimador consistente de ..

Por meio de estatisticas elementares, sabe-se que E(X) = u e var(X)= o?/n. Uma vez
que E (X) = p independentemente do tamanho da amostra, ele é ndo viesado. Além disso, a
medida que n cresce indefinidamente, a var (X) tende a zero. Por isso, X é um estimador
consistente de .

As seguintes regras sobre a probabilidade sdo dignas de nota.

1. Invariancia (propriedade de Sutsky). Se § for um estimador consistente de 6, e se h(d) for
qualquer fungéo de §, entdo
plim #(6) = h(6)

n—oo

O que isso significa ¢ que, se & for um estimador consistente de 6, 1/ seré também um esti-
mador consistente de 1/6 e que log () sera também um estimador consistente de log (6).
Perceba que essa propriedade néo é vélida para o operador de expectativa E; isto &, se d for
um estimador no viesado de 6 (isto & E[A] = 6), ndo seré verdade que 1/6 é um estimador
néo viesado de 1/6; isto & E(1/6) # 1/E(F) = 1/6.
2. Seb éumaconstante,
plimb = b

n—o0

Ou sgja, o limite em probabilidade de uma constante € a mesma constante.
3. Sef), e, forem estimadores consistentes,

plim (6, + 6,) = plimé, + plim6b,
plim (6,6,) = plim @, plim 6,
él pllm él
plim{ — | = -
92 phm 92
As duas Ultimas propriedades em geral, ndo so validas parao operador de expectativa E.
Assim, E(91/92) # E(6,)/E(6,). De maneira semelhante, E(9192) * E(el) E(6,). Se, entre-

tanto, 6, e H, forem distribuidos independentemente, E(6,6,) = E(6,) E(,), como observa-
do anteriormente.

7 Mais tecnicamente, lim,, _, . E (én) =0elim,_ ,var (én) =
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Eficiéncia assintotica

Seja f um estimador de 6. A variancia da distribui¢do assintotica de 6 é chamada de variancia
assintética ded. Sef for consistente e a sua variancia assintotica for menor do que a variancia assin-
tética de todos os estimadores consistentes de 6, § é chamado de assintoticamente eficiente.

Normalidade assintética

Um estimador 6 é considerado ter distribuic&o assintoticamente normal se sua distribuicdo amos-
tral tende a aproximar-se da distribuicéo normal a medida que o tamanho da amostran cresce indefi-
nidamente. Por exemplo, a teoria estatistica demonstra que, se X;, X5, . . ., X, s80 variaveis
independentes com distribuicio normal e possuem amesmamédia e a mesma variancia o2, amédia
da amostra X também possui distribuicio normal com média . e variancia o,/n em amostras pe-
guenas e também em amostras grandes. Contudo, se os X; forem independentes com média i e
variancia o2, mas nd0 necessariamente pertencerem a distribuicdo normal, a média da amostra X
possuira distribuico assintoticamente normal com média 4 e varidncia 02/n; ou seja, & medida
gue o tamanho da amostra n cresce indefinidamente, a média da amostra tende a ser normalmente
distribuida com média . e variancia o?/n. Naverdade, esse é o teorema central do limite previa-
mente discutido.

A.8 Inferéncia estatistica: testando as hipoteses

A estimaggo e o teste da hipétese constituem os ramos gémeos da inferéncia estatistica classica.
Ao examinarmos o problema da estimag&o, examinaremos brevemente o problema do teste estatisti-
co de hipéteses.

O problema do teste de hipdtese pode ser estabelecido da seguinte forma: admita que tenhamos
umavariavel aleatdria X com umaFDP conhecidaf(x; 6), em qued ¢ o parametro da distribui¢do. Ao
obtermos uma amostra a eatéria de tamanho n, obtemos o estimador pontual 8. Uma vez que o ver-
dadeiro 6 ¢ raramente conhecido, levantamos a questdo: o estimador 6 é “compativel” com algum
valor hipotético de 6, por exemplo, 6 = 6*, em que 6* ¢ um valor numérico especifico de 62 Em
outras palavras, poderia a nossa amostra ser proveniente da FDP f(x; ) = 6*? Na linguagem de
teste da hipétese, & = 6* € chamado hip6tese nula (ou sustentada) e é geralmente denotada por
Ho. A hipétese nula é testada contra uma hipotese alter nativa, denotada por H4, que, por exem-
plo, pode estabelecer que 6 # 6*. (Nota: em alguns livros, Hg e H sdo designados por Hq e Ho,
respectivamente.)

A hipétese nula e a hipétese aternativa podem ser simples ou compostas. Uma hipétese € deno-
minada simples se especifica o(s) valor(es) do(s) pardmetro(s) de distribuigdo; do contrario, é
chamada de hip6tese composta. Assim, se X ~ N(, 0°) e afirmamos que

Hy: =15 e o=2

€ uma hipétese simples, enquanto
Hy:pn =15 e o>2

€ uma hipdtese composta porque aqui o valor de o ndo ¢ especificado.

Para testarmos a hip6tese nula (por exemplo, paratestar suavaidade), utilizamos ainformagéo da
amostra para obter o que é conhecido como estatistica de teste. Muito frequentemente, essa estatis-
tica de teste torna-se o estimador pontual do parametro desconhecido. Entdo, tentamos descobrir a
distribuicdo da amostra ou da probabilidade da estatistica de teste e utilizamos a abordagem do in-
tervalo de confianca OU O teste de significancia paratestar a hipétese nula. O mecanismo éilustrado

aseguir.
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Para melhor entendermos, vamos voltar ao Exemplo 24, que diz respeito aatura (X) dos homens
em uma populagdo. Dizemos que

Xi ~ N(0,0%) = N(u, 2,5%)
X = 67 n= 100

Vamos admitir que
Hy:p= u* =69
Hy: o # 69

A questdo é: poderia a amostra com X = 67, a estatistica de teste, ter sido extraida da populagio
com o valor médio de 697 I ntuitivamente, ndo podemos rejeitar a hipétese nulase X é “suficientemen-
tepréximo” de p*; ou entdo podemos rejeité-laem favor da hipdtese alternativa. Como decidimos que
X é “suficientemente proximo” de 1*? Podemos adotar duas abordagens, (1) intervalo de confianga e (2)
teste de significancia, ambas levando a conclusdes idénticas em qualquer aplicagio especifica.

A abordagem do intervalo de confianca
Posto que X; ~ N(6, 6°), sabemos que a estatistica de teste X é distribuida como

X~ N(u,o*/n)

Uma vez que conhecemos a distribuicio de probabilidade de X, por que nfo estabelecer, por
exemplo, um intervalo de confianca de 100(1 — «) para i baseado em X e verificar se esse intervalo
de confianca inclui © = p*? Seincluir, ndo poderemos rejeitar a hipdétese nula; se ndo incluir, pode-
remosrejeitar ahiptese nula. Assim, sea = 0,05, teremos um intervalo de confianga de 95%, e, se
este intervalo de confianga incluir, 1*, ndo poderemos rejeitar a hipdtese nula— 95 dentre 100 inter-
val os assim estabel ecidos deverdo provavelmente incluir . *.

O procedimento é como se segue: uma vez que X ~ N(u, 62/n), segue-se que

X—nun
Z; = ~ N(O, 1)
o/yn

ou sgja, umavaridvel normal padrdo. Por meio da tabela de distribuicéo normal, sabemos que

Pr(-196< Z; < 1,96) = 0,95

Isto &,
X-p
Pr (— 1,96 < < 1,96) = 0,95
o/ n
que, rearranjada, resultaem
Pr|¥- 1962 < pu<X+196—|=0095
T - 1 == = ) — | = 5
Nz NG

Isso é um intervalo de confianga para u. Umavez que esse intervalo foi estabelecido, o teste da
hipotese nula ¢ simples. Tudo o que temos de fazer ¢ verificar se © = u* esté nesse intervalo. Sees-
tiver, ndo poderemos regjeitar a hipétese nula; se ndo estiver, poderemos rejeita-la.
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Intervalo de confianga
de 95% para .
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M =69 situa-se nesta regido

Regi&o critica Regido critica

<106 (25 % 25
R-100 (29 oase (29)

66,51 67,49

Voltando ao Exemplo 24, ja estabelecemos um intervalo de confianca de 95% para p, que é

66,51 < < 67,49

Obviamente, esse intervalo ndo inclui x = 69. Por conseguinte, podemos rejeitar a hiptese nula
de que o verdadeiro u é 69 com um coeficiente de confianga de 95%. Geometricamente, a situagdo é
como apresentada na FiguraA.12.

Na linguagem do teste de hipoteses, o intervalo de confianga que estabelecemos ¢ chamado de
regido de aceitacdo e a(s) area(s) forada(s) regido(6es) &(sao) chamada(s) regido(des) critica(s) ou
regido(oes) de rejeiciao dahipotese nula. Os limitesinferior e superior daregido de aceitagdo (que a
separam das regides de rejeicao) sdo chamados valor es criticos. Nessa linguagem do teste de hipo-
teses, se 0 valor hipotético recair naregio de aceitacdo, ndo se poderaregeitar a hipotese nula; caso
contrario, pode-se regjeité-la.

E importante observar que, ao decidir rejeitar ou ndo a Hg, pode vir a ocorrer dois tipos de erros:
(1) podemosrejeitar Hyquando elafor, defato, verdadeira; este € o chamado erro tipo I (no exemplo
anterior, X = 67 poderia ser proveniente da populacdo com um valor médio de 69); ou (2) podemos
ndo rejeitar Hy quando ela for, de fato, falsa; este é chamado de erro tipo I1. Portanto, um teste de
hipétese ndo estabel ece o valor do verdadeiro w. Ele apenasfornece meios de decidir se podemos agir
comosen = u'.

Errosdotipol edotipo Il
Esguematicamente, temos

Situacao
Decisao Hp é verdadeira  Hy é falsa
Rejeitar Erro do tipo | N&o ha erro
Né&o rejeitar ~ N&o ha erro Erro do tipo Il

|dealmente, gostariamos de minimizar tanto os erros do tipo | quanto os do tipo I1. Infelizmente,
para qualquer tamanho de amostra, ndo € possivel minimizar anbos os erros simultaneamente. A
abordagem classica a esse problema, incorporada ao trabalho de Neyman e Pearson, € supor que um
erro do tipo | sgja provavel mente mais sério, na prética, do que um erro do tipo |1. Deveriamos man-
ter a probabilidade de cometer um erro do tipo | em um nivel bem baixo, como 0,01 ou 0,05, e entdo
tentar minimizar a probabilidade de cometer um erro do tipo |1 quanto for possivel.

Na literatura, a probabilidade de um erro do tipo | € designada como « e é chamada de nivel de
significAncia, e a probabilidade de um erro do tipo |1 é designada como 8. A probabilidade de néo
cometer um erro do tipo Il é chamada de poténcia do teste. Em outras palavras, a poténcia de um
teste é a sua capacidade de rejeitar uma falsa hipétese nula. A abordagem classica ao teste de hipo-
tese € fixar @ em niveis como 0,01 (ou 1%) ou 0,05 (5%) e tentar maximizar a poténcia do teste; ou
sgja, minimizar .
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FIGURA A.13
Distribuicéo de X
guando N = 25,

o =10, e u = 48, 50,

52, ou 56. NaH:

w =50, aregido
criticacom o = 0,05
éX<46leX >
53,9.A &ea
sombreadaindicaa
probabilidade de que
X recaiasobre a
regido critica. Essa
probabilidade é:

E importante que o leitor compreenda o conceito da poténcia de um teste, que é mais bem explicado
comumexemplo. SgjaX ~ N(u, 100), ou sgja, X tem distribui¢io normal com média e variancia
100. Suponha que @ = 0,05. Suponha que tenhamos umaamostra de 25 observagdes, que fornecaum
valor médio da amostra de X. Além disso, suponha que consideremos a hipétese Hy: 1« = 50. Posto
gue X é normalmente distribuido, sabemos que a média da amostra € também normal mente distribui-
da como: X ~ N(u, 100/25). Dai, estabelecida a hipétese nula de que . = 50, o intervalo de con-
fianga de 95% para (u £ 1,96(,/100/25) = n + 3,92, ou sgja, (46,08 a 53,92). Portanto, a regido
critica consiste em todos os valores de X menores que 46,08 ou maiores que 53,92. Rejeitaremos a
hipétese nula de que amédia verdadeira é 50 se o valor da média da amostra estiver abaixo de 46,08
ou maior que 53,92.

Porém, qual a probabilidade de que X esteja situado na(s) regido(des) critica(s) anterior(es) se o
verdadeiro i possui um valor diferente de 50? Suponha que haja trés hipoteses alternativas: u = 48,
=52 e u = 56. Se dlguma dessas alternativas for verdadeira, ela sera amédiareal dadistribuicao
de X. O desvio padriio ndo é modificado para as trés alternativas, uma vez que o2 ainda se pressupde
como 100.

As éreas sombreadas na FiguraA.13 demonstram as possi bilidades de que X recaira sobre aregido
critica se cada uma das hipoteses alternativas for verdadeira. Como se pode verificar, essas possibili-
dades s80 0,17 (para i = 48), 0,05 (para i« = 50), 0,17 (para . = 52) € 0,85 (para . = 56). Como se
pode verificar nessa figura, sempre que o verdadeiro valor de u difere substancial mente da hiptese em
consideracéo (que aqui € . = 50), a probabilidade de rejeitar a hipotese é dta; porém, quando o ver-
dadeiro valor ndo é muito diferente do valor dado para a hipétese nula, a probabilidade de rejeicéo €
menor. Intuitivamente, isso deveriafazer sentido se as hipéteses nula e alternativafossem muito proxi-
mamente agrupadas.

=48 f | I I ) I I I ]
" 58 60 62
H: =50 —1 I | )
" 58 60 62
=52 — } I ]
" | 58 60 62
|
|
| |
©= 56 | | | | | | 1 1 |
44 46 48 50 52 54 5g 58 60 62
0,17 sep = 48 0,17sepn = 52
0,05seun = 50 0,85sen = 56

I sso pode ser visto mais adiante quando consideramos aFiguraA .14, chamadagrafico da fungéio
poténcia; a curva demonstra que ha a chamada curva de poténcia.

8A préxima discussao e os graficos sdao baseados em Walker, Helen M.; Ley, Joseph. Statistical inference. Nova York:
Holt, Rinehart e Winston, 1953. p. 161-162.



FIGURA A.14
Func&o da poténcia
do teste de hipétese
u = 50 quando
N= 250 = 10,e
a = 0,05.
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O leitor percebera que o coeficiente de confianga (1 — &) discutido anteriormente € apenas 1 me-
nos a probabilidade de que se cometa um erro do tipo I. Assim, um coeficiente de confianga de 95%
significa que estamos preparados para aceitar no maximo uma probabilidade de 5% de cometer um
erro do tipo | — ndo queremos rejeitar a hipotese verdadeira mais do que 5 vezes em 100.

O valor p ou nivel exato de significancia

Em vez de fazer uma pré-selecdo de . em niveis arbitrérios, como 1, 5 ou 10%, pode-se obter o
valor p (probabilidade) ou nivel exato de significAncia de uma estatistica de teste. O valor p € de-
finido como o menor nivel de significancia a que uma hipotese nula pode ser rejeitada.

Suponhamos que, em uma aplicacdo envolvendo 20 graus de liberdade, obtenhamosum valor t de
3,552. Agora, o vaor p, ou probabilidade exata, de obter um valor t de 3,552 ou superior aisso pode
ser verificado na Tabela D.2 como 0,001 (unicaudal) ou 0,002 (bicaudal). Podemos afirmar que o
valor t observado de 3,552 ¢ estatisticamente significativo no nivel 0,001 ou 0,002, dependendo de
utilizarmos um teste unicaudal ou bicaudal.

Agora, varios pacotes estatisticos rotineiramente apresentam o valor p das estatisticas de teste
estimadas. Portanto, aconselha-se ao |eitor a observar o valor p sempre que possivel.

Tamanho da amostra e testes de hipotese

Em dados de pesquisa envolvendo centenas de observacdes, a hipétese nula parece ser rejeitada
com mais frequéncia do que em amostras pequenas. Vale a pena citar aqui Angus Deaton:

A medida que o tamanho da amostra cresce, e, desde que utilizemos um procedimento de estimacio
consistente, nossas estimativas estardo proximas da verdade e menos dispersas ao redor dessa verdade
para que as discrepancias que nao sdo detectaveis com o tamanho da amostra pequena levem-nos a re-
jeicdo em amostras grandes. Amostras de tamanhos grandes assemelham-se ao grande poder resol utivo
de um telescopio; caracteristicas que ndo sdo visiveis a uma certa distancia tornam-se mais e mais defini-
damente delineadas 4 medida que acontece a magnificagéo.®

Seguindo Leamer e Schwarz, Deaton sugere gjustar os valores criticos padrio dos testes F e x?
como se segue: rejeitar a hipdtese nula quando o valor F calculado exceder o logaritmo do tamanho
da amostra, ou sgja, In, e quando a estatistica x? calculada para a restricio g exceder gin, emque|
€ologaritmo natural e n € o tamanho da amostra. Esses valores criticos sdo conhecidos como valo-
res criticos Leamer-Schwarz.

Utilizando o exemplo de Deaton, se n = 100, a hipétese nula seria rejeitada apenas se o valor F
calculado fosse maior do que 4,6, porém, se n = 10.000, a hipétese nula seria rejeitada quando o
valor F calculado excedesse 9,2.

Probabilidade de rejeitar H

40 42 44 46 48 H 52 54 56 58 60
Escalade «

°Deaton, Angus. The analysis of household surveys: a microeconometric approach to development policy. Baltimore:
The Johns Hopkins University Press, 2000. p. 130.
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FIGURA A.15
A distribuicéo da
estatistica Z.

A abordagem do teste de significancia
Lembre-se de que

X-p
Zi:
a/n

Em qualquer aplicagdo dada, X e n sdo conhecidos (ou podem ser estimados), contudo, os verda-
deiros 1 eo ndo sdo conhecidos. Porém, se o for especificado e considerarmos (fazendo uso daHp)
que 1 = w*, um valor numérico especifico, entdo Z; podera ser diretamente calculado e poderemos
facilmente observar atabela de distribuicdo normal paraencontrar a probabilidade de obter o valor Z
calculado. Se essa probabilidade for pequena, por exemplo, menor do que 5% ou 1%, poderemos
rejeitar a hipétese nula— se a hipétese fosse verdadeira, as chances de obter o valor particular de Z
deveriam ser muito altas. Essa ¢ a ideia geral por atras da abordagem do teste de significancia para o
teste de hipétese. A ideia central em questéo € a estatistica de teste (agui a estatistica Z) e sua distri-
buic&o de probabilidade sob o valor presumido de 1 = u*. Apropriadamente, neste caso, o teste é
conhecido como teste Z, umavez que utilizamos o valor Z (normal padronizado).

Voltando ao nosso exemplo, se © = u* = 69, a estatistica Z torna-se

~ N(0, 1)

X-
7 =
o/ﬁ
. 67-169

~2,5//100

=-2/025=-8

Se observarmos a Tabela D.1, de distribui¢do normal, podemos verificar que a probabilidade de
obter tal valor de Z é extremamente pequena. (Nota: a probabilidade de um valor Z exceder 3 ou —3
€ de aproximadamente 0,001. A probabilidade de Z exceder 8 é ainda menor.) Podemos rejeitar a hi-
pétese nula de que 1 = 69; dado esse valor, a nossa chance de obter um X de 67 € extremamente
pequena. Portanto, duvidamos que a nossa amostra venha da populacéo com um valor médio de 69.
Por meio do diagrama, a situacéo € apresentada na FiguraA.15.

Z=-8esta
nestaregiéo

2,5%

N

2,5%

/

-1,96 0 1,96

Na linguagem do teste de significancia, quando dizemos que uma estatistica de teste ¢ signifi-
cativa, em geral queremos dizer que podemos rejeitar a hipotese nula. Considera-se que a estatis-
tica de teste ¢ significativa se a probabilidade de obté-la for igual ou menor do que «, a
probabilidade de cometer um erro do tipo I. Assim, se o = 0,05, sabemos que a probabilidade de
obter um valor Z de —1,96 ou 1,96 € de 5% (ou de 2,5% em cada cauda da distribui¢cdo normal pa-
dr&o). Em nosso exemplo ilustrativo, Z era —8. Dai a probabilidade de obter tal valor de Z ser muito
menor do que 2,5%, bem abaixo de nossa probabilidade pré-especificada de cometer um erro do tipo
I. E por isso que o valor calculado de Z = —8 ¢ estatisticamente significativo; rejeitamos a hipotese
nula de que o verdadeiro p* seja 69. E claro, chegamos a mesma conclusio utilizando a abordagem
do intervalo de confianga para o teste de hipdtese.
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Agora, vamos resumir os passos envolvidos no teste da hipotese estatistica:

Passo 1. Formule a hipdtese nula Hg e a hipttese aternativa H; (por exemplo: Hy: © = 69 e
Hq: = 69).

Passo 2. Selecione a estatistica de teste (por exemplo: X).

Passo 3. Determine a distribui¢do de probabilidade da estatistica de teste (por exemplo:
X~ N(, o2/ n).

Passo 4. Escolha o nivel de significancia « (a probabilidade de cometer um erro do tipo 1).
Passo 5. Utilizando a distribuicdo de probabilidade da estatistica de teste, estabeleca um
valor de confianga 100(1 — «)%. Se o valor do parametro submetido a hipdtese nula (por
exemplo: u = u* = 69) estiver na regidao de confianca, a regido de aceitacdo, ndo rejeite a
hip6tese nula. Porém, se ele estiver fora desse intervalo (ou sgja, dentro da regido de rejei-
¢a0), pode-se rejeitar a hipétese nula. Tenha em mente que, ao ndo rejeitar ou rejeitar uma
hipétese nula, corre-se o risco de estar errado em uma porcentagem de «.

Referéncias

Para mais detalhes do material tratado neste apéndice, o leitor pode consultar as seguintes re-
feréncias:

HOEL, Paul G. Introduction to mathematical statistics. 4. ed. Nova York John Wiley & Sons, 1974.
Este livro fornece umaintroducdo bem simples a varios aspectos da estatistica matematica.

FREUND, John E.; e WALPOLE, Ronad E. Mathematical statistics. 3. ed. Englewood Cliffs, NJ.:
Prentice Hall, 1980. Ouitro livro introdutorio em estatistica matemética.

MOOQOD, Alexander, M.; GRAYBILL, FranklinA.; BOE, Duane C. Introduction to the theory of statistics.
3. ed., Nova York: McGraw-Hill, 1974. Esta ¢ uma introdugdo abrangente da teoria estatistica,
porém, &, de certaforma, mais dificil do que os dois livros anteriores.

NEWBOLD, Paul. Satisticsfor business and economics. Englewood Cliffs, NJ.: Prentice Hall, 1984.
Umaintrodugéo ndo matemética abrangente a estatistica com varios problemas solucionados.
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Rudimentos de
algebra matricial

Este apéndice fornece o essencial sobre dlgebramatricial paraacompreensdo do Apéndice C ede
parte do contetido do Capitulo 18. A discussio ndo € rigorosa e ndo sdo dadas quaisquer demonstra
¢Bes. Para demonstracdes e mais detalhes, o leitor pode consultar as referéncias.

B.1 Definicoes
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Matriz

Umamatriz € um conjunto retangular de nimeros ou elementos distribuidos em linhas e colunas.
Mais precisamente, umamatriz de ordem ou dimensdo M por N (escritacomo M x N) é um conjun-
todeM x N elementos distribuidos em M linhas e N colunas. Sendo assim, com as | etras mai Uisculas
em negrito indicando matrizes, umamatriz A (M x N) pode ser expressa como

a ajpp  dps aiN

a a a a
A= [au] — 21 22 23 2N

ay  am2  ams amn

em que & ; €0 elemento que aparece nai-ésimalinha e naj-ésimacolunade A e [aij] corresponde
a uma expressdo abreviada da matriz A cujo elemento essencia € aij. A ordem ou dimensdo de
uma matriz — o nimero de linhas e colunas — € frequentemente escrita embaixo da matriz para
facilitar areferéncia.

Escalar
O escalar € um Unico nimero (real). Em outros termos, um escalar é umamatriz 1 x 1.

Vetor coluna

Uma matriz constituida de M linhas e apenas uma coluna é chamada vetor coluna. Empregando
letras minUsculas em negrito para denotar vetores, um exemplo de vetor coluna pode ser
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O L AW

Vetor linha
Umamatriz que consiste em uma Unicalinha e N colunas € denominada vetor linha.

x=[1 2 5 -4 Y=[0 5 -9 6 10]

1x4 1x5

Transposicao

A transposicdo de umamatriz A M x N, indicada por A’ (que se |é como “A linha’ ou “A
transposta’) € uma matriz N x M obtida por meio da troca das linhas pelas colunas de A; ou
sgja, ai-ésimalinhade A torna-se ai-ésima colunade A’. Por exemplo,

4 5
4
3é2= 31 2153:[5 i’ (5):|
50

Na medida em que um vetor € um tipo especial de matriz, a transposicéo de um vetor linha é a
transposi¢ao de um vetor coluna e atransposicao de um vetor coluna € um vetor linha. Portanto,

4
x= 1|5 e X=[4 5 6]
6

Seguiremos a convencdo de indicar os vetores linhacom “linha’ (*).

Submatriz

Dadaamatriz A (M x N), setodas as colunas e linhas de A forem eliminadas, com excecéo dasr
linhas e s colunas, amatriz resultante daordemr x sseradenominadasubmatriz de A. Sendo assim,

se
35 7
A=1[8 2 1
313 2 1

esediminarmos aterceiralinha e aterceiracolunade A, obteremos

35
292_ |:8 2]

gue corresponde a uma submatriz de A cujaordem é 2 x 2.

Tipos de matrizes

Matriz quadrada
Uma matriz que possui 0 mesmo nimero de linhas e colunas é denominada matriz quadrada.
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3 4
S

S 9w
W W W
S = 0

Matriz diagonal

Umamatriz quadrada que possua pel 0 menos um elemento diferente de zero nadiagonal principal
(do canto superior esguerdo ao canto inferior direito) e possua zeros nas demais posi ¢Oes sera chama-
dadematriz diagonal.

2 0 h
zéz_[o 3] 8-

S O N
S L O
—_ o O

Matriz escalar

Umamatriz diagonal cujos elementos diagonais séo todosiguais € designadamatriz escalar. Um
exemplo ¢ a matriz de variancia-covariancia de um termo de erro populacional do modelo classico de
regressdo linear dado na Equacgéo (C.2.3), ou sgja,

¢ 0 0 0 0

0 o2 0 0 O

var-cov(w)= | 0 0 o> 0 0
0 0 0 o2 0

0 0 0 0 o2

Matriz identidade ou unidade
Uma matriz diagona cujos elementos diagonais séo todos 1 é chamada matriz identidade ou
unidade e é denotada por I. Esse € um tipo especia de matriz escalar.

Il
S O~
S = O
—_ o O
X
S
1
OO O =
SO = O
O = OO
—_ o O O

Matriz simétrica

Uma matriz quadrada cujos elementos acima da diagonal principal sdo imagens espelhadas dos
elementos que estdo abaixo dadiagonal principal é chamadade matriz simétrica. Em outrostermos,
uma matriz simétrica corresponde aguela cuja transposicdo éigual asi mesma; ou sgja, A= A’. Ou
entdo, o elemento ajj de A éigual ao elemento aji de A’. Um exemplo é a matriz de variancia-cova-
riancia dado na Equagéo (C.2.2). Outro ¢ a matriz de correlagdo apresentada em (C.5.1).

Matriz nula
Umamatriz cujos elementos sao todos zero é chamada matriz nula e é denotada por O.

Vetor nulo
Umalinha ou coluna cujos elementos sdo todos zero € designada vetor nulo e também é denota-
dapor O.
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Matrizes iguais

Duas matrizes A e B denominam-se iguais se sdo da mesma ordem e seus elementos correspon-
dentes s3o iguais, isto €, a; = by; paratodos osi e . Por exemplo, as matrizes

3 45 3 45
A=l0 -1 2 e B=10 -1 2
8 5 1 3 x 5 1 3

sdoiguals, ou sgjaA = B.

B.3 Operacoes com matrizes

Soma de matrizes

SendoA=[4aj] eB=[b]. SeAeB forem da mesma ordem, definiremos a soma das matrizes
como

A+B=C
em que C édamesmaordem de A e B e sdo obtidas por meiodecij = &+ byjparatodososi ej; C

€ obtida pela adicéo dos elementos correspondentes de A e B. Se essa adicéo pode ser efetuada, po-
demos afirmar que A e B so conformes para adi¢&o. Por exemplo, se

23 45 10 -1 3
A_[6789} ¢ B‘[—zo 15}
eC= A+ B, entdo
333 8
C‘[4 79 14]

Subtracao de matrizes

A subtracgo de matrizes segue 0 mesmo principio da adicéo, exceto pelo fato deque C = A — B;
ou sgja, subtraimos os elementos de B dos elementos correspondentes de A para obtermos C, desde
gue A e B sgjam da mesma ordem.

Multiplicacao escalar

Para multiplicar uma matriz A por um escalar A (um nimero real), multiplicamos cada elemento
damatriz por A:

M = [)\Clij]

Por exemplo, ser =2e

~6 10
)”A_|:16 14}
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Multiplicacao de matrizes

Consideremos A como M x N e B como N x P. O produto AB (nesta ordem) ¢ definido como
umanovamatriz C deordem M x P de modo que:

N
i=1,2,....M
Cij = ;aikbkj =12 P

9 Ly o ey

Isto &, o elemento nai-ésima linha e na j-ésima coluna de C € obtido por meio da multiplicacdo dos
elementos dai-ésima linha de A pelos elementos correspondentes da j-ésima coluna de B e por meio
da adicdo de todos os termos; tal procedimento € conhecido como regra da multiplicacgo linha por
coluna. Para obtermos ¢y, que corresponde ao elemento na primeira linha e a primeira coluna de C,
multi plicamos os elementos da primeiralinha de A pel os el ementos correspondentes na primeira coluna
de B e somamostodos ostermos. De modo semel hante, para obtermos ¢, multiplicamos os elementos
gue estdo naprimeiralinhade A pelos elementos correspondentes que estéo na segundacolunade B e
somamos todos 0s termos e assm em diante.

Observe que, para que a multiplicacdo exista, as matrizes A e B devem conformar-se em relacdo a
multiplicacdo; o nimero de colunas em A deve ser igual ao nimero de linhas em B. Se, por exemplo,

2 1
P P R T

6 2
GBX2)+(@x3)+(Ix6) Gx D+ (@dx5)+(Tx2)
(5x2)+ (6x3)+(1x6) (5x D)+ (6x5)+ (1x2)

60 37
T34 37

2x2

3 47 2 3
2‘}3‘[5 6 1} ¢ 292"[5 6}

o0 produto de AB néo ¢ definido, na medida em que A ¢ B ndo sdo conformes a multiplicagéo.

Propriedades da multiplicacao de matrizes

1. A multiplicacdo de matrizes ndo € necessariamente comutativa; em geral AB # BA. Portan-
to, a ordem em que as matrizes so multiplicadas € muito importante. AB significa que A é
pos-multiplicada por B ou B é pré-multiplicada por A.

2. Aindaque AB e BA existam, as matrizes resultantes podem n&o ser de mesma ordem. As-
sim,seAéM x NeBéN x M, AB éM x M enquanto BA €N x N g, por conseguinte, de
ordens diferentes.

3. Aindaque A e B sgjam matrizes quadradas, de modo que AB e BA sejam ambas definidas,
as matrizes resultantes ndo serdo necessariamente iguais. Por exemplo, se

SR

46 76}

AB = [15 31

BA = [19 17}

48 58

e AB # BA. Um exemplo de AB = BA ocorre quando tanto A quanto B sdo matrizes identi-
dade.
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4. Um vetor linha pés-multiplicado por um vetor coluna € um escalar. Desse modo, considere-
mos os residuos dos minimos quadrados ordinarios Gy, Oy, . . ., U, . Seu’ for um vetor coluna
e u’ for um vetor linha, teremos

— 200242 )
=ujtu;tus+ o+ uy,

= Z L“t,z um escalar [veja a Equagdo (C.3.5)]

5. Um vetor coluna pés-multiplicado por um vetor linha € uma matriz. Como exemplo, consi-
dere ostermos de erro de populagdo no model o cléssico de regresséo linear, ou sgja, uy, Us,
..., U, Seu for um vetor colunae u’ um vetor linha, obteremos

uj
Us
/
uu’ = | U3 | [uy uy us o uyl
L Un
B 2
uy uijuy uUUuz - Uiy,
— Uuru u% Uuruz --- Uy,
2
Uy UyUy UyU3 u,

gue é umamatriz de ordem n x n. Observe que amatriz anterior € simétrica.

6. Uma matriz pés-multiplicada por um vetor coluna é um vetor coluna.

7. Um vetor linha pés-multiplicado por umamatriz € um vetor linha.

8. A multiplicacdo de matrizes é associativa; (AB)C = A(BC),emque A éM x N,BéN x P
eCéP x K.

9. A multiplicac8o de matrizes é distributiva em relacdo a adicdo; A(B + C) = AB + AC e
(B4 C) A=BA + CA.

Transposicao de matrizes
Ja definimos o processo de transposi¢do de matrizes como o intercambio de linhas e colunas de
umamatriz (ou um vetor). Vamos expor agora al gumas das propriedades da transposi ¢ao.

1. A transposi¢ao de uma matriz transposta € a propria matriz original. Assim, (A’)’ = A.
2. Se A e B sfo conformes para a adico, entioC=A+BeC =(A+B)=A"+B. A
transposicdo da soma de duas matrizes € a soma de suas transposi coes.

3. Se AB ¢ definida, (AB) = B'A’. A transposi¢ao do produto de duas matrizes € o produto de
suas transposi¢des na ordem inversa. Isso pode ser generalizado: (ABCD) = D'C'B’ A'.

4. A transposicao de uma matriz identidade I corresponde a propria matriz identidade; I’ = 1.

5. A transposi¢do de um escalar € 0 proprio escalar. Assm, se A éum escalar, A’ = .

6. A transposicdo de (AA) é AA’ em que A éum escalar. [Observe: (AA) = A'M' = AL =
AA']
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7. Se A éuma matriz quadrada de modo que A = A’, entdo A € uma matriz simétrica. (Vejaa
definicdo de matriz simétrica na Se¢do B.2.)

Inversao de matrizes
A inversa de umamatriz quadrada A, denotada por A~ (lidacomo “A inversa’), se existir, € uma
Unica matriz quadrada, de modo que

AA = ATA=T
em que I € uma matriz identidade cuja ordem € amesmade A. Por exemplo,
_|2 4 —1__1% S N
A_[68:|A_|:§_l Ar=1o 171
8 4
Veremos como A~ é cal culado depois de estudarmos o tdpico dos determinantes. Enquanto isso,

observe as seguintes propriedades da matriz inversa:

1. (AB)"'=B"!A"%; ousga, ainversado produto de duas matrizes é o produto de suasinversas
naordem inversa
2. (A7) = (A)7L; ou sgja, atransposicdo de A inversa é ainversade A transposta.

B.4 Determinantes

Para cada matriz quadrada, A corresponde um niimero (escalar) conhecido como o determinantes
da matriz, que € denotado por det A ou pelo simbolo |A|, em que | | significa “o determinante de”.
Observe que amatriz por si ndo possui qualquer valor numérico, mas o determinante de uma matriz
€ um ndmero.

3 -
5 0
8 6

3 —
5 0 |A|=
8 6

>

1l
W N~
W N =

O |A] neste exemplo € chamado de determinante de ordem 3 por ser associado a uma matriz de
ordem 3 x 3.

Avaliacao de um determinante

O processo de encontrar o valor de um determinante € conhecido como avaliagcdo, expansio ou
reducdo do determinante. Isso ¢ feito ao manipular as entradas da matriz de uma forma bem defini-
da

Avaliacdo de um determinante 2 x 2

Se
ay a
A= |91 an
a ax
seu determinante ¢ avaliado como se segue:

ar a2

Al =
| | azlxazz

= apndax — dpdaz

que é obtido pelamultiplicacdo cruzada dos el ementos nadiagonal principal e subtraindo desse produ-
to amultiplicacéo cruzada dos elementos na outra diagonal damatriz A, como indicado pelas setas.
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Avaliacdo de um determinante 3 x 3

Se
ayy aiz ais
A= |ay an axn
azy ds  ass
entéo

|A| = a11ax2a33 — a11az3az + apdz3az; — dpdz1asz + aizdzidz — ai3dxpdsg

Um exame cuidadoso da avaliacdo do determinante 3 x 3 demonstra que:

1. Cadatermo naexpansdo do determinante contém um e apenas um elemento de cadalinhae
de cada coluna.

2. O ndmero de elementos em cada termo é o mesmo do nimero de linhas (ou colunas) na
matriz. Portanto, um determinante 2 x 2 possui dois elementos em cadatermo de sua expan-
s80, um determinante 3 x 3 possui trés elementos em cada termo de sua expansdo e assim
por diante.

3. Ostermos na expansdo aternam-se em sinal de + para —.

4. Umdeterminante 2 x 2 possui doistermos em sua expansdo e um determinante 3 x 3 possuli
seis termos. A regra geral é: o determinante de ordem N x N possui Nl = N(N— 1)(N — 2)
-+ 3. 2. 1termos em sua expansdo, em que N! |&-se “fatorial de N”. Seguindo essaregra,
um determinante de ordem 5 x 5 possuira5- 4- 3- 2. 1= 120 termos em sua expansdo.:

Propriedades dos determinantes

1. Uma matriz cujo valor do deteminante é zero é chamada de matriz singular, enquanto
uma matriz com um determinante ndo zero € chamada de matriz ndo singular. O inverso
de uma matriz, como anteriormente definido, ndo existe para uma matriz singular.

2. Setodos os elementos de toda linha de A forem zero, seu determinante sera zero. Assim,

0 0 0
[Al=13 4 5[=0
6 7 8
3. JA'| = |A]; isto &, os determinantes de A e datransposta A S50 0S mesmos.
4. Intercambiando quaisquer das duas linhas ou das duas colunas de umamatriz A, modifica-se

osinal de|A].

EXEMPLO1  SE
6 9 -1 4
S SR

em que B é obtido intercambiando das linhas de A, entdo

Al = 24— (-9) e IBl = -9 — (24)

33 =-33

5. Se cada elemento de uma linha ou de uma coluna de A for multiplicado por um escalar .,
entdo |A| é multiplicado por A.

' Para avaliar o determinante de uma matriz N x N, A, veja as referéncias.
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EXEMPLO 2 SE
6 9 -1 4
SR IR
e multiplicarmos a primeira linha de A por 5 para obter
25 -40
S
podemos verificar que |A| = 36 e |B| = 180, que é 5 |A|.
6. Seduas linhas ou colunas de uma matriz forem idénticas, seu determinante sera zero.
7. Se uma linha ou uma coluna de uma matriz for maltipla de outra linha ou coluna daquela
matriz, seu determinante sera zero. Assim, se
4 8
S
em que a primeira linha de A é duas vezes a segunda linha, |A| = 0. De maneira geral, se
qualquer linha (coluna) de umamatriz for umacombinagdo linear de outras linhas (colunas),
seu determinante sera zero.
8. |AB| = |A||B|; o determinante do produto de duas matrizes € o produto dos seus determinan-
tes (individuais).
Posto de uma matriz
O posto de uma matriz é a ordem da maior submatriz quadrada cujo determinante ndo é zero.
EXEMPLO 3

>

Il
w O w
N A O
- U0 o

Pode-se verificar que |A| = 0. Em outras palavras, A € uma matriz singular. Embora sua ordem
seja 3 x 3, seu posto é menor do que 3. Na verdade, ele é 2, porque podemos encontrar uma
submatriz 2 x 2 cujo determinante nao é zero. Por exemplo, se excluimos a primeira linha e
a primeira coluna de A, obtemos
B - [4 5]
2 1

cujo determinante é —6, que é nao zero. Portanto, o posto de A é 2. Como anteriormente
observado, o inverso de uma matriz singular ndo existe. Para uma matriz A de origem N x N,
seu posto tem de ser N para que a sua inversa exista; se seu posto for menor do que N, A sera
singular.

Menor

Seai-ésimalinhaeaj-ésimacolunade umamatriz A de origem N x N sdo excluidas, o determi-
nante da submatriz resultante € chamado de o menor do elemento a;; (0 elemento na intersegéo da
i-ésimalinhae aj-ésima coluna) e & denotado por [M;; |-
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a1 422 43

EXEMPLO 4 [011 a2 013]
a3 a3 as3

O menor de a;, €

a2 423

[Mqql =
a3z ds3

] = 022033 — 023032

De forma semelhante, o menor de a,, é

ai2 0413

[Myql =
as2 as3

:| = 012033 — 013032

Os menores de outros elementos de A podem ser encontrados de maneira parecida.

Cofator
O cofator do elemento a; de umamatriz A de origem N x N, denotado por c;, ¢ definido como:

cij = (= 1)/ | M|

Em outras palavras, um cofator € um menor sinalizado: com sinal positivo se i + j for par e ne-
gativo sei + j for impar. Assim, o cofator do elemento a,, damatriz A 3 x 3 anteriormente dada
€a,,as; — a,,as, enguanto o cofator do elemento a,, € —(a,as; — aas,), Umavez que a somados
subscritos 2 e 1 € 3, que é um niimero impar.

Matriz de cofator

Substituindo os elementos a,; de umamatriz A pelos seus cofatores, obtemos uma matriz conhe-
cidacomo matriz de cofator de A, denotada por (cof A).

Matriz adjunta
A matriz adjunta, escritacomo (adj A), é atransposta da matriz de cofator; (adj A) = (cof A)'.

B.5 Encontrando a inversa de uma matriz quadrada

Se A ¢é quadrada e ndo singular (JA| # 0), asuainversa A-! pode ser encontrada da seguinte
forma:

1 .
A_l = m(adj A)

Os passos envolvidos no calculo sdo os seguintes:
1. Descubrao determinante de A. Se ndo for zero, execute 0 passo 2.
2. Substitua cada elemento a;; de A por seu cofator para obter amatriz de cofator.
3. Transponhaamatriz de cofator para obter a matriz adjunta.
4. Divida cadaelemento damatriz adjunta por |A.
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EXEMPLO 5
Descubra a
inverzsa da
matriz

>

I
N b =
— NN
w AW

Passo 1. Primeiro, descobrimos o determinante da matriz. Aplicando as regras de expansao
de um determinante 3 x 3 dado previamente, obtemos |A| = —24.

Passo 2. Agora obtemos a matriz de cofator, por exemplo, C:

[Ed=B4 [B7
|13 p3-B
B3
17 -7 -9
=N Do ol
| -13 11 -3

Passo 3. Transpondo a matriz de cofator anterior, obtemos a seguinte matriz adjunta:

17 -3 -13
(adjA)=| -7 -3 11
-9 3 -3

Passo 4. Agora dividimos os elementos de (adj A) pelo valor do determinante obtido, —24,
para obter

1117 -3 -13
Al=-2|-7 -3 1
-9 3 -3

17 31

24 24 24

- z 3 _n

24 24 24

9 3

Podemos facilmente verificar que
1 0 0
AATT=10 1 0
0 0 1

que é uma matriz identidade. O leitor deve verificar que, para o exemplo ilustrativo dado no
Apéndice C (veja a Secdo C.10), a inversa da matriz X'’X é semelhante a demonstrada na
Equacao (C.10.5).

B.6 Diferenciacao matricial

Para seguirmos o material no Apéndice CA, Secdo CA.2, precisamos considerar algumas regras
da diferenciagdo matricial.
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REGRA 1 Sea’ =[a,a, --- a,] € um vetor linha de nimeros e
X1
X2
x=| .
Xn
€ um vetor coluna das variaveis x,, x,, . . ., X,, entao
an
a(a’x) @iz
=a= .
ox
dn
REGRA 2 Considere a matriz x’Ax tal que
apn anp ain || X
X2
XAx = [x1 X - xp 920 922 a2n
an1 dn2 Ann Xn
Entao
a(x'Ax
( )= 2Ax
0x
que € um vetor coluna de n elementos, ou
'Ax
JEry 2x'A

0X

que é um vetor linha de n elementos.
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