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Anadlise de componentes principais

4.1 INTRODUCAO

Atualmente, os pesquisadores defrontam-se com dezenas ou mesmo centenas de varidveis diferentes
em suas andlises. Com tantas dimensdes diferentes, € dificil abarcar ou sequer visualizar os padroes
de associacio entre elas. O processo €, além do mais, complicado pelo fato de frequentemente haver
redundéncia substancial entre dimensdes, o que leva a altos niveis de correlagio ¢ multicolinearidade.

A andlise de componentes principais é um método para reexpressarem-se dados multivariados. Ela
permite que o pesquisador reoriente os dados de modo que as primeiras poucas dimensdes expliquem o
maior nimero possivel de informagdes disponiveis. Se houver a presenca de redundéncia substancial no
conjunto de dados, pode ser possivel explicar a maior parte das informages no conjunto original
de dados com um nimero relativamente pequeno de dimensdes. Essa reduciio de dimensdes torna a
visualizagdo dos dados mais direta e a sua anélise subsequente mais administravel. O pesquisador
deve decidir quantos componentes principais reter para a andlise subsequente, fazendo uma dificil
escolha entre simplicidade (isto €, um pequeno nimero de dimensdes é mais fécil de administrar) e
completude (isto €, um grande niimero de dimensdes capta uma quantidade maior de informagdes
disponiveis). A solugio de componentes principais possui a propriedade de cada componente ndo estar
correlacionado com todos os outros, o que tem a vantagem de eliminar a multicolinearidade quando se
usa o resultado em uma andlise de dependéncia (por exemplo, andlise de regress#o).

Neste livro, fazemos uma distingéo entre andlise de componentes principais e andlise fatorial
exploratéria (que € coberta no Capitulo 5). Embora ambos os tipos de métodos possam ser usados
para alcangar os mesmos fins (por exemplo, reducdo da dimensdo dos dados multivariados), os
modelos subjacentes sdo diferentes. A andlise fatorial, como veremos, preocupa-se em identificar
as fontes subjacentes de varia¢io comum a duas ou mais varidveis (chamadas fatores comuns). Um
pressuposto explicito nesse modelo de fator comum € que a variagio em cada varidvel observada é
atribuivel aos fatores comuns subjacentes e a um fator especifico (frequentemente interpretavel como
erro de medida). Em contraste, com componentes principais, estamos preocupados principalmente
em reexpressar os dados. Ndo hd modelo de medida subjacente. Cada componente principal € uma
combinagio linear exata (isto é, soma ponderada) das varidveis originais.
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4.1.1 APLICACOES POTENCIAIS

Reducdo de dimensdo

EXEMPLO Mapeamento da distribuicdo de 95 genes na Europa e Oriente Médio (Cavalli-Sforza,
Menozzi e Piazzi, 1994).

Sempre que o tamanho do conjunto de dados torna-se dificil de manejar (em termos do nimero de
varidveis), os componentes principais podem ser tteis na redugiio dessa dimensionalidade. Trabalhar
com menos dimensdes torna mais facil visualizar os dados e identificar padrdes interessantes. Um
exemplo € a aplicagdo de componentes principais para o mapeamento genético relatada por Cavalli-
-Sforza (2000). Antes do desenvolvimento da agricultura, o tamanho das populag¢des era pequeno e
podia-se prever uma tendéncia genética que levava a producdo de diferentes frequéncias de genes
de uma regido para outra. Uma vez que a migragio afeta todos os genes igualmente, deveria ser
possivel reconstruir as migragdes por meio de mapas informativos sobre a frequéncia de genes; quanto
maior o niimero de genes estudados, mais confidveis os resultados. Cavalli-Sforza e colegas reuniram
informagdes sobre a frequéncia de 95 diferentes genes em toda a Europa e o Oriente Médio. Realizaram,
entdo, uma andlise de componentes principais para simplificar os dados, tomando combinagdes
ponderadas de informagdes sobre a frequéncia de todos os genes para captar o maior nimero de
informagdes possivel. Em um estudo anterior, usando as frequéncias de 39 genes, eles descobriram
que os trés primeiros componentes principais explicavam aproximadamente a metade das informagdes
disponiveis nos dados. Desistindo de cerca da metade das informagdes nos dados, esses pesquisadores
foram capazes de reduzir a dimensionalidade do problema em até 92%. Ao invés de tentar interpretar 39
mapas (cada um representando a frequéncia de um gene diferente), eles precisaram examinar somente
trés mapas (um para cada componente principal).

Os mapas dos dois primeiros componentes principais do estudo de Cavalli-Sforza sdo apresentados
nas Figuras 4.1 e 4.2. Observe que as dreas mais escuras (ou mais densamente sombreadas) do mapa
representam os escores mais altos do componente principal. De acordo com Cavalli-Sforza, o mapa do
primeiro componente principal na Figura 4.1 corresponde quase que exatamente a0s mapas que
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Figura 4.1 Mapa do primeiro componente principal da analise dos 95 genes na Europa. (Fonte: Cavalli-
-Sforza, L. Luca; Menozzi, Paolo e Alberto Piazzi. The History and Geography of Human Genes. Copyright ©
1994 da Princeton University Press. Reimpresso com permissao da Princeton University Press.)
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Figura 4.2 Mapa do segundo componente principal da analise dos 95 genes na Europa. (Fonte: Cavalli-
-Sforza; L. Luca, Menozzi, Paolo e Alberto Piazzi. The History and Geography of Human Genes. Copyright ©
1994 da Princeton University Press. Reimpresso com permissao da Princeton University Press.)

acompanham a disseminagdo da agricultura por toda a Europa (obtidos gragas a diagramas registrando as
datas de chegada de cereais, baseados em estimativas via radiocarbono). A correlagio entre o mapa
arqueolGgico e o mapa genético fundamenta a interpretagfio de uma expansio de fazendeiros do Oriente
Médio para a Europa, que se misturaram com a populagfo local de cacadores-coletores.

O mapa do segundo componente principal na Figura 4.2 parece ser mais estritamente correlacionado
com a distribui¢do das linguas por toda a Europa. Cavalli-Sforza formulou a hipétese de que o
segundo componente principal pode corresponder a mudangas genéticas ocorridas em virtude de
adaptacfo as latitudes mais frias do norte depois da Idade do Gelo ou, talvez, 4 chegada de populagGes
que falavam a lingua ural do oeste da Sibéria.

EXEMPLO Medindo a necessidade de cogni¢do do individuo (Ofir e Simonson, 2001)
COGNICAO

Outro exemplo de redugio da dimensdo € a criagio de indices de dados de levantamentos ou de
dados experimentais. Pesquisadores frequentemente usam muitas questdes diferentes para obter uma
propriedade ou caracteristica particular dos respondentes de pesquisas. Por exemplo, Ofir ¢ Simonson
(2001) usaram uma bateria de 18 questdes desenvolvida por Cacioppo, Petty e Kao (1984) para obter a
“necessidade de cogni¢do” de cada sujeito (isto €, a extensdo com que o sujeito gosta e se envolve no
raciocinio e na resolugo de problemas). A lista de questdes € apresentada na Tabela 4.1 (observe que
algumas sdo “codificadas de modo invertido”, de modo que um escore mais alto para a questio reflete
uma necessidade mais baixa de cognigio); a matriz de correlagiio é apresentada na Tabela 4.2.

Criar um tinico indice de “necessidade de cognigdo” é ndo somente mais parcimonioso do que usar
vdrias medidas separadas, mas também mais confidvel do que usar uma tinica medida (porque somos
menos suscetiveis ao erro de medida associado a uma questéo particular do estudo). Uma abordagem
possivel para se criar tal indice € tomar a soma dos escores (subtrair ao invés de somar as medidas
codificadas de modo invertido) de todas as 18 varidveis. Uma abordagem alternativa é a andlise de
componentes principais: o primeiro componente principal serd a combinagdo linear das 18 questdes que
Captar a quantidade mdxima de informacdes nos dados. Os resultados de uma anélise de componentes
principais de dados da Tabela 4.2 — apenas para o primeiro componente — sio apresentados na Tabela 4.3,
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Tabela 4.1 Dezoito itens utilizados na mensuracdo de um levantamento da “necessidade de - B
cogni¢do” do respondente ) (C?’n
Item Resposta — <
° o A
C Eu prefiro problemas complexos a problemas simples. © it Y
&) Gosto de ser responsavel ao lidar com uma situagdo que requeira muito raciocinio. I
Cs Raciocinar ndo € minha ideia de diversio. (R) 0 = RS
Cy Eu prefiro fazer algo que exija pouco raciocinio do que algo que com certeza desafiaria O S
minhas capacidades de raciocinio. (R) !
Cs Tento prever e evito situagdes em que haja uma provavel chance de eu ter que pensar profun- - SRS
damente sobre alguma coisa. (R) ~ | o cT:“ g’“ 2
Cs Encontro satisfagdo em debater profundamente por longas horas. §
C, Penso apenas o necessirio. (R) I o -G A
Cs Prefiro pensar em pequenos projetos didrios do que em projetos em longo prazo. (R) © 33 él’“ cTa“ =
Co Gosto de tarefas que exijam pouca reflexdo apés eu té-las aprendido. (R)
Cio  Aideia de confiar em meu raciocinio para chegar ao topo me atrai. o 72832
Cy Eu realmente gosto de uma tarefa que envolva fornecer novas solugdes para os problemas. = gl" 2'“ %‘" i cTi
Ciz Aprender novas maneiras de raciocinar nio me anima muito. (R)
Ci3 Prefiro que minha vida esteja repleta de problemas que devo resolver, - Q2289 gs8
Cis A nogdo de pensar abstratamente ¢ atracnte para mim. & dc':” S 3 S c(\[:" gl} =
Cis Prefiro tarefas que envolvam raciocinio, sejam dificeis e importantes a aquelas que ndo
exigem muito raciocinio. o SeI®858S
Cis Sinto alivio ao invés de satisfagdo quando termino uma tarefa que exigiu muito © 3 gl“ g3 cT>” %} gl“
esfor¢o mental. (R)
Ci7  Esuficiente para mim que algo termine o trabalho: ndo me importo como ou por que 3 § & 3 ﬁ S E & ‘é
funciona. (R) $SoSSIca S

Cis Normalmente, acabo por debater as questoes, mesmo que ndo me afetem pessoalmente.

Tabela 4.2 Matriz de correlacio de 18 itens que mede a necessidade de cognicao (n

N NNV~ — O F
. 0 N ¥ oo o0 — NS N n 0o O <
(R) indica um item de cddigo reverso &) g. g‘. ;, g. g, 2, g g g} g
Fonte: Cacioppo, Petty e Kao (1984). [ T I
T =0 N0 N O N~
~ —~ N O O S~ O —~ 0 e
o . . L . © SR SN S N S s BN S ]
Observe que o primeiro componente principal explica quase um terco da variagdo nas 18 diferentes SedgeogsSos <
questdes do estudo (32%). Observe também Que os pesos sdo consistentes com a interpretacdo do
indice de “necessidade de cognigdo” (isto &, todas as medidas codificadas ao inverso possuem pesos & sed ga £ ] NS a8
— —
negativos). Parece haver alguns desvios na ponderagio das medidas: os pesos usados para criar o g g g o'" S oo cl>" c|>" =)
primeiro componente principal varia de um baixo 0,087 (para a questio C,5) a um elevado 0,309 (para
a questio C). - eS8 Iryreyus
- , . . . O A agmoaninnd— Q.=
Componentes principais também podem ser usados em pesquisas de mercado para simplificar [ S (G Shell & e
a dimensionalidade dos perfis de consumidores com base em dados demogrificos e psicograficos.
As c?mpanhlas de pesgulsa de merc.ado, como a A. C. N}elsen ea Inforx‘natloH ReS(?u.rces, Inc., g =k o S ISl qe83 8
mantem grandes pain€is de consumidores (dezenas de milhares de familias) e os utilizam para S T ESI®RE ST S S Ens
acompanhar as atividades do mercado. Cada familia fornece uma enorme bateria de informacdes:
adrGes demogrificos como a idade e a escolaridade de cada membro da familia, posse de utensilios o 2as283-20825%839
P B e P ’ S QIcndaTadIq8 283
leitura de revistas (e, em alguns casos, até mesmo sobre o hdbito de assistir & TV), comportamento de °cegeecegdIgSIeoss <
compra em muitas categorias diferentes de produtos e até mesmo medidas de atitudes. Utilizando-se a
i .. i . ) B TV F 0OV NnAY T AN O
andlise de componente principal, pode-se criar um perfil do consumidor que consiste em um nimero ) 2088589 98as3 808293
muito menor de dimensdes que, apesar disso, capta a maior parte das informagdes contidas no conjunto TT9TCTIFIFSSFecs T
original de dados. O comércio eletrénico (através do qual as empresas agora tornaram-se capazes de
B . ~ o lﬁO\O\DOOOOOOO\ﬂ‘\Dm'ﬂOOOM\D
acompanhar e obter um retrato altamente detalhado de suas Interagdes com os consumidores, o que SIIS[/NI §88g 283 S8K Y
leva a uma teenologia de relagio custo-beneficio cada vez melhor) é outra drea que estd “madura” para CFIFTCITFSSeSsS T
a simplificago possibilitada pelos componentes principais. . . - < = =
3g] — — —_— — —_— — — — —
CLOLVLLOLLUVULLULVLUOLGITU
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Tabela 4.3 Resultados da anélise de componen-
tes principais dos dados da necessidade de cog-
nicdo na Tabela 4.2

m up
Cp 0,251 Cio 0259
C; 0,309 Ci 0,282
C; —0,253 Cp, -0,259
Cs —0,275 Ciz 0,232
Cs —-0,289 Cis 0,230
Cs 0,183 Cis 0,169
C; —0,227 Ci —0,164
Cs —0,206 Ci7 -0,229
Cy —0,234 Ciz 0,087

Autovalor A, = 5,7794
Proporgio da varidncia responsavel por 32,1%.

EXEMPLO Criagdo de uma taxonomia sobre leitura de revista com o propésito de planejar a
midia (Cannon e Williams, 1988).

Identificando padries de associacdo entre as varidveis. Além de reduzir a dimensionalidade, a andlise

de componentes principais também ¢ \itil para a obteng@o de um insight sobre os padrdes de associago.

Com frequéncia, € dificil identificar, apenas pela inspe¢io de uma grande matriz de correlacdo, as
varidveis que “vio juntas” em virtude de um alto grau de covariacfio mtua. Essa tarefa é enormemente
simplificada examinando-se o relacionamento entre a varidvel original e os componentes principais.
Canton e Williams (1988) usaram os componentes principais para criar a taxonomia da leitura de
revistas. Utilizando dados do estudo Target Group Index (TGI), da Axiom Market Research Bureau,
que consistiu em 26.818 entrevistas com adultos de 18 anos ou mais, Cannon e Williams usaram os
componentes principais para analisar a leitura de revistas por meio de uma lista com 21 diferentes
publica¢des. Seguindo o conjunto precedente de um estudo anterior (Rentz e Reynolds, 1979), eles
extrairam sete componentes principais e depois examinaram suas correlagdes com as variaveis originais
(isto €, a leitura de cada revista) para definir os componentes. Essa matriz de correlacdes, conhecida
como matriz de cargas, € apresentada na Tabela 4.4. Para facilitar a identificacfio de cargas relativamente
grandes, as correlagdes acima de 0,40 estfo sublinhadas.

Analisando-se cada coluna da tabela, é possivel definir cada componente, de acordo com as varidveis
as quais estd mais fortemente associado. O primeiro componente, por exemplo, exibe as mais fortes
correlagdes (acima de 0,50) com as seguintes revistas: Better Homes & Garden, Family Circle, Good
Housekeeping, Ladies Home Journal, McCall’s e Woman’s Day. As caracteristicas desse conjunto
de revistas (por exemplo, artigos para o lar sobre “receitas” e “como fazer”, uma “orientacéo sobre
tarcfas domeésticas incluindo ideias para manter eficientemente uma casa”) levaram Cannon e Williams
anomear o primeiro componente principal como “Operagdes do Lar”. O segundo componente principal
— correlacionado acima de 0,60 com a Cosmopolitan, Glamour e Vogue — foi chamado por eles de
“Glamour”. Cannon e Williams argumentam que uma compreensio dos padrdes de leitura dessas
revistas levard a uma tomada de decisdo mais eficaz por parte dos plancjadores de midia.

Pelo exemplo anterior, o leitor astuto reconhecerd que a interpretaciio de cada componente principal

€ mais fécil quando as cargas tomam valores que sdo elevados (em valor absoluto) ou préximos de zero.

Para facilitar a interpretagdo, € possivel rodar os componentes retidos (isto é, mudar sua orientagéo)
para que as cargas da matriz adquiram uma estrutura mais simples. Discutimos os métodos de rotagdo
no Capitulo 5, no contexto da andlise fatorial exploratéria, mas deve-se ter em mente que os métodos 14
discutidos sdo igualmente aplicdveis a andlise de componentes principais.
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Tabela 4.4 Matriz de cargas de uma anélise dos componentes principais da leitura de 21 revistas
diferentes

Fatores*
Revistas F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7
American Home O,ﬁ 0,07 -0,04 -0,06 0,02 0,06 0,26
Better Homes & Garden w 0,14 0,14 0,03 -0,06 -0,05 0,22
Cosmopolitan 0,19 0,63 0,16 0,04 0,04 0,07 -0,13
Family Circle 0,71 (ﬁ 0,06 0,07 ~0,06 -0,09 -0,12
Forbes —m 0,00 0,09 0,08 0,02 0,03 0,84
Glamour 0,20 M -0,05 0,04 0,02 0,10 (I(B
Good Housekeeping _(),_62 0,12 0,06 ~0,01 0,08 0,11 0,06
House & Garden 0,45 0,27 0,02 -0,06 0,00 0,06 0,28
Ladies Home Journal @ 0,10 0,04 0,00 0,12 0,09 0,00
McCall’s 0,65 0,09 0,03 0,01 0,12 0,13 -0,06
National Geographic 0,19 0,00 0,61 025 -0,06 -022 0,15
Parents 0,17 ~0,01 (m 0,07 0,02 0_,8& 0,06
Photoplay 0,09 0,10 0,13 -0,05 w -0,10 -0,04
Playboy -0,18 0,20 (L62 -0,06 -0,01 0,25 -0,05
Psychology Today 0,02 0,22 0,10 0,65 -0,06 0,19 -0,06
Reader’s Digest 0,35 -0,11 O,ﬁ (-)7)_1 0,08 -0,01 0,05
Redbook 0,48 0,17 0,09 0,09 0,15 0,24 -0,15
Scientific American m -0,06 0,01 %_1_ 0,05 -0,08 0,10
True Story 0,05 -0,01 -0,11 0,03 0,71 0,12 0,05
Vogue 0,13 0,67 -0,02 0,06 (m -0,15 0,13
Woman’s Day 9@ m 0,03 0,07 -0,03 -0,10 -0,12
*Os nomes dos fatores foram atribuidos como segue:
F): OperagGes do Lar Fs: Sensacionalismo
Fy: Glamour Fe: Operagdes do Lar/Mies Jovens
F3: Cultural/Interesse Literrio F7: Negdécios

F4: Cientifico
As cargas sublinhadas representam as revistas consideradas para inclusiio em cada fator, quando se desenvolvem
os nomes do fator.

4.2 FUNCIONAMENTO DOS COMPONENTES PRINCIPAIS

4.2.1 INTUIGAO ,

A intuigdo subjacente  andlise de componentes principais é mais bem ilustrada com a ajuda de um
exemplo com base em dados artificiais. A Tabela 4.5 mostra a matriz de correlagfio para trés varidveis:
X1, X5 e X3. Observe que esses dados foram padronizados (isto ¢, todos tém uma média igual a zero e
um desvio-padrdo igual a 1). As implicagdes de lidar-se com dados nido padronizados serdo discutidas
na Segdo 4.4.2.

Tabela 4.5 Matriz de correlacdo para Xi, X> e X3

X X2 X3
Xi 1,000 0,562 0,704
X 0,562 1,000 0,304
X3 0,704 0,304 1,000

var(X;) = 1,00 var(X)=1,00 var(X3) = 1,00
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E dificil representar esses dados tridimensionais em uma pégina impressa bidimensional de tal
forma que o formato da configuracdo possa ser claramente discernido. A Figura 4.3 mostra uma
visio estilizada de um diagrama de dispersdo de trés dire¢des das varidveis Xi, Xz € X3. Em trés
dimensdes, o contorno da configuragio tem um formato eliptico (isto €, parecido com uma bola
de futebol americano amassada, com um corte transversal oval ao invés de circular). A projecéo
dessa forma em cada plano das coordenadas resulta em um diagrama de dispersdo bidimensional
(apresentados como sombras na figura para X, versus Xo, Xy versus X3 ¢ Xy versus X3).

Figura 4.3 Visao estilizada tridimensional do formato de distribuicdo de X;, Xz e X3. Sombras represen-
tam os formatos em duas dimensdes,

Um diagrama de dispers?io tridimensional dos dados reais € apresentado na Figura 4.4. Os diagramas
de dispersdo em pares (que poderiam ser projetados nas paredes do grafico na Figura 4.4) s@o
apresentados na Figura 4.5. Esses grificos mostram uma correlagéo positiva entre todos os trés pares de
varidveis: a mais fraca & entre X; e X3 (r = 0,30) e a mais forte, entre X; ¢ X3 (r = 0,70).

Figura 4.5 Diagrama de dispersao em pares
de Xj versus X, X; versus X3 e Xz versus Xa.

Figura 4.4 Diagrama de dispersao tridimensional
dos valores reais de X4, X; e X3

Observando esse padrio de correlagéo positiva, somos tentados a fazer a seguinte pergunta: seria
possivel usar uma Gnica dimensdo para captar e transmitir a maior parte (s nao todas) das informagdes
contidas nas varidveis X;, X, e X3? Essencialmente, € disso que a andlise de componentes principais
trata: encontrar um nimero menor de dimensdes que explique uma quantidade suficiente de informagGes
nas varidveis originais.

Dito de maneira mais formal, o primeiro componente principal € a combinag@o linear de X, X3 € X3

que exibe variincia mixima (lembre-se de que a varidncia € apenas uma medida de dispersio dos dados).

Recorde-se de que uma combinagio linear é simplesmente a projegéo de todos 0s pontos no espago
tridimensional em um dnico eixo. Escolhendo a combinagdo linear com a varidncia mdxima, estamos
explicando o maximo possivel de informagGes contidas em Xi, X e X3 via uma combinag@o linear.

| 4B

n
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A Figura 4.6 mostra a orientagdo do primeiro componente principal. E o eixo mais longo da
configura¢do de formato em elipse (isto ¢, a linha que corre ao longo do comprimento da bola de
futebol americano, conectando uma extremidade a outra). Se projetarmos cada ponto do dado sobre
este eixo, a varidvel resultante — vamos chamé-la de Z; — exibird a maior variancia possivel. Em outras
palavre.is, essa € a combinagdo linear de X;, X, e X3 que explica a quantidade méxima de variacdo
ou de informagfo no conjunto original de varidveis. Por enquanto, nfio vamos entrar em detalhes
sobre como conseguimos a combinagio linear exata de X, X, e X3 que produz Z;. Suponhamos que
u; = (u11, U2, #13) Tepresente um vetor de unidade de comprimento orientado ao longo do eixo mais
longo do elipsoide, de modo que z; = X uy, em que z; é um vetor n-dimensional consistindo em
valores de Z; e X € a matriz n X 3, cujos elementos so os valores de X;, X, e X3.

A varidncia da nova varidvel Z; € 2,05, mais que o dobro da variancia de qualquer uma das varidveis
originais. Podemos pensar na variancia de Z; como varidncia explicada pelo primeiro componente
principal; quanto maior esse valor, tanto mais “informagdes” dos dados originais estardo contidas nesse
tinico componente. Em razdo do padrio geral da correlagio positiva nas trés varidveis (pense nele como
uma redundéncia — todas as trés varidveis originais refletem algo da mesma variago subjacente), uma
tinica combinagdo linear de X;, X, e X3 pode explicar toda essa variacio compartilhada. ,

Figura 4.6 Visao tridimensional estilizada identificando o primeiro componente principal.

Embora Z explique uma grande parte da variagdo em X;, X, e X3, nfio explica toda a variagdo.
Muito embora Z; nos diga onde, ao longo do comprimento da bola de futebol americano, podemos
encontrar cada observacio, ela ndo diz nada sobre se estd no meio da bola ou perto de sua margem
e.xterna. Pela aplicagdo sequencial da 16gica acima, podemos agora identificar uma segunda combinacédo
linear que explica a maior parte possivel da variagdo residual (isto é, aquela que nio € explicada por Z,).
. Como se parecem os dados depois de gerarem as informagdes em Z; ? Em razéio de Z; fornecer-nos
informagdes sobre a localizagdo de cada observagio ao longo do eixo mais longo do elipsoide
estamos agora preocupados apenas com as dimensdes restantes que néo sio explicadas por Z;. Essas,
duas. dimensdes restantes sdo dadas pelo plano perpendicular ao eixo central (isto &, a linha orientada
na diregéio do vetor u;). Essa representacio € essencialmente o “corte transversal” da bola de futebol
com todos os pontos projetados sobre o mesmo corte. Uma visgo estilizada desse plano (e o formato’
dz.1 f:onﬁguragﬁo dos pontos nesse plano) € apresentada na Figura 4.7; um diagrama de dispersdo
tridimensional dos dados reais (com Z; removido) é apresentado na Figura 4.8.

Podemos obter uma ideia melhor do formato da configuragiio no corte transversal, projetando-o
de volta no espago da coordenada original e olhando para o diagrama de dispersdo em pares de X;
vf?rsus Xa, X versus X3 e X, versus X3. Esses diagramas de dispersdo, apresentados na Figura 4.9, sdo
diretamente anédlogos aos diagramas de dispersdo apresentados na Figura 4.5, com uma import’ante
excegdo: a variagdo nos dados explicada por Z; foi removida.

Os diagramas de disperséio da Figura 4.9 revelam algo que néo era 6bvio no inicio. A matriz
de ?orrelagﬁo na Tabela 4.5 mostra um padrao positivo de associacdio entre todas as trés varidveis
enta9, ndo ¢ surpreendente que o componente que explicaria a maior parte das informagdes nos dados’
Ct_?ﬂszstz;sse em uma combinagio linear positiva de X;, X, e X3. Depois de explicar Z;, os diagramas de
dispersdo sugerem que os padrdes remanescentes de associagio refletem uma forte associagio negativa
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F\ restante que se pode escolher para que u3 seja ortogonal a u; e uy. O vetor final, dado Por z; = Xu,,
define 0 lerceiro componente principal; ele explica a variagdo restante e é ortogonal tanto a Z, quanto a
‘ #;. Observe que a varidncia de Z; é somente 0,23, o que sugere que a maior parte das informagées de

1,51 "1 X1, X2 e X3 pode ser explicada pelos dois primeiros componentes apenas, Z; € Z,.
1,0 As trés novas varidveis estdo resumidas na Tabela 4.6. Uma representacéo estilizada do formato da
0,5 distribui¢do de Z;, Z, e Z; € apresentada na Figura 4.10. O diagrama de disperséo dos valores reais
Xpug 007 na Figura 4.1 1 mostra que a 5:011.ﬁ guragiio original dos pontos_ nio mudpu, apenas a §ua orientagdo. A
-0,57] transformagio Z = XU serviu simplesmente para rodar os eixos do diagrama de dispersdo original,
1,01 enquanto preserva sua ortogonalidade (devido 2 ortogonalidade miitua de uy, u, e u,). Recorde-se,
157 do Capitulo 2, que essa forma de multiplicagdo de matriz serve simplesmente para reorientar os

vetores de base.

1 -2 . i
Xtag Tabela 4.6 Matriz de correlagdo para Z;, Z; e Z3
Figura 4.7 Visao tridimensional estilizada Figura 4.8 Diagrama de dispersao tridimensional de Xi, 7 Z 7
apds a remocao das informagoes explicadas X, e X3, apés a remocao das informagdes em Z;. i 2 3
pelo primeiro componente principal. Z 1,000 0,000 0,000
Z, 0,000 1,000 0,000
Z3 0,000 0,000 1,000

var(Z1) = 2,05 var(Z,) = 0,72 var(Z3) = 0,23

Figura 4.9 Diagramas de dispersao de pares X; versus Xa, X versus Xz e X, versus X, apos remogao das
informagées em Z;.

entre X e Xj3. Isso seria imediatamente Gbvio no exame da matriz de correlagio, e é este exatamente
0 motivo pelo qual os componentes principais provam-se tteis na redugdo da dimensionalidade e Figura 4.10 Visdo tridimensional estilizada da forma de distribuicgo de 7, ez,
oferecem insights aos padrdes de associagiio em grandes conjuntos de dados.

Podemos agora escolher uma segunda combinagdo linear das trés varidveis que explique a quantidade
maéxima possivel da varidncia restante e nio explicada por Z,. De fato, estamos encontrando o eixo
mais longo da configuragio em forma de elipse dos pontos sobre o corte transversal bidimensional
dos dados originais. A varivel resultante — vamos cham4-la de Z; — agora explica o valor méximo
da variago ainda ndo explicada pela primeira varidvel Z;. Como antes, consideremos u, um vetor
de unidade de comprimento orientado na dire¢éo do eixo longo do corte transversal, de modo que
23 = X uy, em que z; é um vetor n-dimensional com os valores Z,. Observe que u, é ortogonal a wy
(isto €, os vetores sdo perpendiculares um ao outro) e que a nova varidvel Z, nio é correlacionada com
Z;. Isso se deve ao fato de termos restringido nossa escolha de z, ao plano perpendicular a z;. Portanto,
nao ha como as informagdes que temos da posigdo dos pontos no corte transversal do elipsoide nos
dizerem qualquer coisa sobre onde eles caem no seu eixo longo.

A varidncia de Z, (igual a 0,72) ¢ consideravelmente menor que a de Z;. Isso ocorre propositalmente,

pois deliberadamente escolhemos Z; para explicar o maximo possivel de variagdo em X1, X, e X3. No Figura 4.1 Diagrama de disperséo tridimensional dos valores reais de Z,, Z, e Z3.

entanto, também observamos que a variancia explicada por Z; € menor que a de qualquer uma das

varidveis originais (todas elas foram padronizadas com variancia igual a 1). A solugido possui as seguintes propriedades: as novas varidveis Z,, Z, e Z3 s3o mutuamente néo
A variagdo residual restante — a qual ndo é explicada nem por Z; nem por Z, — § inteiramente Correlacionadas, e cada nova varidvel é escolhida para explicar a méxima quantidade possivel de

explicada por uma terceira variével Z3. Isso é devido ao fato de termos comegado com um problema Varia¢do ainda ndo explicada pelas varidveis anteriormente escolhidas. Embora leve as trés varidveis

tridimensional, e ap6s a escolha de u; e u, para serem mutuamente ortogonais, hd somente um meio Novas em conta para explicar todas as informagdes contidas em X;, X, e X3, observe que apenas Z; e
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Z, juntas explicam uma varidncia de 2,77 (comparada a uma variincia de 0,23 fornecida por Z3). O
verdadeiro valor da reducdo de dimensdes ¢ dificil de ilustrar em um exemplo de problema com trés
varidveis, mas é ficil imaginar os beneficios proporcionados pela redugéio de 20 varidveis para quatro
ou cinco dimensdes e ainda explicar uma grande porcentagem de variagfo nas varidveis originais.

Normalmente, € instrutivo examinar a rela¢fio entre os componentes principais Z e as varidveis
originais X. Uma maneira de se fazer isso € olhar para a matriz de correlacéo, apresentada na Tabela 4.7.
Note que, embora Z,, Z, e Z; no sejam mutuamente correlacionadas, elas sdo relacionadas a X, X; e
X3 em padrdes consistentes com a andlise precedente.

Tabela 4.7 Cargas do componente principal.
Correlagbes entre os componentes principais € 0s
dados originais

Cargas do Componente Principal

Z Z Z3
Xi 0,9279 -0,0798 -0,3641
X, 0,7255 0,6696 0,1590
X3 0,8222 -0,5008 0,2706

Essas correlagdes, as vezes conhecidas como cargas dos componentes principais, podem ajudar na
interpretacdo dos componentes principais. Por exemplo, vemos que Z; é correlacionada positivamente
a X, X, e X3; isso € consistente com a ideia expressa acima de que Z; reflete um componente de
variancia compartilhada subjacente a todas as varidveis originais. Se houvesse atributos de produto, Z;
poderia estar captando um efeito halo — isto €, uma fonte de viés positivo atribuivel a alguma qualidade
de produto intangivel, como a imagem da marca. Z; poderia também estar captando algum tipo de efeito
de método (por exemplo, se X1, X; e X3 fossem todas medidas utilizando-se 0 mesmo instrumento). O
segundo componente principal ¢ mais interessante: Z, é positivamente relacionado a X3 e negativamente
relacionado a X; (a correlagéio com X é préxima demais de zero para influenciar significativamente a
interpretac@o). Assim, podemos concluir que Z, capta uma dimenséo que diferencia X; de X3.

As cargas do componente principal sdo também fiteis para nos dizer quanto da varidncia em cada
uma das varidveis originais X € explicado pelos componentes principais. Lembre-se, do Capitulo 3, de
que o quadrado do coeficiente de correlago, que representamos por R?, conta-nos que proporgio da
varidncia em uma varidvel € responsdvel ou explicada por outra varidvel. Desta maneira, olhando para a
correlacdo entre X, e Z; na matriz de cargas de fator, podemos dizer que a proporgéo da variincia em
X, que é explicada pelo primeiro componente principal é 0,932 = 0,86, ou 86%. Da mesma maneira, a
varidncia em X; explicada pelo segundo componente principal é menor que 1% (—0,08)?. Uma vez
que Z; ¢ Z; ndo sdo correlacionados, podemos somar os valores de R? para determinar o valor da
varidncia em X; explicada pelos primeiros dois componentes principais. Nesse caso, a propor¢io €
0,93% + (—0,08)? = 0,87. Nessa ilustracio particular, notamos que os dois primeiros componentes
principais explicam quase 90% (ou mais) da variincia em cada varidvel original X;, X» ¢ X3.

4.2.2 MEecANiCA

Para mostrar como s@o determinados os vetores do componente principal, apresentamos agora um
tratamento mais matemdtico do problema. Em geral, em problemas de componentes principais, nosso
objetivo € encontrar uma combinagio linear das varidveis originais X = [X;, X, ..., X,] com varidncia
mdxima. Para os fins dessa derivacdo, digamos que X seja padronizado (isto ¢, cada varidvel é
normalizada para média zero € varidincia unitéria). Se representarmos a combinag#o linear pelo vetor
u = (ug,uy,...,u,) , nossa meta € escolher u para maximizar a varidncia dos elementos de z = Xu,
que pode ser escrita como segue:

var(z) = u'X'Xu “.1)

(n—-1)
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Como X € padronizado, o termo 1/(n — 1)X'X € apenas a matriz de correlagio da amostra R.
Substituindo, temos
o) =ik 42)

Observe que a instru¢do de maximizagdo de problema ainda ndo ¢ suficiente, porque podemos
escolher os componentes de u (isto €, o comprimento do vetor) como sendo arbitrariamente elevados e,
desse modo, levar var(z) ao infinito. Por isso, impomos uma limitagéo da unidade de comprimento do
vetor, que € estabelecido como u’u = 1. O problema assim modificado pode agora ser apresentado da
seguinte maneira:

Escolha u para maximizar u’'Ru 43)
sujeito a limitagdo u'u = 1 ’

Podemos resolver esse problema de otimizacéo limitada formando o Lagrangiano, tomando a
primeira derivada, atribuindo-lhe valor zero e resolvendo. O Lagrangiano é dado por

L=vuRu-A@wu-1) 4.4

onde A é chamado de multiplicador Lagrangiano. Observe que A pode ser escolhido para penalizar
a funcdo objetiva se a igualdade limitada (u'u = 1) néo for satisfeita. Tomando a derivada de L em

relagdo aos elementos de u, tem-se

B_L =2Ru - 24u 4.5)
ou

Estabelecer a Equagdo (4.5) igual a zero e resolvé-la requer que as seguintes condigdes sejam
satisfeitas:
Ru=Adu ou (R-ADu=0 4.6)

A equacdo acima possui uma estrutura especial: ela é conhecida como problema autovalor —
autovetor. O vetor u € chamado de autovetor (as vezes, de vetor caracteristico) e o escalar A é chamado
de autovalor. Dado que a matriz R seja de posi¢gdes completas (isto &, estabelecendo-se que ndo hd
multicolinearidade perfeita entre as varidveis observadas X), a solugfio consistird em p autovalores
positivos e autovetores associados. '

Resolver um problema autovalor—autovetor analiticamente é uma empreitada complicada porque
envolve encontrar as raizes de uma equacgfo polinomial de ordem p-ésima. Felizmente, varias rotinas
de computador que fornecem solugdes numéricas estdo disponiveis. Usamos programas de computador
(tal como o PROC IML em SAS) para resolver a autoestrutura dos dados na Tabela 4.1. Os resultados
sdo apresentados na Tabela 4.8. E ficil verificar que, apos multiplicar os dados originais de X = [x,,
X2, X3] pelos autovetores U = [uy, 3, u3], forma-se a matriz dos escores dos componentes principais
dimensionados Z = [z, Z,, 23] apresentada na Tabela 4.8.

Tabela 4.8 Autovalores (1) e autovetores (n) de X, X; e X3

u up u3
0,65 0,09 -0,76
0,51 0,80 0,33
0,57 -0,59 0,56

A =205 A=072 A3=0,23

Varidncia explicada pelos componentes principais

Em primeiro lugar, € interessante observar que os autovalores A, A; € A3 sdo exatamente iguais as
varidncias para os trés componentes principais relatados na Tabela 4.6. Poderia ser coincidéncia? A
resposta € nao. Para saber por qué, voltamos a fungio objetiva do problema dos componentes principais.
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Vale lembrar que nosso objetivo € maximizar a varidncia de z, dada por u’Ru. Observe que, para que as
condicdes de primeira ordem se mantenham, devemos ter Ru = Au. Substituindo Au por Ru, temos

var(z) =u'Ru =uw'du = ln'u= A4 “.7)

porque u’u = 1. Portanto, o autovalor A € exatamente a varidncia do componente principal associado.
Usaremos D para representar a matriz de covaridncia diagonal dos componentes principais; nesse
exemplo, D = diag(4;, 42 e 43).

Como os componentes principais sio mutuamente nfo correlacionados, a variincia da soma é
simplesmente a soma das varidncias dos componentes individuais. Neste exemplo, var(z, + z, +
73) = A; + A3 + A3 = 3,0. E uma coincidéncia que a soma das varidncias dos componentes principais
seja a mesma do niimero de varidveis no problema? Novamente, a resposta é nio. A variancia total
por todos os componentes principais ¢ dada por trago(D), em que o trago ¢ uma fungéo da matriz que
simplesmente dé a soma dos elementos da diagonal. J4 que D = U’RU, como derivado anteriormente,
podemos também representar a varidncia total como trago(U’RU), em que U’, R e U sdo todos
matrizes quadradas.

Uma propriedade da fung@o trago é que o valor é o mesmo para todas as permutagdes ciclicas do
produto da matriz. Em outras palavras, para o produto de matriz ABC, temos trago(ABC) = trago(CAB)
= trago (BCA). Portanto, trago(U’RU) = trago(RUU"). Como os autovetores que compdem a matriz U
sdo mutuamente ortogonais (e de posi¢des completas), sabemos que UU’ = 1, o que significa que a
soma das variancias de todos os componentes principais se reduz a trago(RUU’) = traco(RI) = trago(R).
Esta € simplesmente a soma daqueles que se situam ao longo da diagonal da matriz de correlagdo.

Essa propriedade da solucio dos componentes principais € particularmente 1itil quando se trata de
expressar a quantidade de variagéo explicada por algum subconjunto dos componentes principais. Por
esse simples exemplo ilustrativo, podemos dizer que os dois primeiros componentes principais, Z; e Z,,
explicam (2,05 + 0,72)/3 = 92% da variagfio no conjunto inteiro de dados. Essa forma de expressio se
tornard especialmente Util quando se tratar de decidir quantos componentes principais ser4 necessario
reter para a andlise subsequente.

Cargas do componente principal
Outro subproduto ttil da solugdo de componentes principais € a matriz de correlagfio do escore do
componente principal (Z) com os dados originais (X). Ela ajuda a interpretar Z, se soubermos o padrdo
de relacionamento com os dados X existentes. A matriz de correlagio é dada pela seguinte expressio:
1 14
co(X,Z) = —X'Z; 4.8)
(n—-1)

onde X € a matriz dos dados originais (por conveng#o, padronizados) e Z, = ZD /2 ¢ a matriz dos
componentes principais padronizados. Substituindo XU por Z na expressao acima, temos

1
corr(X, Z) = (n—_l—)X'XUD—“2 4.9)

Uma vez que 1/(n — 1)X"X € simplesmente a matriz R de correlacio da amostra e sabemos (da
solugdo dos componentes principais) que R pode ser reexpresso como UDU’, podemos substituir na
expressdo acima para obter:

corr(X, Z) = (UDU"UD" /2 = yp!/2 4.10)

porque U'U = L. Assim, temos como resultado que as correlages entre os componentes principais
Z ¢ as varidveis originais X, as quais iremos nos referir como as cargas do componente principal ¢
representaremos como

F = UD'? 4.11)

sdo determinadas por um escalonamento simples dos autovetores subjacentes.
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Das cargas do componente principal, podemos determinar a quantidade de varidncia em cada
variavel original explicada por qualquer niimero dos componentes principais. A expresséo geral para a
yariancia explicada na varidvel X; pelo primeiro componente principal ¢ €

N 4.12)
j=1

onde ¢ é o nimero dos componentes principais retidos e f;; € a correlaco entre X; e Z; da matriz F.
. L, . . . ~ . 2 _
Observe que, quando ¢ = p (isto é, todos os componentes principais estdo retidos), f fl.j =1,0.

Chegando a solugdo dos componentes principais
para obter a matriz padronizada dos componentes principais (representada por Zg), simplesmente
multiplicamos depois Z = XU por D'72, em que D ¢ a matriz diagonal da varifncia — covaridncia de

Z, que resulta em
Z,=XUD '/ (4.13)

Com um pouco de dlgebra, podemos reescrever a equago anterior para expressar X como uma
fungdo de Z;. Multiplicando depois por D!/2 ¢ entdo por U’ (observe que UU’ = U’U = I por causa da
ortogonalidade miitua de uy, u; ¢ u3), temos

X = Z,D'?U 4.14)

O que isso revela é que qualquer matriz de dados X pode ser expressa como produto da mat‘riz (%e
trés matrizes mais simples. Z é uma matriz de varidveis ndo correlacionadas (cada uma com variancia
unit4ria). D'/2 é uma matriz diagonal que executa uma transformag@o extensora (essencialmente
“despadronizando” Zs, multiplicando-a pelos desvios-padrio de Z) e U’ € uma matriz de transformz?gﬁio
que realiza uma rotagdo ortogonal. Esse modo de expressar X é conhecido como uma decomposi¢do
em valores singulares (SVD — singular value decomposition). Assim, pode-se realizar uma andlise de
componentes principais através de uma andlise do autovalor (algumas vezes, chamada de decomposi¢do

espectral) da matriz R ou uma decomposi¢éo de valor tinico da matriz X.

4.3 EXEMPLO DE PROBLEMA: PRODUTO ESTADUAL BRUTO

Ap6s apresentarmos a intui¢do subjacente e alguns fundamentos analiticos da andlise de componentes
principais usando uma situagdio empirica artificial, oferecemos agora um exemplo ilustrativo que utiliza
um conjunto de dados reais.

4.3.1 Dapos
Os dados (expressos em milhdes de dolares) sdo valores do produto estadual bruto (GSP — Gross State
Product) de cada uma das 13 diferentes areas de atividade econémica em 1996:

EXEMPLO Dados sobre o produto estadual bruto (GSP) para 13 dreas de atividade econémica,
GSP_RAW ¢ GSP_SHARE

agricultura, silvicultura e pesca;

mineragio;

construgdo civil;

indistria (bens durdveis);

inddstria (bens nido durdveis ou bens de consumo);
transporte;

comunicagdes;

. eletricidade, g4s e saneamento;

comércio atacadista;

CENAU A WN R
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Tabela 4.9 Correlaco entre 13 medidas diferentes de atividades econémicas (dados brutos em milhdes de dolares)

COMERCIO  FIDUCIARIO SERVICOS

ATACADISTA  VAREJISTA

COMERCIO

SERVICOS
URBANOS

COMUNI-
CACAO

TRANS-
PORTE

IND. BENS
NAO

IND. BENS
DURAVEIS

CONS-
TRUCAO
CIVIL

MINERACAO

AGRI-
CULTURA

DURAVEIS

0,248

MINERACAO

0,415

0,804

CONSTRUCAO CIVIL
IND. BENS DURAVEIS

0,262 0,873

0,749

0,391 0,879 0,841

0,662

IND. BENS NAO DURAVEIS

TRANSPORTE

0,458 0,976 0,862 0,896

0,813

0,356 0,930 0,742 0,835 0,932

0,716

COMUNICACAO

0,525 0,951 0,837 0,907 0,942 0,903

0,674

SERVICOS URBANOS

0,346 0,977 0,877 0,883 0,973 0,953 0,930

0,815

COMERCIO ATACADISTA
COMERCIO VAREJISTA
FIDUCIARIO

SERVICOS
GOVERNO

0,343 0,984 0,886 0,862 0,965 0,929 0,920 0,984

0,848

0,190 0,902 0,790 0,793 0,876 0,946 0,851 0,944 0,933
0,269

0,740

0,846 0,829 0,932 0,950 0,894 0,979 0,978 0,983

0,843

0,955

0,804

0,949 0,957 0,915 0,974 0,982 0,949 0,978

0,868

0,344 0,972

0,814
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10. comércio varejista;

11. fiducidrio, seguros e setor imobilidrio;
12. servicos; e

13. governo.

H4 50 observagdes no conjunto de dados, uma para cada um dos 50 estados dos Estados Unidos. A
matriz de correlag@o para os dados brutos € apresentada na Tabela 4.9.

Os registros na matriz de correlagéo tornam claro que ha uma quantidade considerdvel de correlagdo
nesses dados. Uma boa quantidade de correlagfio positiva ndo ¢ surpreendente, porque sdo de se
esperar altos niveis de GSP em todas as indistrias dos estados maiores e mais présperos (e niveis
abaixo da média de GSP nos estados menores e menos populosos). Para esse exemplo particular,
pode ser verdade que uma boa quantidade da covariagfo subjacente possa ser explicada por um dnico
componente principal que capta o tamanho de cada estado (e com ele a magnitude da atividade
econdmica).

Podemos também considerar que vale a pena examinar a participagdo do GSP atribuivel a cada
area de atividade econdmica. Por exemplo, serd que em alguns estados advém da mineracio e da
agricultura uma maior propor¢ao de seu GSP? Certas dreas da atividade econdmica (por exemplo,
comércio varejista e atacadista) sdo positivamente correlacionadas? Podemos olhar para esses niimeros
tomando os dados originais e dividindo cada varidvel pelo GSP total de cada estado. O resultado é que
agora cada varidvel € escalonada como uma proporgdo entre zero e um (efetivamente, removemos as
informagdes sobre o tamanho do estado). A matriz de correlaco para os dados do GSP (expressos em
participag@es) € apresentada na Tabela 4.10.

Fica claro a partir da matriz de correlagdo da Tabela 4.10 que os registros ndo sdo tdo amplamente
correlacionados como na Tabela 4.9. Embora alguns sejam tio elevados como 0,5 ou 0,6, a maioria
varia entre 0,0 e 0,3 e muitos sdo negativos. Isso sugere que um tinico componente principal pode nio
ser suficiente para explicar todas as variagOes subjacentes. Caso se conclua que diferentes estados se
“especializam” principalmente em diferentes combinagdes de atividades econémicas, podemos confiar
no componente principal para nos ajudar a identificar esses padrdes subjacentes.

E também importante reconhecer que a matriz de correlacdo na Tabela 4.10 ndo é de posi¢des
completas. Uma vez que as varidveis agora sdo expressas como propor¢des, elas somam-se em um
100% constante. Portanto, mesmo havendo 13 varidveis, a classificacio da matriz é somente 12 (com
efeito, removemos uma dimensfo com a divisdo pelo total do GSP). Isso significa que os autovalores
dos 12 primeiros componentes principais somaréo 13; o ultimo componente principal para esses dados
terd um autovalor de exatamente zero.

4.3.2 RESULTADOS

Dados brutos

Os resultados bésicos da andlise de componentes principais dos dados do GPS_RAW (Produto Estadual
Bruto) sfo apresentados na Tabela 4.11. (Para economizar espago, apresentamos apenas as cargas
dos trés primeiros componentes.) Uma olhada nos autovalores revela que o primeiro componente
principal explica uma quantidade substancial de varia¢do nos dados: 1; = 10,9. Como o total de
varifncia do conjunto original de varidveis é 13, isso significa que somente o primeiro autovalor
explica 10,9/13 = 84% da variagdo. O préximo maior autovalor é somente A, = 0,98, que explica
aproximadamente 7% da variincia dos dados originais.

Uma olhada nas cargas confirma que o primeiro componente principal é uma combinagfio positiva
de todas as 13 medidas da atividade economica (a tinica medida da atividade econdmica que néo tem
peso elevado € a minerag#o). O primeiro componente é essencialmente interpretdvel como um indice
da atividade econdmica total, que varia de um elevado 14,7 para a Califérnia a0 modesto —2,73 de
Vermont. E interessante observar que a correlagfo entre o primeiro componente principal e a populagdo
estimada em cada estado para 1995 € de 0,995.

Dados compartilhados
A anglise de componentes principais dos dados do GSP_SHAREF revela alguns padrdes mais inte-
Tessantes de associag@o. Dividir pelo GSP total efetivamente remove da andlise a informag#o sobre
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Tabela 4.10 Correlagdo entre 13 diferentes medidas da atividade econdmica (dados expressos como participagdo no GSP total)

COMERCIO  COMERCIO  FIDUCIARIO SERVICOS
ATACADISTA  VAREJISTA

TRANS- COMUNI- SERVICOS
URBANOS

IND. BENS

IND. BENS
DURAVEIS

CONS-

MINERACAO

AGRI-
CULTURA

PORTE CACAO

NAO
DURAVEIS

TRUCAO

CIVIL

—-0,064

MINERACAO

-0,021
-0,424
-0,138

0,085

CONSTRUCAO CIVIL
IND. BENS DURAVEIS

-0,130
-0,318

0,032
—-0,145

0,204
-0,357
-0,317
-0,051

IND. BENS NAO DURAVEIS

TRANSPORTE

-0,176
-0,100

0,612 0,075
-0,023

-0,193

0,279
-0,184

-0,049
—-0,056
-0,214
-0,148
-0,503
-0,422

COMUNICACAO

0,013 0,071 -0,169

—-0,087

0,390
-0,553
-0,396
—-0,406
—-0,460

0,043

SERVICOS URBANOS

-0,267

0,330

0,039
-0,121
-0,133
-0,458
-0,237

0,271

0,245

COMERCIO ATACADISTA
COMERCIO VAREJISTA
FIDUCIARIO

SERVICOS
GOVERNO

0,166
0,040

0,030
-0,379
-0,314

0,125
0,120
0,309

0,195
-0,182
-0,159
-0,411

0,401
-0,253

0,095
-0,301
-0,322

-0,309

0,202 0,519
-0,351

0,239
—-0,343

0,324

-0,180

0,287

0,045

0,193

0,428

0,231 0,181

0,110
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o tamanho do estado. Os resultados sio apresentados na Tabela 4.12 (novamente, para economizar
espago, apresentamos apenas as cargas para os trés primeiros componentes). Nesse caso, nenhuma
dimensdo dominante dnica capta a variabilidade mais relevante nas medidas originais. Os trés primeiros
autovalores explicam (3,24+2,23+1,96)/13 = 57% do total da variancia; os cinco primeiros autovalores
(todos maiores que 1) explicam 77%.

Sem que tomemos uma decisdo sobre quantos componentes reter (guardemos isso para depois),
examinamos os primeiros dois componentes principais na tentativa de obter alguma ideia de sua
interpretagdo. Analisar as cargas pode ajudar. Vemos que o primeiro componente principal estd
positivamente correlacionado com mineragio e transporte e negativamente com o comércio atacadista
¢ o fiducidrio, seguros e atividade imobilidria. O segundo componente principal € positivamente
correlacionado com a industria de bens durdveis e de consumo (ou nédo durdveis) e negativamente com
construgdo e comunicagio. Observe que tanto Z; quanto Z, sdo negativamente correlacionados com
servigos, no entanto, Z; exibe uma correlagdo positiva com o governo, enquanto Z, tem uma forte
correlacdo negativa.

As vezes, é bastante 1itil desenhar as cargas do componente principal. A Figura 4.12 mostra um
grafico das cargas dos dois primeiros componentes principais. Cada ponto na Figura 4.12 representa
um par de correlagdes: a correlagdo da varidvel original com cada um dos dois componentes principais.
O grifico revela quais das medidas originais estdo mais proximamente associadas a cada um dos
componentes, bem como quais medidas sdo mais semelhantes (refletidas por pontos que sdo proximos
no mapa). Por exemplo, ambas as atividades da inddstria (bens durdveis e de consumo) ocupam um
perfil relativamente similar nas primeiras duas dimensdes do espago do componente principal.

Um diagrama dos escores do componente principal pode nos dar uma ideia da localizagéo dos
vérios estados no espaco do componente principal. Um diagrama de dispersdo baseado nos dois
primeiros componentes principais ¢ apresentado na Figura 4.13. A primeira coisa que se destaca
no grafico é a existéncia de duas discrepancias muito substanciais. Tanto Alasca quanto Wyoming
tém valores de 6,6 no primeiro componente principal; o estado seguinte mais préximo possui um
valor de menos de 3,0. Esses valores elevados podem ser atribuidos aos valores extremos de duas
dimensdes da atividade econdmica local: mineragao e transporte. Em Wyoming, 31,6% do Produto
Estadual Bruto vém da minera¢do. No Alasca, a porcentagem € de 22,4%. Isso ¢ comparado ao
nivel médio de todos os 50 estados com menos de 1%. De maneira semelhante, para o transporte, as
porcentagens do Alasca e de Wyoming sdo 12,1% e 6,4%, respectivamente (comparadas a uma média
de 3%). Essas sdo algumas das discrepancias mais substanciais em todo o conjunto de dados. Ja que o
objetivo dos componentes principais € explicar tantas varidncias quanto possivel, ndo € surpreendente

Transporte
Ind. Blens Duréveis .l
©
£ 054
£
=
a
= Serv. urbanos
c
o}
< n
8_ Com, atacadista . , a
£ +Agnc. Mineragao
s 0,0 -+
)
_8 Fiduciaria Transp.
c
=]
=)
Jir}
[2]
Com. valejista
-0,57 Serv. urbanos Gov.
Setvigos Const.
1] |3

-0,5 0,0 0,5 1,0
Primeiro componente principal

Figura 4.12 Grafico das cargas de fator para os
dois primeiros componentes principais dos dados
de GSP_SHARE.
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Figura 4.13 Grafico dos escores dos dois primeiros componentes principais dos dados de GSP_SHARE.

que o primeiro componente principal reflita as dimensdes subjacentes em que essas observagdes
discrepantes ocorrem.

4.4 QUESTOES RELATIVAS A APLICACAO DOS COMPONENTES PRINCIPAIS

4.4.1 QUANDO £ APROPRIADO USAR OS COMPONENTES PRINCIPAIS?

Até agora, assumimos que os dados sob anélise sdo altamente correlacionados para justificar o uso
dos componentes principais na redugéio das dimensdes. Entretanto, se as varidveis forem altamente
independentes umas das outras, os componentes principais podem ndo ser apropriados.

O teste de esfericidade, desenvolvido por Bartlett (1950), coloca diretamente a questfo: a matriz de
correlagdo deve ser decomposta em fatores, em primeiro lugar? O teste € um teste de qui-quadrado
aproximado com um teste estatistico que é fungfio do determinante da matriz de correlagiio R, como
apresentado a seguir:

TESTE DE ESFERICIDADE DE BARTLETT

[0 -p)] (2p +5)
X [—2—]——[(n—1)——6— In[R|

onde: In [R| = log natural do determinante da matriz de correlagio,
(p? — p)/2 = ntimero de graus de liberdade associado ao teste estatistico de qui-quadrado,
p = ndmero de variaveis,
n = nimero de observagdes.

A légica do teste € bastante simples de descrever. O determinante da matriz de correlagfio é uma
medida generalizada da variancia. Ele pode ser calculado tomando-se o produto dos autovalores da
matriz, isto &,

P
IR| = l—[ B 4.15)

o
Quando as varidveis na andlise sdo de fato mutuamente independentes, esperamos que R se aproxime

da matriz identidade I (isto ¢, elementos diagonais igual a 1 e elementos fora da diagonal perto
de zero em valor absoluto). Quando esse é o caso, um diagrama de dispersdo dos dados apresenta
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formato esférico em vez de oval, como uma bola de futebol americano (dai o nome do teste). Todos
os autovalores da matriz s&o préximos de 1,0 (indicando que o eixo mais longo do elipsoide ndo é

gmﬁcatlvamente mais longo do que qualquer outro eixo); portanto, [R| é préximo de 1,0 € In [R|
é prox1mo de 0. A medida que o montante de correlagfo entre as varidveis aumenta, o diagrama
de dispersdo dos dados comega a parecer mais elipsoidal. Nesse caso, alguns dos autovalores de R
sdo maiores que 1 e alguns sdo mais préximos de zero. O resultado € que, & medida que o nivel de
correlagdo aumenta, o produto dos autovalores torna-se mais préximo de zero, o que significa que In |R|
torna-se um nimero negativo maior.

Agora fica fécil perceber como funciona o teste de Bartlett. O qui-quadrado € um teste de qualidade
de ajuste, com a hipétese nula de que a verdadeira matriz de correlagdo da populagéio subjacente
(da qual a amostra é retirada) é a matriz identidade (isto é, um conjunto perfeitamente e¢sférico de
dados multivariados). Quando o determinante da matriz de correlagdo da amostra é préximo de 1,
o teste de qui-quadrado de Bartlett é proximo de zero, indicando um bom ajuste € ndo nos dando
nenhuma razdo para rejeitar a hipétese nula de esfericidade. Se ndo pudermos rejeitar a hipétese nula,
podemos concluir que néo € apropriado reduzir a dimensionalidade dos dados. No entanto, quanto mais
correlagfo estd presente nos dados, |R| torna-se mais proximo de 0,0 (o que significa que In [R] torna-se
um ndmero negativo grande). Nesse caso, o teste de qui-quadrado de Bartlett adquire um grande valor
positivo, indicando um mau ajuste dos dados a hip6tese nula e levando-nos a rejeitar a hipétese nula de
esfericidade.

EXEMPLO Determinantes da orientacdo estratégica de uma unidade de negicio (Burke, 1984)
STRATEGIC_THRUST

O exemplo de problema baseado no produto estadual bruto foi escolhido por sua fatorabilidade ébvia.
Nao deveria surpreender-nos descobrir que o teste de Bartlett para esfericidade é cabalmente rejeitado
(de fato, o teste estatistico é x> = 190,4 com 66 graus de liberdade, o que € significativo em um valor
de p de menos de 0,0001). Mas o que acontece com um problema em que o padrio de correlagio nos
dados ¢ muito menos pronunciado? Burke (1984) estudou os determinantes da orientagfio estratégica de
uma unidade comercial. Entre as varidveis de seu estudo, ha seis varidveis ambientais potencialmente
importantes; uma lista de defini¢cdes de varidveis e a matriz de correlagfio sdo dadas na Tabela 4.13
(os resultados sdo baseados em uma amostra de » = 86 unidades comerciais distintas). A questdo que
precisamos responder € essa: as seis varidveis ambientais representam seis dimensdes independentes
que podem ser usadas para caracterizar a orientacfo estratégica de uma unidade comercial?

Tabela 4.13 Matriz de correlagdo para os dados de Burke

MA EX EN OS EU SI

Atratividade do mercado (MA) 1,00

Barreiras para a saida (EX) -0,09 1,00

Barreiras para entrada (EN) 0,02 031 1,00

Simetria da organizagio (OS) 0,07 0,01 0,10 1,00

Incerteza ambiental (EU) 0,04 0,09 -0,24 -0,06 1,00
Importincia de curto prazo (SI) 0,21 0,13 0,12 0,23 0,08 1,00

Uma olhada casual nas correlagdes da matriz sugere que a resposta pode ser sim. A correlagdo mais
alta na tabela é de 0,31 e mais da metade das correlagdes sdo menores que 0,10 em valor absoluto.

Uma anélise de componente principal da matriz de correlagdo apresenta os seguintes antovalores:
A = 1,491, A, = 1,266, 13 = 1,122, 14 = 0,905, 45 = 0,671 e 14 = 0,545. Calculando-se o
determinante da matriz de correlacdo, temos [R| = 0,701 e In|R| = —0,355. Substituindo no teste
estatfstico de Bartlett (com p = 6 e n = 86), temos
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_(2+5)

X [—(36 ) (—0,355)

5 ]z—[(86—1)

ou
Y2(15) =292

Consultando uma tabela de qui-quadrado, observa-se que o valor critlico para um y? estatistico com
15 graus de liberdade em um nivel de confianga de 95% (isto é, @ = 0,05) € de 25,0. Uma vez que o
teste estatistico € maior que o valor critico, rejeitamos a hipdtese nula de esfericidade, o que significa
ser justificavel perseguir alguma forma de redugo de dimensao.

No entanto, ¢ importante lembrar que, embora o teste estatistico de Bartlett seja um teste aproximado,
sua forca parece ser bastante elevada. O teste de qui-quadrado é notoriamente sensivel ao tamanho da
amostra; como resultado, € incomum encontrar um exemplo prético no qual a esfericidade nfo seja
rejeitada. Isso tende a ser desvantajoso na prética, porque dados perfeitamente esféricos sdo raramente
encontrados. Isso significa que, para qualquer conjunto de dados de tamanho razodvel, é raro encontrar
um caso em que a esfericidade ndo scja rejeitada. Esse exemplo nos ajuda a apontar uma das limitagGes
do teste de Bartlett. Definitivamente, a decisfo de se reduzir a dimensionalidade de um conjunto de
dados € baseada mais na necessidade prética de haver uma representagdo parcimoniosa do que em um
teste estatistico de independéncia.

4.4.2 CoMO 0s DADOS DEVERIAM SER ESCALONADOS?

Até agora, todas as nossas demonstracdes envolveram o uso de dados padronizados; isto é, nosso
foco tem sido a matriz de correlagdo em vez da matriz de covariincia. H4A uma boa razio para
isso, embora ela certamente nfio seja necessdria. Como a anélise de componentes principais busca
maximizar a variincia, ela pode ser sensivel as diferencas de escala entre as varidveis. Com a inclusdo de
uma varidvel como “Vendas Corporativas”, expressa em délares (em que a variagdo entre as observagdes
mais e menos elevadas pode ser da ordem de milhdes), teremos um impacto muito maior sobre a
variancia da combinago linear do que uma varidvel como “Niimero de Empregados” (em que a variagio
provavelmente serd da ordem de milhares), independente do padrao de covariacdo entre as varidveis. A
padronizagdo garante que os dados sejam expressos em unidades compardveis.

Isso € especialmente pertinente no exemplo que envolve medidas do produto estadual bruto. Entre
nossas 13 medidas de atividade econémica (mesmo quando expressas em propor¢oes do GSP total),
as medidas que exibem a quantidade média maior de atividade econdmica também exibem a maior
varidncia. Por exemplo, a propor¢do média do GSP atribuivel ao fiducidrio, seguros ¢ atividade
imobilidria é de 17,1% para todos os 50 estados; o desvio-padrio é de 5,2 pontos percentuais. Para a
constru¢do civil, o nivel médio é de 4,3% e o desvio-padrio é de somente 0,9. Nesse contexto, conduzir
os componentes principais sobre os dados de GSP néo padronizados tenderia a agrupar as grandes dreas
da atividade econdmica, ndo necessariamente as varidveis com o padrdo mais forte de intercorrelagio.

Em outras circunstincias, hd razdes para evitar-se a padroniza¢do. Considere uma pesquisa de
mercado, por exemplo, na qual todas as perguntas foram medidas em uma escala Likert de cinco
pontos (a escala vai de “Concordo Totalmente” a “Discordo Totalmente™). E possivel que algumas
questdes sejam mais ou menos informativas do que outras, talvez porque estejam mal redigidas ou ndo
claramente entendidas pelos respondentes, ou porque hd homogeneidade substancial com respeito
resposta. Imagine uma questdo que tenha como quase todas as respostas justamente o meio da escala
(“Néo concordo nem discordo”). Como essa questdo nos fornece dados que ndo sdo informativos, é

preferivel dar a essa varidvel menos peso na andlise subsequente usando os dados ndo padronizados.

Em casos em que houver razdo para se acreditar que a varidncia de uma varidvel é um indicador de sua
importancia em geral (ou alto valor de informag&o), podem ser apropriadas a utilizagdo de dados ndo
padronizados ¢ a andlise de componentes principais sobre a matriz de covariancia. Embora isso mude
de alguma forma a natureza de seus resultados — por exemplo, as cargas dos componentes principais
serdo graduadas como covaridncias em vez de correlagdes —, a mesma intuigdo geral se aplica.
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4.4.3 (QUANTOS COMPONENTES DEVEM SER RETIDOS?

Caso seja apropriado reduzir-se a dimensionalidade dos dados originais, a préxima pergunta que
naturalmente surge é: quantos componentes devem ser retidos? E possivel responder essa questao com
o emprego de uma aplicagéio sequencial de uma versio modificada do teste de Bartlett. Se a esfericidade
for rejeitada, extraimos o maior componente principal e depois testamos a matriz de correlagdo residual
(isto é, R — Aju;u’y) para examinar se seu determinante € diferente de zero. Continuamos extraindo os
componentes até que a matriz residual ndo seja estatisticamente significativa. Infelizmente, devido ao
poder do teste de qui-quadrado, essa abordagem tende a reter um grande nimero de componentes. Uma
vez que, na prética, o pesquisador estd interessado na possibilidade de interpretacio e na significincia
operacional das solu¢des dos componentes principais, outros critérios tém sido adotados para auxiliar
po processo de sele¢fio do nimero de componentes a ser retidos. Discutimos, a seguir, trés dessas regras
de ouro. Em cada caso, a aplicagio da regra deve ser acompanhada por uma por¢io substancial de
discernimento.

Grdfico Scree

Essa abordagem gréfica foi proposta por Cattell (1966). Ela envolve desenhar a varidncia explicada por
cada componente principal, na ordem do maior para o menor. Entdo, buscamos um “4ngulo” na curva —
isto €, um ponto apds o qual os autovalores remanescentes declinam de modo aproximadamente linear
— e retemos somente aqueles componentes que estdo acima do dngulo. Portanto, o teste scree requer um
julgamento relativo do valor da varidncia explicada pelos componentes retidos.

O griéfico scree para os dados do GSP ¢ apresentado na Figura 4.14. Uma inclinacéo digna de nota no
grifico ocorre apds o terceiro componente principal (com um autovalor de 1,96); do quarto componente
em diante, o declinio nos autovalores € aproximadamente linear e mais plano do que na primeira parte
do grafico. Com base nesse grafico scree, podemos decidir-nos por reter somente os primeiros trés
componentes principais. Infelizmente, na prética, a identificacdo do dngulo raramente € to clara e
pouco ambigua. Com muita frequéncia, o declinio na varidncia se parece mais com uma curva suave
do que com um angulo agudo. O gréifico scree para os dados do estudo de Burke, apresentado na
Figura 4.15, é um exemplo. Vocé diria que o &ngulo estd em qual lugar desta curva?
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Figura 4.14 Gréifico scree para os dados
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GSP_SHARE. Figura 4.15 Gréfico scree para os dados de Burke

Regra de Kaiser

Quando o gréfico scree ndo oferece diagndstico, a regra de Kaiser pode ser conveniente. Kaiser (1959)
recomendou somente a reten¢fo dos componentes principais com autovalores que excedam a unidade
(isto é, supondo que estamos tratando com varidveis padronizadas na analise). A regra reflete uma
no¢do de bom-senso: qualquer componente principal, por se tratar de uma medida da varidncia comum,
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deveria explicar pelo menos tantas variagdes quanto qualquer uma das varidveis originais X. A regra de
Kaiser, portanto, busca um julgamento absoluto em relagfo ao valor de variéncia explicada por cada
componente principal.

No caso dos dados do GSP, a regra de Kaiser busca reter os primeiros cinco componentes principais:
A = 3,24, 1 = 223, 13 = 1,96, 44 = 1,37, 45 = 1,15. Entretanto, dois componentes t€m
autovalores préximos a 1,0: As = 1,15 e Ag = 0,86. Pode-se justificar (em razio da possibilidade
de interpretac¢do) o estabelecimento de um limite pouco superior a 1,0 e a retencdo somente de uma
solugdo quadridimensional. Ou pode-se argumentar que, para explicar os 90% de variagdo nos dados
originais, necessitamos estabelecer um limite um pouco abaixo de 1,0 para que retenhamos os primeiros
seis componentes principais. Como qualquer uma dessas abordagens, a regra de Kaiser deve ser
encarada como uma orienta¢do, ndo como uma lei inviolavel.

Procedimento de Horn

Horn (1965) sugeriu um tipo diferente de regra para o estabelecimento de limite. Em lugar de
usar um valor fixo de 1,0, Horn propds o uso de um autovalor como limite, a partir da andlise
de componentes principais de dados randémicos com o mesmo nimero de varidveis e 0 mesmo
nimero de observagdes. O procedimento é baseado na percep¢io de que a andlise de componentes
principais, em sua tentativa de explicar o médximo possivel da varifincia, ird capitalizar sobre a
variacdo da amostra randdmica dentro dos dados. Mesmo quando os dados sdo retirados de uma
populacdo subjacente com matriz de covarifncia I, o erro de amostragem levara a desvios menores de
I que sdo apreendidos pelos componentes principais. Como consequéncia, o autovalor do primeiro
componente principal serd sempre maior que 1. O procedimento de Horn essencialmente ajusta o limite
para explicar essa tendéncia e capitalizar sobre o erro da amostra.

Para calcular o limite de Horn, geramos uma matriz de dados da amostra de ordem n X p
usando um gerador de nimeros randémicos. Depois, aplicamos os componentes principais aos dados
randomicos e desenhamos os autovalores em um gréfico scree junto com os autovalores dos dados reais.
Somente aqueles componentes principais com autovalores que excederem o limite de Horn sdo retidos.
Adicionamos uma modificagdo de atualiza¢do ao procedimento de Hom: em lugar de usar um gerador de
ndmeros randdmicos (com alguma distribui¢do paramétrica subjacente), podemos melhorar a situagéo
a partir dos dados reais. Em outras palavras, fazemos testes com a recolocacgio de cada varidvel no
conjunto de dados. Observe que devemos avangar e melhorar a situagfio a partir de cada varidvel
separadamente (isto ¢, da distribui¢do marginal de cada varidvel e ndo da distribuicdo conjunta) para
gerar uma amostra na qual a distribui¢io conjunta subjacente seja completamente independente.

Tlustramos a aplica¢ido do procedimento de Horn usando os dados relativos ao produto estadual
bruto. Geramos uma matriz. de amostra aleatéria de ordem 50 X 13 avangando a partir dos dados reais.
Aplicamos os componentes principais para dados randémicos e reproduzimos os autovalores obtidos
em um gréfico scree 2o longo dos autovalores da analise dos componentes principais dos dados reais. O
gréfico scree € apresentado na Figura 4.16.

Observe que o autovalor do primeiro componente principal dos dados incrementados € 2,17. Assim,
mesmo quando os dados sfo inteiramente gerados a partir de uma populagdo subjacente, com completa
independéncia de todas as varidveis, o erro de amostragem conduz a um componente principal com
mais de duas vezes a varidncia do que qualquer varidvel do conjunto original de dados. Isso é um
reflexo da capitalizagdo sobre a variac@o ao acaso que se pode esperar com uma técnica de maximizagao
de varidncia tais como os componentes principais (como é o caso com a regresséo e outras técnicas que
estudaremos em capitulos posteriores).

O ponto de interse¢éo no grafico da Figura 4.16 sugere que retenhamos somente os trés primeiros
componentes (em lugar dos cinco componentes sugeridos pela aplicagéo da regra de Kaiser). De fato,
o procedimento de Horn ird sempre fornecer um autovalor de limite maior que 1. Dessa maneira, a
aplicacio do procedimento de Horn sempre resultard na retengdo do mesmo ou de menor niimero de
componentes principais do que reteriamos aplicando a regra de Kaiser.

Um dos principais beneficios do procedimento de Horn estd em tornar as pessoas conscientes

do potencial de capitalizagfio pelos componentes principais sobre a variagdo ao acaso na amostra.
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Figura 4.16 Grafico scree dos dados de  Figura 4.17 Grafico scree para os dados de Burke
GSP_SHARE (linha continua) versus benchmark de  (linha continua) versus benchmark de Horn (linha
Horn (linha pontilhada). pontilhada).

Considere, por exemplo, o resultado da aplicagio do procedimento nos dados de Burke (apresentado
na Figura 4.17): o benchmark de Horn ¢ quase indistinguivel do gréfico scree dos autovalores dos
dados reais. Isso sugere que as varidveis no estudo de Burke podem, de fato, ser independentes e
que os componentes principais com autovalores maiores que 1 sdo resultado da capitalizacéio sobre a
correlagdo ao acaso que existe na amostra. O grau dessa capitalizaco torna-se ainda mais extremo com
amostras de tamanhos menores e maior mimero de varidveis; o procedimento de Horn nos ajuda a
conhecer a extensdo dessa “inflagdo” quando escolhemos o niimero de fatores para reter na andlise.

Varidncia explicada

As vezes, serd importante reter um nimero suficiente de componentes para reconstruir-se adequada-
mente o conjunto de dados originais (isto €, para que sejamos capazes de explicar determinado valor da
varidncia em cada uma das varidveis originais). Lembre-se de que a relacio entre os dados originais
X e os componentes principais Z pode ser expressa como X = ZD'/2U’. Se retivermos somente ¢
componentes padronizados, a relacdo ¢ somente aproximada; isto &,

X = [Zln Zoss v ns zcx]DlﬂU,

Podemos impor o seguinte tipo de limitagdo & nossa andlise: devemos reter um ndmero suficiente de
componentes para que possamos explicar pelo menos 50% (ou alguma outra porcentagem especificada)
da variiincia em cada varidvel original. O exame dos autovalores diz se podemos explicar 50% da
varidncia em todas as varidveis, mas ndo se captamos pelo menos 50% da varidncia de cada varidvel.
Quando tal critério de porcentagem € usado, ele deve ser baseado em uma avaliacdo da confiabilidade
(e, portanto, a porcentagem da variago de erro) das varidveis que estio sendo analisadas.

Para cada 4rea da atividade econdmica nos dados GSP_SHARE, a Tabela 4.14 mostra a variancia
explicada pelos trés primeiros componentes principais. Em 10 das 13 varidveis, o valor é de quase
50% ou mais (por exemplo, mais de 80% da varidncia nos setores fiducidrio, de seguros e atividade
imobilidria é explicado pelos trés primeiros componentes). A tabela também mostra que menos de 40%
da variéncia original é captada em trés das 13 varidveis: agricultura, silvicultura ¢ pesca; comunicagio;
€ gis, eletricidade e saneamento (para o tltimo dos trés, a propor¢do da variincia explicada é inferior a
25%). Se essas varidveis forem consideradas confidveis e importantes para as andlises subsequentes,
faz sentido reter um quarto componente principal e determinar se a varidncia explicada nessas varidveis
sofre algum aumento.
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Tabela 4.14 Variancia explicada pelos trés pri-
meiros componentes principais em cada medida
da atividade econémica dos dados do GSP

AGRICULTURA 0,349
MINERACAO 0,846
CONSTRUCAO CIVIL 0,480
IND. BENS DURAVEIS 0,701
IND. BENS DE CONSUMO 0,474
TRANSPORTE 0,615
COMUNICACAO 0,311
SERVICOS URBANOS 0,249
ATACADO 0,488
VAREJO 0,683
FIDUCIARIO 0,819
SERVICOS 0,828
GOVERNO 0,588

4.4.4 COMO AVALIAR A VALIDADE DA SOLUGAO?

Em geral, quando abordamos a questfio da validade, estamos questionando a possibilidade de ge-
neralizacéo dos resultados de nossa andlise além dessa amostra particular. Quando se lida com um
conjunto de dados de corte transversal de amostra de tamanho n, pode-se perguntar até que ponto os
achados de nossa andlise (com base em uma amostra dada) se estende a uma nova amostra de tamanho
n retirada da mesma populagfo subjacente. Se néo tentarmos responder a essa questo, ndo poderemos
ter certeza da extensfio com que nossas descobertas se relacionam a populagio subjacente ou somente a
essa amostra particular.

Uma forma de resolver essa questio é usar uma amostra de teste. Antes de realizar a anilise de
componentes principais, colocamos de lado uma parte dos dados escolhida aleatoriamente. Uma regra
de ouro: use dois ter¢os dos dados para a andlise € um tergo como amostra de teste. A amostra de teste
nos d4 um conjunto de observagdes completamente diferente daquele usado na andlise (e, no entanto,
retirado da mesma populagio subjacente) com o qual podemos verificar os resultados do modelo.

Um aspecto da solugfio de componentes principais que produz validagio € a variincia explicada por
cada componente principal. Se nossa solu¢éo de componentes principais se mostrar vélida, € de se
esperar que ela se generalize para uma amostra diferente, retirada da mesma populacdo subjacente.
Desse modo, poderemos tomar o autovetor u; derivado da andlise, formar a combinaciio linear X u
usando dados padronizados da segunda amostra (teste) e ter a varidncia do componente assim formada
aproximadamente igual & varidncia de Z; da andlise dos componentes principais da primeira amostra.

Vimos do procedimento de Horn que mesmo que nfio haja associagéo na populagiio subjacente (isto
&, a verdadeira matriz de correlacdo da populagfio é 1), a andlise dos componentes principais resultard
em uma solucio em que os primeiros poucos componentes explicam mais do que uma quantidade
proporcional de variagfo na amostra. Quando os dados sdo verdadeiramente independentes, no entanto,
pode-se esperar que a combinago linear X;u; (formada pelo uso do primeiro autovetor da andlise de
componentes principais e dos dados da amostra de teste) apresente uma varidncia de aproximadamente
1, porque nenhum dos padrdes de associagdo na amostra original € comum a segunda amostra (de teste)
gracas a verdadeira independéncia na populagio subjacente.

A questdo ainda permanece: como validar os resultados da nossa andlise dos dados reais de GSP?
Quanto de varia¢fo no primeiro componente principal € atribufvel & variagfo da capitalizagdo sobre
o acaso na amostra? Essa € uma questdo dificil, porque j4 analisamos os dados da populagio inteira
(todos os 50 estados). Criar uma amostra de teste é possivel (por exemplo, desconsiderando um ter¢o
dos dados ou 16 estados escolhidos aleatoriamente), mas isso reduz o tamanho do conjunto de dados
usados na andlise dos componentes principais e, na realidade, aumenta a probabilidade de haver
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capitalizag@o sobre 0 acaso (o que reduz o nimero de observagdes relativas ao nimero de varidveis).
Podemos usar os dados de um ano diferente, mas quaisquer diferengas entre as duas andlises poderiam
ser atribuidas a mudancas na atividade econdmica no decorrer do tempo (em vez de puramente um
erro de amostragem). No restante desta segfo, discutimos duas abordagens possiveis para validacio: a
jackknife e a bootstrap.

Validagdo jackknife

No caso de amostras de tamanho pequeno como essa, a validagdo jackknife (também conhecida
como abordagem por método-U por amostra de teste; veja, por exemplo, Crask e Perreault, 1977) é
especialmente ttil. A ideia é: retermos uma observagéo, conduzimos a analise de componentes principais
sobre as 49 observagdes restantes e, depois, utilizamos o vetor u; para calcular o valor de Z, na dnica
observacdo retida, Depois, repetimos esse processo 50 vezes, conduzindo uma andlise diferente de
componentes principais para cada possivel subconjunto de 49 estados. Podemos, entdo, comparar a
varidncia dos valores “jackknificados” a varidncia do primeiro componente principal (determinado
pelo uso de todas as 50 observages). A vantagem dessa abordagem € que ndo se usam quaisquer
das informagdes da i-ésima observag@io para calcular-se o escore do seu componente principal, e
cada andlise é baseada em uma amostra quase do mesmo tamanho do conjunto de dados originais. A
desvantagem, naturalmente, ¢ que ¢ mais complicado realizar a anélise. Os cdlculos ndo demandam
muito tempo — hoje em dia, € possivel realizar dezenas de andlises de componentes desse tamanho em
segundos —, mas muitos pacotes de programas estatisticos ndo fazem provisdes explicitas para uma
abordagem baseada em reamostragem.

Os resultados desse exercicio de valida¢io mostram que a varidncia do componente “jackknificado”
diminui apenas ligeiramente para 3,08 (de um autovalor de 4; = 3,24 da andlise dos componentes princi-
pais originais). Portanto, o primeiro componente principal parece explicar a varidncia que € sistemdtica
e generalizdvel para além da amostra; se captasse puramente o erro de amostragem, poderiamos esperar
que a varifincia do componente “jackknificado” declinasse para um valor préximo a 1,0. Lembre-se
de que a variincia captada por esse primeiro componente principal é amplamente determinada por
dois estados (Alasca e Wyoming) que apresentam participagdes desproporcionalmente grandes em
duas dreas da atividade econdmica: mineracdo e transporte. Parte da razdo pela qual obtemos uma
indicagdo de validade com a abordagem jackknife se di porque uma dessas duas discrepancias estd
sempre presente na amostra. Quando o Alasca € retido, Wyoming determina a dire¢fio do primeiro
componente principal, e vice-versa. Em geral, seria de se esperar uma reduc@o mais elevada na varincia
do componente principal “jackknificado” na presenga de uma discrepancia. Embora os resultados
desse exemplo paregam estdveis, € importante entender que a varidncia explicada por esse primeiro
componente principal é atribufvel a um subconjunto mindsculo de observagdes.

Validacdo bootstrap

Podemos avaliar a validade de nossos resultados caso seja possivel aplicd-los a outra amostra de dados.
Na auséncia de uma amostra de teste, podemos obter um novo conjunto de observagdes reamostrando os
dados, um processo conhecido como bootstrapping. Se supusermos que os dados em nossa amostra séo
representativos de alguma populagfio subjacente, retirar varias amostras de tamanho » (com recolocagéo,
0 que significa que algumas observagdes serdo tiradas mais de uma vez e algumas, nenhuma vez) poderia
imitar a variabilidade introduzida pela amostragem da popula¢do como um todo. O bootstrapping
permite-nos avaliar a distribuicdo de nossos resultados de andlise dos componentes principais mesmo
quando suas propriedades estatisticas ndo sejam bem conhecidas.

Nesse caso, estamos interessados em avaliar quanto da varidncia do primeiro componente principal
€ atribuivel a variagfio ao acaso na amostra. Para isso, criamos nova amostra de dados (isto é, tiramos
uma amostra de 50 observacdes com recolocagfo) e depois formamos uma combinagio linear dos
dados “bootstrappados”, usando o vetor u; do conjunto inicial de dados. Podemos, entéio, comparar
a varidncia dessa combinacdo linear com a varidncia do primeiro componente principal da amostra
bootstrapped (que sabemos ser a combinagio linear com a varidncia maxima). Se a comparagdo for
préxima — por exemplo, se o quociente entre a variincia anterior e a dltima for préximo de 1 —, podemos
entdo concluir que a variagio que estamos captando € sistemdtica em ambas as amostras (em outras
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palavras, comum a populagfo subjacente). Se o quociente for pequeno, podemos entéo concluir que
nosso achado nio pode ser generalizado para fora da amostra.
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Figura 4.18 Histograma de 1.000 amostras bootstrapped dos da-
dos do GSP. As barras negras denotam valores em que nem as ob-
servacdes de AK nem de WY aparecem na amostra bootstrapped.

A Figura 4.18 mostra a distribui¢do do quociente descrito acima das 1.000 amostras bootstrapped. Na
média, a combinac@o linear formada usando-se os pesos da andlise de componentes principais dos dados
originais capta aproximadamente 90% da varidncia, tanto quanto o primeiro componente principal da
amostra bootstrapped. Isso parece sugerir que os resultados sfio razoavelmente bem generalizaveis
além da amostra. Entretanto, hd também uma pequena cauda na distribui¢go (representada pela regifio
escurecida do histograma na figura). Para aproximadamente 12% das amostras bootstrapped, obtemos
um conjunto de observagdes sem a representagio de Alasca e de Wyoming. Para essas amostras, o
valor médio do quociente é de somente 67%. Isso sugere que as observactes de Alasca e Wyoming ndo
sdo apenas valores extremos, mas também atipicos em relagfo aos restantes 48 estados.

Neste capitulo, discutimos a valida¢do no contexto da varidncia explicada pela solugido dos
componentes principais. No Capitulo 5, discutiremos mais amplamente a avaliacdo da validade da
matriz de cargas, que ¢ instrumental na formatagfio de nossas conclusdes sobre os padrdes de associagfo
nos dados.

4.5 RESUMO DA APRENDIZAGEM

e A andlise dos componentes principais € um método de se reexpressarem os dados multivariados.
Ela permite que o pesquisador reoriente os dados para que algumas poucas primeiras dimensdes
expliquem tantas informagGes quanto possivel. A andlise dos componentes principais é também
util na identificacdio e compreensdo dos padrdes de associacio entre as varidveis.

e O primeiro componente principal, representado por Z;, é dado pela combinagio linear das
varidveis originais X = [X;, X3, ..., X,] com a maior varidncia possivel (em que a variancia
interpretavel como as informagdes contidas nos dados).

o O segundo componente principal, representado por Z,, é dado pela combinacio linear de X
que explica a maioria das informagdes (varidncia mais alta) ndo captada ainda por Z;; isto &,
Z, é escolhido para ndo ser correlacionado a Z;.

o Todos os componentes principais subsequentes sdo escolhidos para que néo sejam correlacio-
nados a todos 0s componentes principais anteriores.

Capitulo 4 Andlise de componentes principais 97

e Em razdo de a andlise de componentes principais buscar maximizar a variincia, ela pode ser

altamente sensivel as diferencas de escala entre varidveis. Portanto, normalmente (mas nio

sempre) € uma boa ideia padronizar os dados (a abordagem tratada neste capitulo) e represents-los

por X,.

A solucdo para o problema dos componentes principais enunciado anteriormente é obtida

realizando-se uma decomposi¢io de autovalor da matriz de correlagdo (isto é, a matriz de

covariéincia dos dados padronizados). Intuitivamente, isso corresponde a encontrar os eixos
principais do formato (com frequéncia, aproximadamente elipsoidal) adquirido pelo diagrama de
dispersdo dos dados.

o Cada autovetor, indicado por u;, representa a direcio de um desses eixos principais. O vetor u
controla os pesos usados para formar a combinagdo linear de X, que resulta nos pontos do
componente principal; isto €, z; = X u,.

o Cada autovalor, representado por A;, € igual a varidncia do componente principal Z;.
Propositalmente, a solugdo € escolhida paraque 4; > 4, >...> 1, > 0.

o A matriz de covarifincia para os componentes principais, representada por D, é uma matriz
diagonal com (41, A3,..., 4,) na diagonal.

A soma das varidncias de todos os componentes principais é igual a p, o niimero das varidveis na

matriz X. Portanto, a propor¢do da varia¢éio explicada pelos primeiros componentes principais ¢

¢é dada por
2 ﬁ
i1 P

Quando se tenta interpretar os componentes principais, é 1til olhar para as cargas dos componen-
tes principais, que sdo as correlagdes entre as varidveis originais X e os componentes principais
Z. A matriz das cargas, representada por F, pode ser calculada como

F =UD!2

onde U € a matriz dos autovetores e D ¢ a matriz de covaridncia dos componentes principais.

o Cada componente principal € definido pelas varidveis com as quais é mais altamente
correlacionado.

o E possivel também rotar a solugdo do componente principal para simplificar a estrutura da
matriz de cargas e facilitar a interpretacéio. Trata-se da rotagdo no Capitulo 5.

Em geral, s6 faz sentido usar a andlise dos componentes principais quando os dados nfo sio

independentes (isto €, quando a matriz de correla¢@o R € diferente da matriz identidade I). Bartlett

fornece um teste de qui-quadrado para determinar a esfericidade dos dados, representado por

_@p+S5|,

K=-|m-n- L=l R

com (p? — p)/2 graus de liberdade, onde p é o niimero de varidveis e n € o0 tamanho da amostra.

Ha vidrias regras de ouro a serem usadas na determinaco do nimero de componentes principais

retidos para andlise posterior:

o O grdfico scree. Esquematiza a varidncia explicada por cada componente principal (do maior
para o menor) e retém todos 0s componentes principais acima do “angulo” no griéfico.

o Regra de Kaiser. Retém todos 0os componentes principais que explicam a quantidade mais do
que proporcional da variéncia; isto €, todos 0s componentes em que 4; > 1.

o Procedimento de Horn. Retém todos os componentes principais em que a variincia for maior
que um benchmark baseado em dados aleatdrios. Essa abordagem reterd menos componentes

do que a regra de Kaiser porque leva em consideragéio a tendéncia dos componentes principais
de capitalizar sobre a variagdo da amostragem idiossincratica.
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e A proporgio da varifincia em cada varidvel original X; explicada pelos primeiros componentes
principais ¢ é dada pela soma das cargas do componente ao quadrado; isto €,

(4
2
2k
k=1

As vezes, faz sentido reter um nimero suficiente de componentes principais para explicar
adequadamente a varifincia em cada varidvel original.

e Como a anélise dos componentes principais ¢ baseada na explicagdo da variagdo nos dados,
¢ altamente suscetivel a presenca de discrepéncias e observagdes influentes. E uma boa ideia
usar a validagio de dados (ou outros métodos, como jackknifing ou bootstrapping) para validar
a solucdo.
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EXERCICIOS

4.1 Em anélise de regressio, os pesquisadores as vezes usam o indice de condigdo (dado pela raiz quadrada
da raziio do maior e do menor autovalor da matriz de covaridncia das varidveis independentes no modelo
de regressio) como um indicador de multicolinearidade problemdtica. Explique a 16gica por trds de tal
abordagem, usando como referéncia os componentes principais.

4.2 Os dados da ilustragio do comego do capitulo (com varidveis X;, X2 ¢ X3) estdo disponiveis no arquivo
PCA_EXAMPLE. Faga sua propria andlise de componentes principais usando esses dados e replique os
resultados apresentados no capitulo.

4.3 Os dados sobre o produto estadual bruto (usado como exemplo de problema no capitulo) estdo disponiveis
em dois arquivos: GSP_RAW (representado em milhdes de ddlares) e GSP_SHARE (expresso como uma
proporgio do total do GSP para cada estado). Cada arquivo consiste em 50 linhas (uma para cada estado)
e 14 colunas (a primeira contendo a identidade do estado ¢ os restantes 13 correspondendo as diferentes
dreas de atividade econdmica listadas na Secéo 4.3.1 do capitulo).

a. Usando os dados do GSP_SHARE, replique a andlise dos componentes principais realizada no capftulo.
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b. O que acontecerd se voc€ remover as observagdes correspondentes ao Alasca e a0 Wyoming? Repita a
andlise e esquematize 0s escores para os primeiros dois componentes principais. Como vocé interpre-
taria os resultados?

4.4 Um pesquisador coletou informagdes sobre 100 respondentes acerca das seis varidveis de opinido politica
apresentadas a seguir:

X, O governo deveria investir mais dinheiro em escolas

X, O governo deveria investir mais dinheiro para reduzir o desemprego

X3 O governo deveria controlar os grandes negicios

X, O governo deveria acelerar o fim da discriminagfo racial através de transporte escolar

Xs O governo deveria zelar para que as minorias obtenham suas respectivas quotas de emprego
Xs O governo deveria expandir o programa Head Start*

A matriz. de correlagdo para esses dados € apresentada na Tabela 4.15 ¢ estd disponivel no arquivo
GOVERNMENT _1.

Tabela 4.15 Matriz de correlacdo para os dados GOVERNO_1

X X X3 Xy X;s Xe

X, 1,0000

X, 0,6008 1,0000

X3 04984 04749 1,0000

X4 0,1920 02196 0,2079  1,0000

Xs 01959 0,1912 0,2010 0,4334 11,0000

Xs 03466 02979 02445 10,3197 0,4207 11,0000

a. Analise esses dados usando a andlise de componentes principais. Quanta variagfio € explicada pelos
dois primeiros componentes principais? Como vocé interpretaria os dois componentes?

4.5 Um dos mais famosos conjuntos de dados em estatistica sio os dados da fris de Fisher. O conjunto
(disponivel no arquivo IRIS) contém medidas de 50 espécimes de cada uma das trés espécies diferentes
de fris — Iris setosa, Iris versicolor e Iris virginica — com as seguintes dimensdes (as medidas estdo em
milimetros):

X1 Espécies (1 = Iris setosa, 2 = Iris versicolor, 3 = Iris virginica)
X,  Comprimento da sépala

Xy Largura da sépala

X4  Comprimento da pétala

Xs  Largura da pétala

a. Analise os dados em IRIS (varidveis X, — Xs) utilizando a anélise de componentes principais. De quan-
tos componentes vocé precisa para descrever adequadamente os dados? Como vocé os interpretaria?

b. Desenhe os escores médios do componente principal de cada um dos tr@s diferentes tipos de iris para
os primeiros dois componentes principais. Descreva as suas descobertas.

4.6 Os dados brutos colhidos por Ofir e Simonson (2001) para medir “necessidade de cognigio” estio dispo-
niveis no arquivo COGNITION. O arquivo de dados contém 19 varidveis: o nimero de identidade de um
respondente e 0s escores para os 18 itens listados na Tabela 4.1.

a. Analise os dados para a necessidade de cognicdo usando os componentes principais. Quanta variancia é
explicada pelo primeiro componente? Sua andlise sugere que um dnico componente realiza um trabalho
adequado de captacdo da necessidade de cogni¢do? Por que sim ou por que nido?

b. Os pesquisadores, em geral, formam a escala da necessidade de cognigio, adicionando os escores
dos itens (itens de cddigos reversos sfio subtrafdos). Como essa medida se compara com o primeiro
componente principal da andlise no item *“a”? Qual voc€ usaria e por qué?

4.7 Golding e Seidman (1974) estudaram os interesses vocacionais de 231 estudantes universitdrios do sexo
masculino. Cada respondente classificon a forca de seus interesses em 22 dreas vocacionais, listadas
a seguir:

* Programa para melhorar a vida de criangas de baixa renda, fornecendo servigos de qualidade abrangentes para o desenvolvi-
mento infantil focados na familia, incluindo educago, saide, nutri¢do e satde mental. http://www.headstart.net.index2.htm,
acessado em 11.05.2010. (NT)
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4.8

4.9

4.10

X,  falar em publico X9  matemidtica X7 servigo social

X, direito e politica X)p ciéncias X3  atividades religiosas
X3 gestao de negoécio X, mecinica Xis  ensino

X4 vendas Xy, natureza X5 miusica

Xs merchandising X3 agricultura X, arte

Xe trabalho em escritério X4 aventura X,, escrita

X5 atividades militares X;5 lideranga recreacional

X3 supervisdo técnica X¢ servigo médico

A matriz de correlacdo estd disponivel no arquivo VOCATIONS.

a. Analise os dados usando os componentes principais. Aparentemente, hd mais de uma dimenséo des-
crevendo os interesses vocacionais entre os estudantes masculinos? Como vocé descreveria a(s) di-
mensio(oes) subjacente(s)? Quais interesses vocacionais parecem assemelhar-se? Quais parecem mais
diferentes?

O arquivo RECORDS contém dados sobre os recordes atléticos de cada um dos 55 paises dos seguintes
eventos:

X, 100 m (em segundos) Xs 1.500 m (min)
X,  200m(s) Xe¢  5.000 m (min)
X3 400 m(s) X7 10.000 m (min)
X4 800 m (min) Xg maratona (min)

Analise esses dados usando componentes principais e responda s seguintes questdes:

a. Quanta variagio & explicada pelos dois primeiros componentes principais?

b. Quantos componentes principais sdo necessérios para explicar 80% da variagfo nos dados originais?
¢. Quantos componentes vocé extrairia? Como interpretaria os componentes?

Huba et al. (1981) coletaram dados sobre a taxa de uso de drogas junto a 1.634 estudantes entre a 72 ¢
92 géries em 11 escolas da drea metropolitana da grande Los Angeles. Cada participante respondeu um
questionario sobre o nimero de vezes em que uma substincia particular havia sido usada. As respostas
foram registradas em uma escala de cinco pontos: 1 = nunca experimentei, 2 = somente uma vez, 3 =
algumas vezes, 4 = muitas vezes e 5 = regularmente. O estudo mediu o uso das seguintes substancias:

X cigarros X3 heroina ou outros opidceos

X, cerveja Xo maconha

X3 vinho X0 haxixe

Xy bebida alcodlica X, inalantes (cola, gasolina etc.)

X5 cocaina X,  alucinégenos (LSD, mescalina etc.)
X6 tranquilizantes X13 estimulantes anfetaminicos

X7 medicamentos que causam euforia

A matriz de correlagiio estd disponivel no arquivo DRUG_USE e ¢ apresentada na Tabela 4.16.
O que a andlise dos componentes principais diz sobre o uso dos diferentes tipos de drogas nessa
populagdo especifica de estudantes?

Utilizando o jornal didrio The New York Times, Rummel (1966) coletou dados sobre a existéncia de confli-
tos entre 341 pares de nagBes. Para cada par de paises, Rummel registrou a incidéncia dos seguintes itens:

X, violéncia Xo comunicacdes escritas

X5 violéncia planejada X0 comunicacOes orais

X3 incidéncia de violéncia X1 comunicagdes escritas € orais
X4 atos militares X1 comunicagdes ndo classificadas
Xs dias de violéncia X3 acusagoes

Xs  atos negativos X4 protestos

X rejei¢do diplomadtica X5 avisos

X3 comunicacgdes negativas X1  atos xenofébicos

As entradas da matriz de correlacdo (disponivel no arquivo FOREIGN_CONFLICT) refletem a extensao

com que os pares tendem a aparecer juntos na descrigdo do estado de conflito entre dois paises quaisquer.

a. Baseando-se nos dados de Rummel, ha mais de uma dimensZo distinta de conflitos estrangeiros? Como
vocé descreveria e interpretaria os resultados de sua andlise desses dados?
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Tabela 4.16 Matriz de correlacao para os dados de DRUG_USE

X, X3 X Xs Xe Xy Xz Xo Xio Xy X2 X3

X1

1,000
0,447

1,000
0,619

X
X

1,000

0,422

3

Xy

1,000
0,115

0,604 0,583

0,435

1,000
0,349

0,053

0,146 0,139

0,114 0,068
0,203

5

Xs

1,000
0,221

0,258

1,000
0,201

0,091 0,103 0,110 0,122 0,209
0,066

X7

X3

1,000

0,321 0,355

0,097

0,082 0,063
0,513

1,000

0,150 0,154
0,163

0,445 0,365 0482 0,18 0,315
0,303

Xo

X0

1,000
0.302

0,377 0,219 0.534

0,240 0,368
0,183

0,304 0,318
0,245

1,000
0,340

0,301

0,310 0,288

0,232

0,272 0,323

0,203 0,255

Xn

1,000

0,320 0,204 0,368

0,279 0,367
0,278

0,088 0,074 0,139
0,199 0,184 0,293

0,101

X

1,000

0,314 0,394 0467 0392 0,511

0,232

0,545

0,245

X3




