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1 Problema de forca dependente do tempo

Questao: Uma particula de massa m, em movimento unidimensional, em re-
pouso na origem no instante ¢ = 0 esta submetida & uma forga unidimensional
F(t) = Fycos(wt + 0).

(a) Esboce a forma que se deve esperar para v(t) e 2:(t) para varios periodos de
oscilacao da forga.

(b)Determina v(t) e z(t) e compare com o resultado do item anterior.

Solugao:
(a) Nesse primeiro item a ideia é pensar os possiveis resultados de v(t) e x(t) sem
obté-los explicitamente. Sabendo que a equagao diferencial de segunda ordem
que devemos resolver é
d’x

Mo = Fycos(wt + 0) = ma(t) (1)
podemos observar que a aceleragao dessa particula depende do cosseno com
amplitudes entre mais ou menos Fy/m. Portanto sabemos explicitamente como
a aceleracao se comporta no decorrer do tempo.
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Figura 1: Esbogo da aceleracao em func¢ao do tempo para o valor de w =
2.0rad/s e 6 = 0.5rad e usando que Fy/m = 1.0.

Sabemos dos cursos de Calculo o que a variagao de 6 e de w fazem com a
aceleracao. O parametro 6 desloca a fungao toda - para a esquerda ou para
a direita dependendo do sinal de 0 - e o parametro w é a frequéncia, ou seja,
aumenta ou diminui a oscilacao da aceleracao em relagao ao tempo.
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Figura 2: Mesma fungao que anteriormente com a diferenca de que agora
w=5.0rad/s
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Figura 3: Mesma funcao que anteriormente com a diferenca de que agora
0 =3.0rad/s

Esperamos que a velocidade e a posicao com relacao ao tempo comportem-
se como, respectivamente, uma fungao seno com uma constante e uma fungao
cosseno e uma constante. Nao tendo uma ideia muito clara de como a variagao
do paradmetro # podemos apenas supor que o fato da aceleragao inicial nao ser
necessariamente zero trara consequéncias interessantes. Por exemplo, conhece-
mos o caso em que = 0 solucionado pela professora em sala de aula. Nesse
caso a particula nao se movimenta em média, sempre retornando & sua posi¢ao
inicial. Esperamos que a solugao seja algo semelhante, portanto, as fungoes
descritas pelos graficos abaixo:
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Figura 4: Uma funcao provavel, que seja da forma de um seno com o mesmo
argumento: v(t) = sen(wt + 0)/w onde aqui temos que o 6mega divido deve vir
de uma integragao futura. Os parametros sdo w = 2.0rad/s e 6 = 0.5rad
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Figura 5: Novamente uma possivel fungao da posigao - mera estimativa - onde
temos z(t) = xog — cos(wt + @). Os parametros sdo Xo = 0.877, metros ou
centimetros, etc, w = 2.0rad/s e 6 = 0.5rad

A tnica diferenca é que devem existir constantes de integracdo de modo que a
velocidade saia da origem (vg = 0) que dependerdo dos parametros (Fp, 6, w).

(b) Agora vamos calcular explicitamente e fazer as comparagoes com as nossas
expectativas!



Para isso basta resolver as equagoes diferenciais por integracao direta. A nossa
equacgao diferencial é separavel e portanto podemos transformar a equagao

m% = Fycos(wt + 0) (2)

numa equagao equivalente

dv = @cos(wt + 6)dt (3)
m

e resolver essa equagao integrando diretamente:

v(t) t F
/ dv' = / L eos(wt’ + 0)dt’ (4)
v t

0=0 0=0 m
u=wt'+0 ; du=dt (5)
R R R
o(t) = m—isen(u)\‘é’He = m—isen(wt +0)— m—isen(@) (6)

Note que a equagdo (5) respeita a condigdo de que v(0) = 0. Ela possui um
termo constante devido ezclusivamente ao parametro 6. Ou seja, esse parametro
modifica a maneira como esperavamos que a v(t) se comporta-se (talvez alguém
tenha previsto isso antecipadamente, vai de pessoa para pessoa essa primeira
parte do exercicio; o importante é obter os resultados analiticamente e intepreta-
los qualitativamente).

Com esse termo a nossa funcdo v(t) sera transladada para cima (ou para baixo)
com relagao ao eixo do tempo, ou seja, a particula possuira velocidade em uma
direcdo de z (positiva ou negativa) por mais tempo do que em outra.
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Figura 6: Com o grafico podemos ver o efeito que a variagdo do parametro 6
causa: fixamos Fy/m = 1m/s?, w = 2rad/s, variamos § = —1,0,1,2. Lembre
que a funcao para a velocidade utilizada é a dada pela parte final da equagao

().

Com a figura acima fica claro o que o fator 8 faz com a velocidade: quando
0 = Orad temos uma curva senoide perfeita, a particula passa o mesmo tempo
indo numa direcao ou na direcao contraria. Note que para a particula com
0 = —1.0rad - curva a zul - a particula passa muito mais tempo na dire¢ao
positiva do que na direcao negativa. Ou seja, a particula anda mais numa
direcdo do que na outra!!

Encontremos por integracao z(t):

dx o Fo F()

i %sen(wt +0)— %senw) (7)
o que nos leva a integragao:

z(t) t F F

/ da' = / [Osen(wt' +0) — —Lsen(8)| dt’ (8)
20=0 0 mw mw

Fi 0 F 0 F
x(t) = — osen )t + ocosé ) — 02 cos(wt + 6) (9)

mw mw mw

Note que a equagao (9) nos mostra o que a analise da velocidade v(¢) indicava:
como a particula passa mais tempo com a velocidade em uma diregdo (positiva
ou negativa do eixo) a particula sai do lugar; no caso em que 6 = 0 a particula
nao se move globalmente, sempre voltando ao seu ponto de partida (em x(0) =
0).
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Figura 7: Nessa figura plotamos varios graficos de z(t) cada um para um
parametro diferente de 6. Note que a particula pode se manterindo e voltando
para sua posicao inicial; pode também ir na diregao de mais ou menos infinito,
e, dependendo do valor de 6, divergir mais rapidamente ou mais lentamente.
Aqui, como anteriormente w = 2.0rad/s , Fo/m = 1m/s>.

Com essa ultima analise terminamos o exercicio. Note que a particula se movi-
menta por causa do termo 6; o termo em xz(t) linear com ¢ se deve ao valor nao
nulo desse parametro.

2 Problema de forca dependente da velocidade

Questao: Um corpo é projetado verticalmente para cima em um campo gra-
vitacional constante com uma velocidade inicial vg. Mostre que se existir uma
forga retardadora proporcional ao quadrado da velocidade instanténea, a veloci-
dade do corpo ao retornar & posicao inicial seré: \/% onde vy é a velocidade

0t

final quando o movimento do corpo se torna uniforme.

Solugao: Neste exercicio convencionamos usar o sentido positivo de z o
sentido de subida da particula. Temos que o corpo é lancado verticalmente
para cima com uma velocidade inicial v(0) = vy. Esse corpo sobe até uma altura
maxima zp; e em seguida cai indefinidamente.

tempo



v(e) =V, .g--@-= V

Figura 8: Essa figura é um esquema do evento fisico descrito pelo exercicio.
A particula é langada para cima com uma velocidade inicial v(0) = vy, sobe
até que sua velocidade se anule - devido & uma forga de atrito proporcional &
v? - e em seguida re-inicia seu movimento, agora caindo indefinidamente. A
velocidade vy ¢ a velocidade limitrofe, a partir dela a contribuicdo das forcas
de atrito e peso se igualam mantendo a particula em velocidade constante. A

velocidade v é a que o exercicio pede para ser demonstrada.
Temos entao que a forca de atrito determinada pelo exercicio é proporcional

a v? de modo que serd necessario separar o movimento da particula em duas
equagoes diferentes: uma para a subida e outra para a decida.

2.1 Swubida

Para a subida teremos

m— = —mg — bv* (10)



usamos que 1 = dz/dz e mudamos a equagao (10) para

dvdr dvdr dv b (11)
—_— = —— = —) = — — —
dtde  dzdt  dz. 0 m
donde podemos separar em duas equagoes diferenciais equivalentes e integra-las:
v d !,/ x
/ U:a = f/ gda' = —gx (12)
142 -0
vo mg o

Agora fazemos a mudanga de variaveis u = 1 + bv?/mg donde du = 2bvdv/mg
e entao ficamos com

u(v) ma du’ buv? +1
g ou mg mg mg
gy — — l 0))) = l 13
go= [ G = ) e 0) = n M) W
donde
bo?
w1
e rim = 28— o (14)
1
b 2
v? =v(z)? = % <62bz/m (7:; + 1) - 1) (15)

Essa é a solucao para a velocidade em fungao da posicao durante a subida. Nesse
caso teremos que a velocidade se torna zero no ponto onde x = x; é a altura
maxima.

bud -
672bx/m — (UO + 1) o 672b93/m _ mg 5 < (16)
mg mg + bug
—2b.
T —n (mgQ) = (17)
m mg + bug
—-m mg
= =—In| ——>5 18
TTEM T Ty n(mg—i—bv%) (18)

2.2 Descida

Agora que sabemos a altura maxima, essa seré a coordenada inicial - o xy para
a solucao da descida - a qual encontraremos a solugao desejada pelo exercicio.
Para tanto precisamos determinar a equagao da velocidade v para a descida.
A equagao diferencial agora sera:

dvv 9
—_— = = 1
m— mg + b (19)



donde, usando separagao das equacgoes diferenciais independentes obteremos as
seguintes integragoes:

v dUI'U/ T
/0 W = / gda' = (v — xar)g (20)

mg M

fazendo a mudanca, como anteriormente, u = bv?/mg — 1 com du = 2bvdv/mg
o resultado ficara

u(v) / 2 -1 2
(& — 2a)g :/ mgdu’ _mg, (bv/mg) _my, (1 _ Z)g) (21)

donde
o 2
e LR (22)
mg
v = % (1 - eu) (23)

Agora notemos que a velocidade vy sera obtida fazendo o limite de quando x
tender & menos infinito

. . m 2b(e—w ) m
vg= lim o(z)= lim mg (1 —e m ) =/ (24)
r——00 T——00 b b
Sabendo isso, agora, basta colocar z = 0 na equagao de v(x) para a descida e
colocar o valor de x); determinado anteriormente em fungao de vg. Fazendo
isso passo-a-passo ficaremos com a seguinte expressao:

—m mg
- n | —L 25
M=y <mg + bv%) (25)

v(z) =vp\1— et (26)

=7 = 1- 27
v(z) =0 =uvy erp — (27)
donde
_ mg b VfUg VfUg
VTN T g+ w2 TN mg 2 T g 2 22 (28)
\/ 7+ U5 \/Uf + vg
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portanto demonstramos que, ao voltar & posigao inicial, a velocidade da particula
serd v dada por:

o= L0 (29)

\/VF 5

Isso completa o exercicio.

3 Problema de forca dependente da posicao

Questao: Uma particula esta sujeita & agao da forca F(r) = —kx + %, onde k
e a sao duas constantes estritamente positivas.

(a)Determine o potencial U(x), descreva a natureza das solugoes e determine a
solugao de z(¢).

(b)Vocé pode dar uma interpretagio simples do movimento quando E? >> ka,
onde F é a energia total da particula?

Solugao:
(a)Para determinar o potencial basta encontrarmos uma fungao tal que

dU (z)
 dz
porque o potencial é sempre determinado & menos de uma constante aditiva que
pode desaparecer usando a escolha correta de um referéncial arbitrario. Nesse
caso, por verificagao direta é facil ver que

Fx) = (30)

1 5 a
U(z) = ik(ﬂ + 972 (31)
satisfaz que
dU a a
&= (o) = ke = @) o

Portanto determinamos o potencial U(z) a qual a particula esta sujeita.
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Figura 9: Esbogo do potencial U(z) para os pardmetros k = 9.0 e a = 5.0 -
sem unidades. Note que é uma fungao par estritamente positiva que tende a
infinito em trés regides: no zero, em mais infinito e em menos infinito.

Agora analisemos qualitativamente o que acontece para diferentes valores da
condicao inicial E - energia mecénica da particula, tendo em mente que encontrare-
mos se possivel a posi¢ao z(t) usando que

B x dx/
e / JEE-U@)

(33)

3.1 EZLO

Como o potencial é estritamente positivo para todo valor de x a energia, ou
seja, a condigao inicial
Lo 5
E= 5y + U(xo) (34)
deve ser estritamente positiva, e de fato isso acontece, tendo em vista que vg é

sempre positivo e que U(zg) também é sempre positivo. Portanto ndo ha como
E<0.

12
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32 E>0

Pelo esbogo podemos perceber que se a energia F for menor do que o valor
minimo de U(z) entramos na condi¢do E < U(x) de modo que a integral se
torna imaginaria e o movimento nao ocorre. Agora note que existe um ponto
de equilibrio estavel em:

dU(z) a
S —kr— =0 (35)
w4:%(:)x::|:4% (36)

que esta bem definido tendo em vista que a e k s&@o constantes estritamente posi-
tivas. No esboco feito na figura 9 o ponto de equilibrio estavel é x = (5/9)1/4 =
0.86334. Podemos mostrar que é um ponto de equilibrio estavel porque a deri-
vada é nula e a segunda derivada é positiva:

d*U(x)
dx?

Note que para qualquer que seja o valor da energia E o que acontece é que sempre
obtemos o resultado de um oscilador, ou seja, a particula nunca escapa. Se ela
possuir energia suficiente para que a equacao E — U(x) seja positiva - lembre-se
que se essa relacao nao for positiva teriamos uma velocidade imaginaria, ou seja,
nao ha movimento - entao a particula: ou estd no ponto de equilibrio estéavel
e nao se move; ou entra em uma oscilagdo com respeito a dois pontos. Nao
importa quao grande seja a energia a particula oscila entre dois pontos cada vez
mais distantes, mas oscila mesmo assim.

a
=k+3-5>0 (37)

13
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Figura 10: A mesma fungao plotada da figura 9 porém com a posi¢ao variando
de -20 até 20. Podemos ver que nao importa quao grande a energia fica: 40 <
FE; <50, 150 < E5 < 200, 600 < F3 < 700, 1500 < E4 < 1600 sempre existem
dois pontos (pontos pretos na curva azul) tais que a particula ficara presa nesses
pontos e oscilard de um ponto & outro.

Por fim, para terminar o item, vamos encontrar a posigao z(t) explicitamente.
Para isso basta resolver a integral

(38)

- m/‘r dx’ m/gC dx’
—to =4/ — e B
Vol VE-v@) V2l pomr

sem perda de generalidade podemos colocar tg = 0

m [T da’ r z'dx’
R L N 39
2 /1,0 2Ex?2—kxz'*—a \/7 Zo \/QEIIZ —kx'* —a ( )

21’2

Agora note que

14



—kx4—|—2Ex2—a=—k<x - —I—Z): (40)
2Ex?> E?* E? a
4
(- o B 20t ()
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—_ 2_7 — R — =
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Colocando esse resultado na equagio (39)

\f/\/_/d /x’2—f)2) (44>

2 . . ~
Como (% — %) é uma constante podemos fazer a seguinte manipulagao:

x !/ !/
t= | v (45)
k(% = %) Jao (1 B (xw_g)?)
(%-2)
E agora fazemos a mudanca de variaveis
R I ) (46)
ko k2 K
2
2dzx = (i; . Z)cos(@)d@ (47)

donde a integral fica

/ / cos(6")de’
= 48
% % kQ /902 1 — sen(6")? (48)
cos(0")do’
\/ / |cos(6)] (49)

Nesse caso pela transformagao da formula (47) o cos(f) precisa ser positivo
porque xzdx o é e a raiz quadrada também é positiva. Portanto ficamos com a

relagao simples:
p= 1t m/Gde'l,/m(ee) (50)
“2Vk oo 2V 0
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o(t) = 27:\/5 + 6, (51)

Usando a equagao (46) podemos escrever portanto que z(t) é dado por

2(t) = (f; - Z)sm (21&\/54- 90) + % (52)

(b)Agora o exercico pede para que interpretemos (fisicamente) o caso em que
E? >> ka. A figura abaixo mostra o grafico da x(t) dada pela equacio (52)
com alguns pardmetros aleatorios e trés casos especificos: A energia aproxima-
damente do mesmo valor que ka, a energia maior do que ka a energia muito
maior do que ka.

posicio
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Figura 11:  Trés plots diferentes para a fungdo dada pela equagdo 52. Os
parametros utilizados em todos foram: k =9, a =5, m =1, § = 3. Os valores
da energia estao nas respectivas curvas com as cores de suas curvas F,,; = 10,
Eamareto = 5010, Eyerge = 10010.

Com isso podemos perceber que quanto mais energia damos & particula mais
ela se aproxima da posi¢ao x = 0. Em contrapartida mais longe ela alcanca e a
sua oscilacao fica cada vez mais acentuada.
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Podemos fazer uma analise interessante, quando ao invés de fazer a mudanca
de variaveis na equagao (46) de sin(f) fizermos para cos(f) ficariamos com as
novas relagoes:

22— % _ (fj - Z)cos(@) (53)
2zdy = — (fjj - Z)sin(@)d@ (54)

E entao ficamos com a relagao

t:-é\/f/;de (55)
0(t) = 0, — 2\/Zt (56)

Donde determinamos a posigao em fungao do tempo por:

a(t) = J (fj - Z)cos (90 - 2\/5) + % (57)

Agora colocamos 6y = 23y donde obtemos que

E? a k
z(t) = — — — |cos |2 —\/—t
= (Z - D) o (- /)
Agora usamos as relagoes trigonomeétricas para fazer a seguinte mudanca - co-
locando §(t) = o — v/k/mt apenas para ficar mais claro a mudanca:

+ % (58)

cos(20(t)) = cos®(6(t)) — sen?(8(t)) = (59)
= 2cos?(§(t)) — 1
Donde
1+ cos(26(t)) = 2cos*(6(t)) (60)
Portanto

E
(o) = 7

1+ % / (g - Z)cos(za(t))> (61)
(1 +4/1— ]g;cos(%(t))> (62)
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Como E? >> ka temos que ka/E? << 1 e entdo podemos fazer a seguinte

aproximagao:
/ ka ka
-~ 1 - —
E? 2E? (63)

Subistituindo (63) e (60) em (62) ficamos com
(x(t)? = % (1 + (1 - ;};) (2cos*(5(t)) — 1)) (64)
(2(1))? = % <1 + 2c052(8(1)) — %605(5(15)) + 2’% - 1) (65)
Se, agora, considerarmos que ka/E? ~ 0 teremos que
(a(0))” ~ 2 cos? (51 (66)

Ou seja, para um regime onde a energia mecanica é muito maior do que o pro-
duto ka a particula se comporta como um oscilador harmoénico!! Cuja amplitude
é dada pela relagao (67):

x(t) = Acos(4(t)) (67)
Com A = \/2E/k e fase 6(t) = By — v/k/mt. Note da figura 10 como, para

grandes energias, o grafico fica cada vez mais parecido com um potencial do tipo
2
x®.
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