Convergéncia em probabilidade.

Seja & o estimador de 6 baseado em uma amostra de tamanho T.

Entdo &r converge em probabilidade para 0 se:

br-O<zc)=1 = lim (Prob(0—& <8; <0+¢))=1

T—o0

lim (Prob

T—oo

e

Se & converge em probabilidade para 6 = plim 6; = 6

Urmn estimador éT do parametro 6 € consistente se e somente
se plim 6, =6



Consisténcia
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entao o estimador é consistente.

Exemplo:
2
E(X)=u e V(X)=2-
n
entao
limV(X)=0 B
. ”% s plimX = u

lime(X)=

n—o0



Convergéncia em distribuicao.

Teorema do Limite Central - Seja Y,,Y,,...,Y; variaveis aleatorias identi-
camente distribuidas com E(Y;)= e Var(Y,)=c e seja

A Y
,BT:Z

?
Entdo T (B - ) converge em distribuicio para uma variavel
aleatoria N(0,c2).

A d
VT (Br =) — N(0,c°)
Lembre-se que:
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VT (Br = B) ~N(0,0%)
Generalizando p/ vetores de estimadores

Se 6, é um estimador consistente de ¢ e~T (6, —0) converge em
distribuicdo paraN(0,x), entdo 6. € dito ter uma distribuigéo assintotica
N(6,(1/T)Z)



Eficiéncia assintotica.

Seja 6 um vetor de parametros e 6 e 0 estimadores consistentes tal

U€E,
1 d

VT (6-6) — N(0,%)
- d

JT (0 -6) - N(0,Q)
entdo @ é assintoticamente eficiente em relagioa 9 se Q— %
e positiva semidefinida.
Seja @ um estimador consistente de 0 tal que,

. d

JT(@-6) - N(0,%)

entdo o estimador @ é assintticamente eficiente se
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Vimos que: :; 5 - N(,B,%Z) JT (B - B) ~ N(0,52)
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Portanto, ,BA’T e assintoticamente eficiente.



O estimador de maxima verossimilhanca e consistente, assintoticamente
normal, assintoticamente ndo tendencioso e assintdticamente eficiente,
isto é,

ﬁ(é—e)iN O’Iim_Ti'(é’)_

T—oool




O meéetodo de maxima verossimilhanca.

Seja Y uma variavel aleatoria com distribuicéo de Bernoulli, ie,

f(yp=p’@-p)”  0<ps<i  y=01

com parametro p conhecido, que por alguma razao s6 pode assumir
os valores ¥ ou % . Suponha que temos uma amostra aleatoria de
tamanho T=3 com valoresy, = 1,y, = 1 e y,= 0. Como utilizar estes
dados para estimar o parametro desconhecido p, que nesse caso € p =

Yaoup = a.

O método de maxima verossimilhanca escolhera o valor do parametro
desconhecido (p) que maximiza a probabilidade de aleatoriamente
selecionar a amostra ja obtida.

A funcéo de densidade de probabilidade conjunta é:



3
f(y,=1y,=1y,=0)=f(110) :-Ul pY (1-p) i = p.p.(L- p)

Interpretando a f.d.p. como uma funcdo de p dadas as observacOes da
amostra, esta passa a ser denominada funcao de verossimilhanca
Indicada por I(p|y). A funcdo de verossimilhanca é matematicamente
Idéntica a f.d.p. conjunta da variavel aleatoria, mas ela é interpretada
como uma funcdo do parametro desconhecido ao invés dos valores das
variaveis aleatorias, 0s quais pressupde-se gue sejam conhecidos. Assim

sendo,

I(%|y) — 0,046

3
12 |y) = 0141
(4\y)



Entdo, a probabilidade de obtermos os valores da amostra que temos &
maximizada escolhendo p=3/4ao0 invés de p =1/4, dada que estas sdo

~

as unicas escolhas que temos. Portanto, p =3/4 é a estimativa de maxima
verossimilhanca de p nesse exemplo.

E claro que raramente teremos um conjunto admissivel de parametros
contendo somente dois elementos. Para a distribuicao de Bernoulli, o
parametro pode assumir qualquer valor no intervalo fechado entre zero e

um, ou seja,

Q={p0< p<L}

Nesta situacao utiliza-se técnicas de calculo para achar o valor de p que

maximiza ]

I(p|y) = p.-p-(i—p) = p* = p

ol (p|y) 5=0 o°1(ply)

=2-6p

=2p-3p°=0 = {

op p=2/3 op°



Na pratica maximiza-se o logaritmo natural da funcédo de verossi-
milhanca ao invés da funcao de verossimilhanca em si. Isto € mais
conveniente uma vez que o log da funcdo de verossimilhanca é
composto por somas ao invés de produtos e a funcao exponencial é
simplificada. Uma vez que o logaritmo natural € uma funcéo
monotonica, 0 maximo da funcéo € atingido para 0 mesmo valor do
parametro (ou do conjunto de parametros) O.

Exemplo de como obter estimadores de maxima verossimilhanca.

Seja’Y,,Y,,...,Y; umaamostra aleatoria de variaveis Bernoulli com,
flyp)=p”@-py =17 e 0<ps<l

Entédo o logaritmo da funcdo de maxima verossimilhanca é:

)
L =1logl(p|y) =Iog{n f(yip)} ~loglp” (L— ) .pY2 (1 ) Y2.pYT (- p) T
=1



~log[pZY.(1- )24 |= 3y log p+ 31 yi) log@- p)
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Portanto,




Estimacao por maxima Verossimilhanca do modelo linear

Y=X[+¢

E(8)=O V(g)=0o’l E(gigj)zo & ~Normal

Se £~N(0,6%l) = Y-~N(xgo%)

Funcao de densidade.

( , 2\
(v —x ,B)
1 (t t
f(Yt‘Xt,ﬂ,az):W-exp< = >
o)

f(Yl’YZ“'YT ): f(Yl)f (Yz)"'f(YT)

st p{ v xm}




Considere o logaritmo da funcao de verossimilhanca.

L = |09|(,3,0'2‘Y,X)=—%|0g2ﬂ—%|ogo-2 _ (Y — XIBZ)G(ZY ” XIB)

Uma vez que o Unico termo contendo 3 € _ (Y - Xp) (Y - Xp)
20°

maximizar log lcom relacdo a £ € equivalente a maximizar

(Y =XB) (Y -=XB) comrelagdoa S , o que é equivalente a
20°

minimizar S = (Y — X,B)’(Y —XB) emrelagdoa S.




Portanto, o estimador gue minimiza a soma de quadrados dos
erros € 0 mesmo que maximiza a funcao de verossimilhanca.

b=(XX)"XY
var(b)=E(b— B)° = (XX )" o?

~n2
Para obter O

ologl T 1 /
=— Y-XB)IY=-XB)=0
oc? 267 +2(&2)2( A =XB)

2o (Y=Xp) (Y= Xxp)
T



dlogl _ —2X'(Y =XB) XY -XXp
of 207 o°
0*logl XX
0° o’

L o°logl) XX
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Var(b) =[1(B)] " = (XX) "o



Estimacao Por Maxima Verossimilhanca do modelo nao linear.

Considere o0 modelo

Y =f(X,8)+e £~N(0,c71)

A funcio de verossimilhanca para este modelo é:

[vf<x,m]’[vf(x,ﬂ>]}

(ZH o° )T 2 exp{ 20°

Ll S

(ZHO'Z) 20

L(B, a2, X )=




In L(,B,o-2|Y, x)=—%|n 2H_T5|n(,z _S(8)
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olnL _ T 1 . () 0
5(72 20‘2 2(02)2
52 _S(8)
T
onL 1 - { of (X,p) _
8,8 o 2522(Y f(XuB))( 8,8 j 0

que é igual a condicao de primeira ordem ao minimizar a soma
de quadrado dos erros S(f5).



Propriedades do estimador:

Seja 9 o estimador de maxima verossimilhanca de 6 = (,8,02),

entao

JT(0 —9)i> N[O,[Tl | (9)}?
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Algoritmos comumente usados para obter estimativas de maxima
verossimilhanca.

1) Algoritmo de Newton-Raphson
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2) Método de Score
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3) Algoritmo de Berndt, Hall, Hall, e Haussman (BHHH algoritmo)
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Testes Assintoticos

Testa restricoes nao lineares.

EX: HO :9192 = 2

1) Teste da razao de verossimilhanca.

Considere L(6) a funcao de verossimilhanca e & o estimador
de max. verossimilhanca de 6, e seja 6, o estimador de max.
verossilhanca restrito entao:

L(99)31
L\&



Aplicando logaritmo,

InL(8,)-InL(d)<0

ou

Z{In L(é)— InL(6, )Jz 0

LR = 2[|n L(é)— InL(6, )]~ 7%(J)

onde J é 0 nimero de restricdes, ou a dimenséo do vetor 6, .



2) Teste de Wald

Considere J restricoes, g(6) € um vetor Jx1

Ho:g(H)zO

N\

W =00, ) (var(@)) *a(6; )~ 3

4

Var(g)= (a—gj var(éIa_@Aj

00 00



Exemplo: Y =a+ X, +¢
u, ~ N(0,0'uz)

& = P& T U E(U . )—O
t16t-1) =

Y, - pY =all- p)+ B(X, - pX, ) +U
Y, =a(l- p)+ BX, — BoX i+ pYi .y +U,
Yi =1+ BoXi+ BaXi g+ faYig + Uy

B = all-p)

Po=p

P3=—pp Dy Py b3 =
Pa=p
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3) Teste do Multiplicador de Lagrange

onL(6,)

0(6)

_oInL(Gy)ca0nL(6y) -
- o(0) * oo 7 )

Dado que N(0,X)




Exemplo:

Seja’Y,,Y,,...,Y- uma amostra aleatoria retirada de uma populagao
com distribuicdo Normal com média e variancia 1, entao

INL(A) =~ log(2Mm) — Y (Y, - )’

_ @)
- {7t



Testar a hipotese Hy 1 8= 0,
T 1 e T 1 2 2 M 2
LR:Z[_EInZH_EZ(Yi_IB) +Eln2H+EZ(Yi_ﬂO) :|:Z(Yi_ﬂ0) _Z(Yi_ﬂ)

LR=SY2 =22 Y, 3, + T2 = D Y2+ 2D Y, BT =213, + T2 + 2T~ T
LR=TB?-2TGB, + T2 =T (B~ B,)°
W =(8-5,)1(B)=T(B-p,)*

_(ONL(B) 1y 5 1
=[S )




olnL(By) _ = Y Yi=B) =2 Y ~TB =T (B~ f,)

op
M =[T(3-4)] T=T(5- )

Neste caso 0s testes sao numericamente idénticos porque a
funcdo de maxima verossimilhanca é quadratica.

Berndt e Savin (1977) mostraram gue em amostras peguenas e
em modelos lineares, LM<LR<W para os mesmos dados e
testando as mesmas restricoes. Portanto, pode haver conflito de
resultados usando um teste ou outro.



