
Convergência em probabilidade.

Seja o estimador de θ baseado em uma amostra de tamanho T.

Então converge em probabilidade para θ se:
Tθ̂
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Convergência em distribuição.

Teorema do Limite Central - Seja Y1,Y2,...,YT variáveis aleatórias identi-
camente distribuídas com E(Yi)=β e Var(Yi)=σ2 e seja  

T
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Então converge em distribuição para uma variável 
aleatória N(0,σ2).
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Eficiência assintótica.

Seja  θ um vetor de parâmetros e estimadores consistentes tal θθ ~  e  ˆ

),0(     )ˆ( Σ− → NT
d

θθ

que,

),0(    )~( Ω→− NT
d

θθ

tã é i t ti t fi i t l ã Ω Σθ̂ θ~então é assintoticamente eficiente em relação a se Ω − Σ

é positiva semidefinida.

  θ θ

Seja um estimador consistente de θ tal que,  θ̂

)0()ˆ( Σ→ NT
d

θθ ),0(   )( Σ→− NT θθ

então o estimador é assintóticamente eficiente se  θ̂
11 −

⎤⎡
1

)(1lim
∞→

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=Σ θI
TT



Vimos que: ),0(~)ˆ( 2σββ NT T −
T

Y
T

∑=β̂ ),(~ˆ
2

T
NT

σββ

1

2

2
)(

1l2ll
β∑

=
−

T

i
iY

TTL 2
12

2
ln

2
2ln

2
ln

σ
σπ =−−−= iL

2
)(ln

σ

β
β

∑ −
=

∂
∂ iYL

22

2 ln
σβ
TL

−=
∂

∂

σβ∂

22

2 ln
β

TLE =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂

∂
−

2
1

2

1 1)(1lim σ
σ

θ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

−−

→

T
T

I
TT22 σβ ⎟

⎠
⎜
⎝ ∂ σ ⎠⎝⎦⎣∞→ TTT

Portanto,  é assintóticamente eficiente.Tβ̂



O estimador de máxima verossimilhança é consistente, assintóticamente 
normal assintóticamente não tendencioso e assintóticamente eficientenormal, assintóticamente não tendencioso e assintóticamente eficiente, 
isto é,
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O método de máxima verossimilhança.

Seja Y uma variável aleatória com distribuição de Bernoulli, ie,

1        1,0          10          )1()( 1 =≤≤−= − yppppyf yy

â t h id l ã ó d icom parâmetro p conhecido, que por alguma razão só pode assumir
os valores ¼ ou ¾ . Suponha que temos uma amostra aleatória de
tamanho T=3 com valores y1 = 1, y2 = 1 e y3 = 0. Como utilizar estes
dados para estimar o parâmetro desconhecido p, que nesse caso é p =
¼ ou p = ¾.

O método de máxima verossimilhança escolherá o valor do parâmetro
desconhecido (p) que maximiza a probabilidade de aleatoriamente(p) q p
selecionar a amostra já obtida.

A função de densidade de probabilidade conjunta é:
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Interpretando a f.d.p. como uma função de p dadas às observações da
amostra esta passa a ser denominada função de verossimilhançaamostra, esta passa a ser denominada função de verossimilhança
indicada por l(p⏐y). A função de verossimilhança é matematicamente
idêntica a f.d.p. conjunta da variável aleatória, mas ela é interpretada
como uma função do parâmetro desconhecido ao invés dos valores das
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Então, a probabilidade de obtermos os valores da amostra que temos é
maximizada escolhendo  ao invés de , dada que estas são 
as únicas escolhas que temos Portanto é a estimativa de máxima4/3~ =p
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as únicas escolhas que temos. Portanto,  é a estimativa de máxima 
verossimilhança de p nesse exemplo.
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É claro que raramente teremos um conjunto admissível de parâmetros 
contendo somente dois elementos. Para a distribuição de Bernoulli, o 
parâmetro pode assumir qualquer valor no intervalo fechado entre zero e 
um, ou seja,um, ou seja, 
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Na prática maximiza-se o logaritmo natural da função de verossi-
milhança ao invés da função de verossimilhança em si. Isto é mais 
conveniente uma vez que o log da função de verossimilhança éconveniente uma vez que o log da função de verossimilhança é 
composto por somas ao invés de produtos e a função exponencial é 
simplificada. Uma vez que o logaritmo natural é uma função 

i i d f i id l dmonotônica, o máximo da função é atingido para o mesmo valor do 
parâmetro (ou do conjunto de parâmetros) θ.

E l d bt ti d d á i i ilhExemplo de como obter estimadores de máxima verossimilhança.

Seja Y1,Y2,...,YT uma amostra aleatória de variáveis Bernoulli com,
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εβ += XY
Estimação por máxima Verossimilhança do modelo linear

β

( ) 0=εE ( ) IV 2σε = ( ) 0=jiE εε ε ~Normal
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Considere o logaritmo da função de verossimilhança. 
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Portanto, o estimador que minimiza a soma de quadrados dos 
é i i f ã d i ilherros é o mesmo que maximiza a função de verossimilhança. 
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Estimação Por Máxima Verossimilhança do modelo não linear.

Considere o modelo

( ) εβ += XfY ( )IN 20~ σε( ) εβ += ,XfY ( )IN ,0~ σε

A função de verossimilhança para este modelo é:ç ç p
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Propriedades do estimador:

Seja        o estimador de máxima verossimilhança de                    , 

então
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Algoritmos comumente usados para obter estimativas de máxima 
i ilhverossimilhança.

1) Algoritmo de Newton-Raphson1) Algoritmo de Newton-Raphson 
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2) Método de Score
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3) Algoritmo de Berndt, Hall, Hall, e Haussman (BHHH algoritmo)
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Testes Assintóticos

Testa restrições não lineares.

Ex: 2: 210 =θθH 210

1) Teste da razão de verossimilhança.

Considere L(θ) a função de verossimilhança e        o estimador
de max. verossimilhança de θ, e seja o estimador de max.

θ̂
0θde max. verossimilhança de θ, e seja        o estimador de max. 

verossilhança restrito então:
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Aplicando logaritmo,
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2) Teste de Wald

Considere J restrições, g(θ) é um vetor J×1
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ˆˆrâvˆ
ˆˆˆ gggraV



ttXY εβα ++=Exemplo:

( )2

ttt u+= −1ρεε ( )2,0~ ut Nu σ
( ) 0, 1 =−ttuE ε

( ) ( ) ttttt uXXYY +−+−=− −− 11 1 ρβραρ

( ) ttttt uYXXY ++−+−= −− 111 ρβρβρα

ttttt uYXXY ++++= −− 141321 ββββ

( )ραβ −=1 1( )

βρβ
ββ

ρβ

−=
=

3

2

1

0342 =+⋅ βββ
ρβ
βρβ

=4

3 342 βββ



( )
( )grVa

W
ˆˆ
ˆˆˆ 2

342 βββ +
= ( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

=
β

β
β ˆ

ˆˆrâvˆ
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3) Teste do Multiplicador de Lagrange) p g g
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Exemplo:

S j Y Y Y l ó i i d d l ãSeja Y1,Y2,...,YT uma amostra aleatória retirada de uma população 
com distribuição Normal com média  β e variância 1, então
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Testar a hipótese 00 : ββ =H
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Neste caso os testes são numericamente idênticos porque a p q
função de máxima verossimilhança é quadrática.

Berndt e Savin (1977) mostraram que em amostras pequenas e 
em modelos lineares, LM≤LR≤W para os mesmos dados e 
testando as mesmas restrições. Portanto, pode haver conflito de 
resultados usando um teste ou outroresultados usando um teste ou outro.  


