Vamos considerar uma situacao em gue existe mais de uma
equacao para ser estimada. Por exemplo, varias funcOes de
demanda para diferentes mercadorias, funcdes de investimento
para varias firmas, e funcbes de consumo para varios
subconjuntos da populacao.

Correlacdo entre erros em diferentes equagcOes, N0 mMesmo
periodo de tempo, € conhecida como correlacdo contemporanea.

Quando existe correlacdo contemporanea, € mais eficiente se
estimar todas as equacdes conjuntamente, ao invés de uma por
uma usando minimos quadrados. Esta estimacdo conjunta é
conhecida como SUR (seemingly unrelated regression).



Regressao Aparentemente nao Correlacionada (SUR)

Para exemplificar, vamos considerar 3 equactes de demanda na forma log-log.

Inq, = By + B INP, + B, InY, +¢&,

INQ, = By + B INP, + B, INY, + &,

INQ, = By + Bas INPy + B3, INY, + &5,



Em forma de matriz:

onde
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Pressuposicoes:
(1) Todos os erros ttm média zero E(s,)=0 p/ i =1,2,3; t=1,...,T

(2) Em cada equacéo, a variancia do erro e constante (ndo varia com t),
mas pode diferir entre elas.

Var(z, )=E(st )=, =0

V&I’(&‘Zt): E(gzzt ): Oy = o,
Var(g3t ): E(g??t): O3 = o,

para t=1,.., T

(3) Dois erros em diferentes equacdes, mas no mesmo periodo de
tempo, sao correlacionados (correlacao contemporanea).

COV(‘S‘it : gjt ): E(‘S‘it ’ gjt ): Gij

i, j=123



(4) Os erros em diferentes periodos de tempo, ha mesma equacao
e entre equacdes sdao nao correlacionados, isto €, ndo existe

autocorrelacao.
Cov(git,gjs): E(git,gjs): 0 wpara tzseij=123

Vamos colocar as 3 equacoes como se elas fossem uma:

_Yl_ _Xl 0 0 _:81_ _‘91_
Y, -0 X, 0 B, +|e,
_Y3_(3T><1) _ 0 0 X3_(3T><9) _'B 3 _1(9x1) _53_(3T><1)

Y =X[+¢



A matriz de covariancia sera:

Q=E(s)=E
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Especificacao Geral:

Considere M regressoes 1=1,...,M

Y

onde

b1
Do

4

i(Tx1) — Xi(TxKi)ﬂi(Kixl) T & (1)




Pressuposicao de que existe correlacao contemporanea:
e )= o — 2

Eey,6,)=0 se T#S

0,, Oy O1m
O O O
12 22 oM
Q(MTxMT) = ® 1, _Z(MXM)®IT
| Om1 Owm2 Owvm _

A matriz D, ésimétrica, isto é, g} = T



Para obter o estimador dos parametros £, minimizamos a soma de
quadrados dos erros ponderada, isto e’,

> o1k
s=(v-xp) X '®1)v - xp)
s=v (X1l —v(X el )xs-px (X el ) + px (X 01 s
s=Y'(> o1l —28%x (> et + px (> @1 X8

% ~ax(Y e )r +2X '(Z‘l®| )X,B =0

f=x (T ek x (X el )




N\

S é um estimador BLUE de £ O nome SUR surge do fato de ter
havido um ganho em eficiéncia estimando-se £ quando parecia que
as equacOes eram nao relacionadas, Zellner (1962).

Para se estimar X:

Calcule b, = (X."X)1(X.”Y;) por MQO para cada equagao i
Obtenha os residuos e; = Y; —X.b.

Entao,

Tij = Zeltejt 2=

OMm1 O MM



Revisao de Produto de Kronecker.

2 2 0 6 6 0

4 4 0 0 0 O

2 06 00O

A(MXN) ® B(KXL) — AB(MKxNL)



Propriedades:

BOA=A®B
(A®B)' =A'®B’
(AQB)'=A'®B"

(A® B)(C ® D) = AC ® BD
(A® B)(C ® D)(E® F) = ACE ® BDF



Existem duas condi¢cbes sob as quais € idéntico utilizar MQG ou
MQO para cada equacéio.

(1) Todas as correlacOes contemporaneas sao zero.

Z: 022

B = [x '(Z‘l@) B )x FX’(Z_1® |T)(
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= MQO em cada equacao




(2) As variaveis exogenas sao idénticas em cada equacao.

Xl_XZZXS_ —XM:X
v, ] [ X ol g1 [e
= X +
_YM_ o ... )?__,BM_ &y
. y



,B:[(IM ®>?')(Z‘l®|TX|M @)?)r(lM ®>?')(Z‘l® |T)r

= MQO em cada equacao

dM

xM -




Para testar se existe correlacdo contemporanea.

Hylop=03=.=0y 4y =0




No caso das trés equacoes:

A :T(r221 I r322)~ 7(2(3)
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5. = (Yz . Xzbz) (Yl . lel)
21 T




Testando Hipoteses:

Exemplo:
Y=a+ [ X, +¢&
Y,=y+[,X,+&,
Ho 6 = 5,
R=[1 -1 e g=0




Para testar a hipotese Hy: R ;,4,/=0;.1) cOntra H;: RG=q
observamos que, quando H, € verdadeira

RB~N(q,RCR)  c-[x{F el

Portanto,
g =(RA- Q)’(RCR')_l(Rﬁ ~q)~ 7%(9)

onde J € 0 nUmero de restricoes.

Como Y. deve ser substituida por 2. temos

/

§=(Rp-a] (RER)'(RA-a)5 ()



p-px (e k[ x (s e ) Y= XB+s
p=pelx(Ten kxS e b
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,@ tem distribuicao normal, portanto R,é ~ N
E(RB)=RB=q sob Ho
var(Rj3 )= E{(Rﬁ—qXRﬁ—qﬂ = E{(Rﬁ— RS R - Rﬂ)’} = E{R(ﬁ—ﬂx,é—ﬂ), R'}
—Re(3-p)3-p) R =RX(> @1 )x) 'R = RCR'
9=(RA-q) (RER) (RE-0)~ °(2)

RA- q)’(R(X (> e1)x )lR')l(Rﬁ— q)/3

- [v - xﬁ)'(Z‘l@) | XY ~XB)IMT K




Restricoes da demanda
1) Homogénea de grau zero

Elasticidade preco direta e cruzada = - elasticidade renda

2) Agregacao de Engel
ely\/\{]_ + ezyWZ + ...+ enyWn — 1
Proporcao da despesa total gasta com o bem 1
3) Simetria

€ij = € Elasticidades preco cruzada sao iguais

Restricdo na funcao de producao:

InY =y+alnL+ gInK +¢

Impondo retornos constantes a escala
a+ =1



Restricoes Lineares nos Coeficientes:

Minimizando

(Y X,B (Z ®IXY X,b’ RA =q
e
YR Y'Y TRIXE - FIXY TR+ XY T RIXS

s—y (X e -25 x (X e+ Fx (X 1) +22(RE - a)
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Derivacao de Matrizes

y:ﬂl+ﬂ2X—I—8

Considere 2 parametros e 4 observacoes :
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x@ '©1XB" +RA = x@ ‘®1)

X (Z ®|)x R' [ B

0 A

x(z ®|)«

Revisao de inversa de matriz particionada:

C D ~ FCA™

onde,

F = (D - CA‘lB)_l

{A BT{Al(HBFCAl) —AI:BF}
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ou
B = p-CR'(RCR')* (R —q]

onde,
ot ek
Y —XB =Y — X5+ XCR'(RCR’)‘l(Rﬁ— CI)

Premultiplicando por (Z‘l@) | )

(> @)Y - x5 )=(3 o1y - x3)+(Y *®1 )XCR(RCR')*(RA - )



Premultiplicando pela transposta:
(v -x3) (> @1y -x5")= L(Y -x7’) +[(Rﬁ—q) (RCR)*RCX D(Z 101 |y - x3+(> @1 )XCR(RCR'V*(R3 - )|

(v - xﬁ*)’(z @1y - x7")
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Conjunto de equacdes com numero desigual de observacoes.

Ate agora estudamos um conjunto de equacdes onde 0 numero
de observacOes em cada equacdo era 0 mesmo. Entretanto, isto
Nao precisa ocorrer necessariamente. Se estamos investigando
funcbes de investimento para um numero de firmas, por
exemplo, seria perfeitamente possivel encontrar dados de uma
firma com periodos de tempo diferentes das outras.

Duas conseguiéncias aparecem:

1) o estimador de MQG pode ser obtido; mas ele nao se
reduz a mesma expressao obtida anteriormente.

2) a escolha de um estimador para a matriz de covariancia
dos erros pode torna-se um problema.



Y1 X1 0| A 2
Yy 0 Xy | B |&

onde, ha T observacdes na primeira equacao e (T + N) observacoes
na segunda equacao.

Y(2T+N)><1 — X(2T+N)><(K1+K2),B(K1+K2)x1 T Erin)

Assumimos que os vetores (g, &,,)’ Sao independentes e
identicamente distribuidos com média O e matriz de covariancia
dada por:

Y — 0, Oy,
O O

12 22 |




Que implica em:

_GlllT oy, l+ 0
E(ee')=Q=|op,l; oply 0 [ I,
0 0 Oly |

portanto,
p=(xaix) xaty xSk x (T e 1)
Fazendo,
e -
X, = _xjo_ Y, = _on_




ondeY, contém T observacoes, Y, contém N observacdes, e X,
e X, s&0 0s correspondentes conjuntos de regressores.
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0 0 —I,LL 2
i 2
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O A O /Ay L X O A/ O A1,
o X, oBX; ixg’ 0 X3 1= X, X, azzx;"x;‘+ix§'x§
0
cxn 0 X;| L 02
oU'X!  oX] o V.| T XY, +o XY, ]

Ju— *! *! 1 ' Y* p— *! *! * 1 '
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Y, 02 i




Estimativas da variancia e covariancia.

5. = (Yl B lel) (Yl B lel)
11 T

5. = (Yl — lel) (Yz* — X;bz)
12 T

5. = (Yz _Xzbz) (Yz B Xzbz)
i T+N

Infelizmente, a estimativa de X pode nao ser definida positiva.
Para evitar este problema poderiamos ignorar as N observacoes
e usar o estimador anterior.



Podemaos permitir a presenca de autocorrelacdo no modelo SUR.

Y. =X b +¢&

Eit = Pi€ia T Uy

Procedimento:

1) Estimar cada equacdo por MQO. Estimar p; e transformar os
dados.

2) Com os dados transformados, aplicar MQO para estimar X.

3) Usar o estimador SUR utilizando ﬁ e 0s dados transformados
para estimar f.



