Estatistica Quantica

Sistema fisico com muitos componentes = tratamento detalhado complexo =
abordagem estatistica. Usada com sucesso na fisica classica para descrever
sistemas termodinamicos. Relacao entre propriedades observadas e o
comportamento provavel do sistema.

Sistema com N particulas em equilibrio térmico = descrito por 6N parametros

(3N posicoes e 3N velocidades — que podem ser considerados pontos em um
espaco 6D, o espaco de fase).

Gas ideal: Maxwell concentrou-se nas velocidades (mais importantes que as
posicoes — aleatodrias, se nao se considera a gravidade). Ele desenvolveu uma

funcao de distribuigdo de velocidades, definida como: f{v)d*v — probabilidade
de se encontrar uma particula com velocidade entre ve v + d3v, sendo que d3v
= dvdvdv,. O fato de vser um vetor implica em 3 condigdes: f(v)d°vé a
probabilidade de encontrar uma particula com v, entre v.e v+ dv,, €
analogamente para v, € 7, Maxwell mostrou que essa funcao de distribuicio

pode ser escrita como: 3 1 2\ 43
f(v)yd’v= Cexp(—z/}mv )d v

sendo C uma constante, = (kT)", k a constante de Boltzmann, T a
temperatura do sistema 4300376 - Fisica Moderna 2 1

e m a massa da molécula. Aula 7



Podemos escrever a funcao de distribuicao em termos das componentes da
velocidade, uma vez que: v* = v 2+v,2+v2 Assim,

| 1 1
f(v)d’v = Cexp(— E/J’mvi — E/J’mvi — E/J’mvj )d3v
Que, por sua vez, pode ser escrita como o produto de 3 termos:

f(v,,0,,0.)dv.dv,dv_ = g(v,)g(,)g(v.)dv,dv,dv.

/ 1 ’
g(vx )a’vx = C'exp —E/)’mvi dv. ... comC =(C'»

A constante é determinada pela normalizacao (uma vez que a probabilidade

de se encontrar uma particula com velocidade entre —« e +x & 1):
g(vy)

27 Pm ) g(0) =

fg Vv =C (ﬁ—m)l 1> = (zn

E, portanto:g(vx)dvx=(/§—:) exp(—%/}mv )dv S T U,
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Podemos, a partir desses resultados, determinar propriedades do sistema,
como a velocidade média, etc. .

77x=<vx> T xg( )d"u =(ﬁ—:3) T?} exp —%/}’mv )dv =0

Velocidade quadratica media: v, € impar}

2 N2 pm B 2 1 2
v, =<vx>=fvxg(vx)dvx =(%) f'vx exp(—afo’mvx)dvx

—0Q0

pm\"” = 1 gm\> Nl 2\~ 1 kT
=2(£) {vxexp(—aﬁmvx)dvx=( m) Z(ﬁm) =[3’m=m

E claro que resultados analogos valem para as outras dire¢cdes, uma vez que

nao ha nada de especial com a x. Por isso podemos junta-las e calcular a
energia cinética meédia (translacional) da particula:

L 2
£, -(E,)- <%> =%m(vi 72472 )- %m(%) i

Vemos que existe uma energia média de k7/2 associada a cada um dos graus

de liberdade da particula. 4300376 - Fisica Moderna 2 3
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Teorema da equiparticao da energia: em um sistema em equilibrio a uma
temperatura 7, existe uma energia média de k7/2, por molécula, associada a
cada termo quadratico independente na energia da molécula.

Vimos a funcao distribuicao de velocidades considerando o vetor v. Mas
podemos fazer o mesmo considerando apenas o modulo das velocidades,
uma vez que a distribuicdo depende apenas dos modulos.

Queremos determinar F(v) a partir de f{v), ja conhecida. Sendo F(v)dv a
probabilidade de se encontrar uma particula com o modulo da velocidade

entre ve v+ dv(lembrando que, agora, v varia entre 0 e «). Mas F(v) = f(v).
Vamos usar o conceito de espaco de fase e vamos comecar com um problema

analogo no espaco 3D. Suponhamos que exista uma distribuicao, f(x,y,z), de
particulas no espaco. Entéo f{x,y,z)d*r é a probabilidade de encontrar a
particula entre r e r + d°r, sendo d°r = dxdydz. Vamos agora mudar para uma
distribuicao F(r), tal que F(r)dr seja a probabilidade de encontrar a particula

2 entre rer + dr.
O espaco entre r e r + dr € o de uma casca esférica de raio

r e espessura dr. O volume dessa casca é 4w rdr. Assim:
F(r)dr = f(x,y,z)4n r’dr. Voltando a nossa distribuigdo de
? velocidades, teremos:

s 20 4300376 - Fisica Moderna 2 4
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F(v)dv = flv)dm?dv. Assim, a distribuicdo de Maxwell de
1
velocidades, fica: F(v)dv = 4nC exp( 5 Bmo* )vzdv

F( ) 3_ Urms d
v V* U*
8 / \dv
B[ % |
= N Velocidade mais provavel, v*, = ponto em que a
ST I 2 2kT
— I H . 4 H ~ 4
2 - : derivada da distribuicdo é nula: p* = |— = ‘/—
5[ aE m m
u P! . .
@ - B Um corolario interessante desse resultado
3 L € que a energia cinética de uma molécula
S0/ :I{ o », gque se move com a velocidade mais
Do 04 08 12 16 20 e p_rovével é e>_<atamente 2/3 da energia
Velocidade relativa cinética média: . 1

E, = Em(v*)2 = kT
Nessa distribuicio (que ndo é mais centrada em 0), a velocidade média é:

p . 1 4 kT
0 = [vF (v)dv = 4nC (v’ exp| - — Bmv* |dv =
[or@ f p( B ) —
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Assim, a raz3o: v = ﬂ ~1,13

v* T
nos mostra que, em qualquer temperatura, a velocidade média é ~13% maior
gue a velocidade mais provavel. A velocidade quadratica meédia é:

v’ =fsz(v)dv = 4anv4 exp| —— fmv* |dv = KT
4 4 2 m
E sua raiz quadrada (velocidade rms):

— Y2
'Umls=('()2) = 3/(_T=>7ers= gz],22
m v* 2
. , — 1 — 3
Assim, temos também que: E, = —mv" = EkT

E, finalmente, podemos calcular o desvio padrao das velocidades moleculares:

o A 1/2 1/2 1/2
o, =7 -7 =(3"T_8"T) =("_T) (3_§) ~0,480*

m m m T
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Podemos escrever a distribuicao de Maxwell como uma fungao da energia,
F(E)dE em vez de F(v)dv. Como temos:

F(v)dv =4nC exp( — % Bmv* )vza’v

Para um gas monoatémico (e nao-relativistico), temos:

E=lmf
2

dE = mudo =

dE dE o N e
= dv = = Substituindo na fungao de distribuicao, temos:

mo 2mE
F(v)dv =F(E)dE desde que:

dnC

1/2
F(E) = NoC exp(- BE)E
A expressao acima apresenta 2 fatores que dependem de E: o £2, que vem
das caracteristicas do espaco de fase e do fato de que E = m+#/2. Ja o outro
fator, exp(— BE), tem importancia mais fundamental, percebida por Boltzmann.
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Boltzmann mostrou que esse fator € uma caracteristica de qualquer sistema
classico, independentemente de como outras grandezas, aléem das
velocidades, possam afetar a energia do sistema.

Boltzmann pode ser considerado o criador da Mecanica Estatistica, a qual
dedicou a maior parte de sua vida. Morreu em 1906, suicidando-se. Paul
Ehrenfest deu continuidade a seu trabalho e, em 1933, também suicidou-se.
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Boltzmann — sistema com numero muito grande de particulas idénticas.
Particulas sao idénticas, mas distinguiveis, desde que estejam em estados de
energia diferentes.

Todos os micro-estados sao igualmente provaveis.

A presenca de uma particula em um estado particular, nao altera a

probabilidade de outra particula ocupar aquele estado.
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Exemplo: £, .., =8E N =6 particulas

se |-

6E
4E
2E

S8E
6F
4E
2E

SE
6E
4K
2E

se[o——| [-o—| [——] [——] |—2| [—*
(30) (30) (60) B0) || |Z= ;
4E|+—— i : —t
—| |* %E | = | | '
’ ° O_Tu—_uJ o 0008 ool oss loee. esl (seceiel Ispeee
- - 123456 123456 123456 123456 123456 123456
[ -& — e’
v -2® Particle label IVl
(120) (60) (15) (120) (60)
Numero de micro-estados em cada arranjo:
—_ R Y S— . - N'
—| || |=—=| |==| |== Npoy = ‘
——— —©90—— —_ — Boltz - ' ' '
L _e0e! L 9l L o000 L __—ee0! L o0 nl'nZ'n3"”
(180) (30) (60) (90) (180) Numero médio de particulas com uma
—FD_ —FD-} |—FD- determinada energia:
&— .__ - - o o n]=n]1p1+n]2p2 +...
[ %% bt ool %l [T % Numero total de micro-estados: 1287.
: ' Podemos, entao, calcular o numero
(120) (6) (15) (60) (15) médio de particulas com energia nula:
| |— . oo ee___ |sica Moderna 2 9
—o00- —0000d 'y - —e0090 g 7
L @ - 8-




7, = (5)(6/1287) + (4)(30/1287) + (4)(30/1287) + (3)(60/1287)
+(4)(30/1287) + (3)(120/1287) + (2)(60/1287) + (4)(15 /1287)
+(3)(120/1287) + (3)(60/1287) + (2)(180/1287) + (1)(30/1287)
+(3)(60/1287) + (2)(90/1287) + (2)(180/1287) + (1)(120/1287)
+(0)(6/1287) + (2)(15/1287) + (1)(60 /1287) + (0)(15/1287)

= 2,307 Boltzmann: P(g,) = de™*'" = Ae™™
Analogamente: — , T :

7 =154
7, =1,00
7, = 0,587
7, = 0,326
7, = 0,163 .

7. = 0,0699 . ) ?

?6 0 A& 208 3A8 423,
7, = 0,0233 &—>
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Numero de particulas com energia €: n;= g,P(¢))
Normalizagao: 2n,= N
Muitos estados com energias proximas = variagao — continua =

g —>g(e)de e P(g,)—=P(g)= Ao/

n,—n(e)de e ZIn =N— % = (n(e)de = f g(e)P(e)de
0 0

Voltando a distribuicido de velocidades de Maxwell-Boltzmann:
2n(N/V)
(nkT)m

Limites de validade da distribuicao de Maxwell-Boltzmann:
» particulas nao relativisticas, pois usamos Ey = mv?/2;
* A << d (distancia intermolecular muito maior que o comprimento de onda de
de Broglie). A
Mas: A = hlp e p%2m = 3kT/2. Portanto: A = . Assim:
3mkT

h 4 N n
<<3—  ou, 5 <<
3mkT N V) (3mkT .
_ 4300376 - Fisica Moderna 2 Massa e 11
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Estatistica Quantica

Boltzmann — fisica classica
* particulas idénticas distinguiveis quando em estados de energia diferentes;

» a presenca de uma particula em um estado particular, nao altera a
probabilidade de outra particula ocupar aquele estado.

MQ — particulas indistinguiveis = a presenca de uma particula em um
determinado estado influencia drasticamente o comportamento das outras.

Férmions (particulas com spin semi-inteiro): se existem n férmions em um
estado quantico, a probabilidade de que um outro se junte a eles € reduzida
por um fator (1 — n) do que seria a probabilidade se nao houvesse a
exigéncia de indistinguibilidade.

Bosons (particulas com spin inteiro): se existem n bésons em um estado
quantico, a probabilidade de que um outro se junte a eles € aumentada por
um fator (1 + n) do que seria a probabilidade se ndo houvesse a exigéncia de
indistinguibilidade.

Vamos ver o caso de 2 bosons. A autofuncao simétrica (indistinguibilidade) é
dada por:
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Vamos ver o caso de 2 bosons. A autofuncao simétrica (indistinguibilidade) &
dada por:

v (1,2)= [ (W, (2) 49,0, 2)]

2 partlculas no mesmo estado = basta fazer o — f3:

05(1.2)= =l O, )+, (W, Q)= =, 0, (2)= V2, (1, (2)
Np) Np)

Portanto a probabilidade de encontrar as particulas é:

o= =lwsl” =20, O @, (O, (2) = o, O o )
No caso de nao se exigir a indistinguibilidade, temos:

y(1.2)=y, (U, (2) Fazendoa—p = (1,2)=y, (1, (2)
Portanto, nesse caso, a probabilidade de encontrar as particulas é€:
P=y'y =lyl =y, 0w, @, Ow,2) =y, 0 b, @)

= P =2P ...

4300376 - Fisica Moderna 2 13
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No caso de 3 bosons = P¢ = 3!P

classica*
Caso nao existisse reforgo: se P, € a probabilidade de se colocar 1 boson em

1 estado, para colocar n bosons: P, = (P,)".
Mas existe o reforco. Nesse caso:

P> =pn!P =n!(P)" = para (n + 1) bosons, teremos:

P = (n+1)LB,,, = (n+DnlP,R = P2 = (L+ )RR

Assim, se ja existirem n bosons no estado, a probabilidade de entrar mais 1
sofre um reforgo de (1 + n)P, .

De acordo com o que vimos antes:

Bosons (particulas com spin inteiro): se existem n bésons em um estado
guantico, a probabilidade de que um outro se junte a eles € aumentada por

um fator (1 + n) do que seria a probabilidade se nao houvesse a exigéncia
de indistinguibilidade.

Vamos ver o que acontece com as fungoes de distribuicao quando alteramos
a hipotese classica de que a presenca de uma particula em um estado nao
altera a probabilidade de outra vir a ocupar aquele estado.
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Para isso vamos comecar pela analise do comportamento de 2 estados,
classicos, €, e €,, com numero médio de particulas n, e n,, em equilibrio
termico.

Vamos definir o parametro R,_,,, que & a probabilidade de transi¢do do estado
1 — 2 (por particula e por unidade de tempo).

R, ., é a probabilidade de transi¢gao do estado 2 — 1.

A taxa total com que particulas do estado 1 vao parao 2 e: n\R,_,.

Ataxa total 2 — 1: n,R,_,;.

Como o sistema esta em equilibrio térmico = n,R,_, = n,R,_,. Postulado,
conhecido como balanco detalhado, que leva a resultados compativeis com a
observacao experimental. Portanto:

n, R,,, Mas,no caso de particulas classicas, o nimero de particulas em
» - R um certo estado € dado pela distribuicao de Boltzmann:
2 1-2
£ °1

n =n(g)=Ae " Assim,arazdofica: R,,, e

)
Rlez kT

No caso de um sistema de bdsons em equilibrio térmico, teremos uma
situagao analoga:

b b 4300376 - Fisica Moderna 2 15
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A diferenca, no caso dos bosons, esta na relacdo entre a probabilidade de
transicado e o numero de particulas que ja ocupam o estado:

R’ ., =(1+n)R_, e Rl =(1+n)R,_, Substituindoem nR’_, =n,R._,

= n(l+n,)R , =n,(1+n)R,

€ €
— n(1+n,) _ R,_, _¢ o " eﬁ __ eﬁ
n,(1+n) R, e'z_; (1+n) (1+n,)

Cada lado dessa equacao s6 depende de propriedades de 1 estado =
membros independentes = valor comum deve depender de propriedades
gerais do sistema = 7. Assim, podemos escrever:
n L n - @+
—1 el =¢ sendo que a = o(T1). Portanto: —1 _=—¢ ( o
(1+n,) (1+n)

€1

n = (1 + nl)e_(OHk_T) = nle_(OHk_T) + e_(OHk_T) = n, ] - e_(OHk_T) — e_(a+k_T)

" dividindo
16

4300376 - Fisica Moderna 2
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= n = _(OH-i) = o
l—e kT e kT _1

Como podemos fazer um procedimento analogo para n,, o 1

resultado deve ser geral, independente do indice. Assim, n(e) = 3

chegamos ao resultado para a distribuicao de Bose: ekl _1

Essa expressao especifica o numero médio de bosons no estado de energia
g, quando temos o sistema em equilibrio a temperatura 7.

No caso de férmions, teremos: m, R/, = n,R]_, e, assim:
R/, =(1-n)R_, e R, =(1-n)R,_ = n(l-n)R_, =n,(1-n)R,_,

T € €
n(l-n R, eM n —L n 2
1( 2)=21= — = L kT — 2 phT
2
n,(1-n) R_, o KT (1-n) (1-n,)
€
I”l1 T —a
Novamente, teremos: ———e¢* =¢ ~ =
(1-n))
4300376 - Fisica Moderna 2 17
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E, finalmente, chegamos ao resultado para a distribuicao de Fermi:

1 |
n(e) = - Definindo ¢z = — akT = n(g) = o
e“ef +1 e +1

Sé6 para padronizar a nomenclatura, podemos fazer 4 = e ® e a distribuicao
de Boltzmann fica:

1
n(e) =—
% el
A é uma constante de normalizacio cujo valor, para uma dada 7, depende do
numero total de particulas do sistema. Dessa forma, n(¢) € o numero médio

de particulas no estado €. 4300376 - Fisica Moderna 2 18
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cuidado! grafico errado!

Fermi

T(K)| <«

1000}-3,135
5000|—1,51
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I 2

----- r=0K, E =21¢eV
—— 7'=1000 K (o =-24,4), £, =2,1 eV
—— 7'=5000 K (o« =-1,51 ou -4,88)
E =0,6510u2,1eV
—— 7'=10000 K (o = -0,69), £,=0,59 eV

Distribuicao de Fermi

e =>n(g:)=0,5
KT

¢ (eV)
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Probabilidade de ocupacao

E_=55eV
— T =60000 K
-------- T = 5000 K
————— T=0K
| ! | ! | ! |
2 3 4 5
E (eV)
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&/kT

Limite € >> kT=> nBoltZ ~ nBose ~ nFermi <<1
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