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Q1 [4.0]: Uma onda plana monocromética 17 = 1 €'** incide de modo normal sobre um anteparo que ocupa o

plano 2’ = 0. No anteparo ha um orificio com um formato qualquer, de drea A, como indicado na figura abaixo.
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Figura 1: Uma onda plana incide sobre um anteparo, no qual foi cortado um orificio, e depois é projetada numa tela. A poténcia
da onda que passa pelo orificio acaba projetada na tela.

A integral de difracao de Kirchhoff-Helmholtz é dada por:

Yz, y) = — % at / de dy €31 —0"+W' -v?]
2r v Js,

onde ¢ é uma fase irrelevante, que cancela quando tomamos |[¢(z,y)|? = ¥(z,y) x ¥*(z,y).

A poténcia transmitida pela onda incidente através do orificio é dada por P = |y|* x A.
Demonstre que ha conservagao de energia nesse problema — ou seja, mostre que a poténcia total

projetada na tela, Pr = ffooo dx ffooo dy [¢(x,y)|?, é igual & poténcia transmitida através do orificio.

Dica: use que ffooo du et = 27 5p(q), onde 6p é a funcio delta de Dirac. Talvez vocé também precise usar a
propriedade: dp(cq) = (1/¢)dp(q) .

Resposta

2

Usando a notacdo simplificada (#’ — x)? = (2/ — 2)% + (v — y)? temos:

Pr = /OO dx/oo dy(z, y) x V" (z,5)

it P
= / dx/ dy {kao e—/ da’ dy' etize @ ‘”)2} X {Jrik% ¢ / da" dy" e Z2r(f”f)2} .
So 2r  r So

Os termos quadraticos 22 e 2 que aparecem em cada uma das exponenciais acima cancelam, j& que em cada uma

delas esses termos aparecem com sinais diferentes. Além disso, na integral de Helmholtz-Kirchhoff é implicita a
aproximagao de que o raio do orificio até a tela permanece aproximadamente constante, r = /22 +y2 + L2 — L,

e portanto podemos escrever, apés inverter a ordem das integragoes:

2 2 o0 [e§]
PT _ k WOL / dm/ dy/ +1,2T(ac ) / d.’l’,‘” dy// e—i%(f”)Z % / da / dy e-‘ri%(f’—f”)-f .
(2mr)? Js, S e -



Pelas férmulas dadas no enunciado, as ultimas duas integrais acima (em x e y) s@o simplesmente:

/ dx e“é(“’l_“”)x/ dy etir@W=y"y [271‘51:) (I:(x' — x'/))} |:27T(5D (I:(ZU/ - y”))] (1)

2
— (T) dp(@’ —2")op(y' —y") .

Substituindo essa expressao de volta na equagao para Pr temos que:

Pr |1/)0\2/ dz’ dy etz ) / da” dy" e~z @) s s (2 — 2)p (Y —y)
So SO

= WJO\Q/S da' dy' = |[po|* A .

Q2 [6.0]: Uma onda plana monocromética vy e’** incide normalmente em um anteparo que ocupa todo o plano
(2',y’ < 0), como na figura abaixo!. A luz é projetada numa tela a uma distancia L do anteparo. A intensidade
da luz na tela obedece um padrao de difracao I(y), aproximadamente como estd indicado no painel da esquerda

da Fig. 2 (na préxima pdgina).
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Figura 2: Esquerda: uma onda plana incide sobre um anteparo limitado ao semi-plano infinito y < 0, sendo depois projetada na
tela. Direita: cosseno Cp(u) e seno Sp(u) de Fresnel. Os pontos marcam intervalos de Au = 0.1, com u = 0 sendo a origem. A
posi¢do {Cr = —1/2,Sp = —1/2} corresponde a u — —o0, e a posi¢do {Cp = 1/2,Sp = 1/2} corresponde a u — co.

De um modo totalmente geral, usando a integral de difracdo (dada também no enunciado da Q1), podemos

expressar a funcdo de onda em termos das fungdes Seno e Cosseno de Fresnel (painel da direita da Fig. 2):
/ dte'st = F(u) = Cp(u) +1iSr(u) .
0

Usando F'(—u) = —F(u), para uma geometria retangular qualquer {z],;, < &' < &} .0\ Ymin <V < Yzt

1Este exercicio fornece as bases de uma técnica astrondémica conhecida como ocultag@o. Considere um corpo celeste (a fonte de
luz — por exemplo, uma estrela) que estd escondido atrds de um outro, que bloqueia a luz (o anteparo — por exemplo, a Lua).
A medida que a Lua se desloca no céu e vai revelando a fonte que estava “oculta” por tras dela, os detectores apontados para a
estrela medem uma curva de intensidade que corresponde ao padrdo de difracdo de uma aresta, como indicado na Fig. 2. Essa
técnica foi muito utilizada no passado para determinar com precisdo a posicao de fontes de rddio no céu. Variantes dessa técnica sdo
atualmente utilizadas em corondgrafos (instrumentos que observam o Sol), e também para estudar planetas extra-solares, ji que a
técnica permite medir as velocidades de rotagao dos planetas em torno das estrelas.



temos que:

w(x,w——?T;[ (ug) = F(ug)] [F(uy) = F(u,)] ,
i — ] E (! _ —— k(. +
onde definimos u; = \/ == (20,0, — ), Uy = \/ = (T)5, — ), € analogamente para u; .

Para responder as questoes abaixo vocé vai precisar dos limites assintéticos do Seno e Cosseno de Fresnel:

u—0

lim F(u) =~ u+ Z%u?’ +0®®),

e também: )

lim F(u) =~ =

u—00 2

(a) Obtenha a intensidade da onda projetada na tela como funcao de y, para qualquer valor de y. Expresse essa
intensidade em termos da intensidade da onda incidente (Iy = [¢|?). (1.0)

(b) Qual o valor de I(y = 0)? Expresse sua resposta em termos de Iy. (1.5)

(¢) Qual a intensidade da luz projetada na tela quando y — co? E quando y — —oo? Justifique suas respostas

com céalculos, utilizando os limites assintéticos acima. (1.5)

(d) O gréfico da direita da Fig. 2 mostra as fungbes seno e cosseno de Fresnel como fungoes do parametro
u, em intervalos de Au = 0.1 . Encontre (graficamente) a posi¢do y; que marca o primeiro maximo da
intensidade da luz projetada na tela (linha pontilhada no diagrama da esquerda da Fig. 2). Qual o valor

dessa intensidade maxima I; = I(y1)? Expresse o resultado em termos de I. (2.0)

Resposta

a) Levando em conta que quando z — oo temos Cp = Sp = , a funcao de onda fica expressa como:

L d d C S 1/2, a funcao d da fi

1 |k |k

(1+i)+CF< y)—i—iS’F( y)] . (2
2 Tr Tr

(b) Quando tomamos y — 0 temos Cr = Sp = 0, e assim:

- —’iiﬁo 6i¢

Y(y) 5
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wr=0= "2 iz ®)
Portanto, , ,
Hy=0) = o= =1l (5 ) x (157) =gl (@)

(¢) Quando tomamos y — oo temos Cp = Sgp = 1/2. Portanto:

—ithy "¢

0% [1+4][1+4] = o€ 5)

Yy — 00) =
o que significa que I(y — o00) = [thg|? = Iy. Ou seja, muito acima da fresta a onda incidente segue sem obstrucio
alguma e termina projetada na tela, com a intensidade original I.

Por outro lado, Quando tomamos y — —oo temos Cr = Sp = —1/2. Portanto:

—io eld

; —[L+ix0=0, (6)

Y(y — o0) =

o que significa que I(y — —oo) = 0. Ou seja, muito abaixo da fresta nenhuma luz estd passando, e a intensidade

é nula.



(d) A intensidade serd maxima quando a amplitude (o médulo) da funcdo de onda atingir um méaximo. Isso
ocorre quando |(1+14)/2 + Cr(u) +iSp(u)|? = |Cr(u) +iSk(u) — [—(1 +14)/2]|? é maximo. Ou seja, a questio é:
qual ponto nesse grafico corresponde & maior distancia ao ponto {Cp, Sp} = {—1/2,—1/2}? Claramente, esse
ponto pode ser encontrado tracando uma reta inclinada a 45° desde o centro da espiral de baixo, passando pelo
centro da espiral de cima.

Olhando para o grafico da “espiral de Cornu” (Fig. 2, painel da direita) vemos que o esse ponto estd aproximada-
mente em u; ~ 1.35, onde Cr(uy) ~ Sp(u1) ~ 0.65 (Obs: eu aceitarei qualquer resposta que esteja préxima
desses valores, desde que a argumentagcao seja correta.)

O préximo ponto onde teremos um méximo vai acontecer quando a espiral der uma volta completa e cruzar
novamente a reta a 45°. Isso deve ocorrer para us ~ 2.45, onde Cr(uz) ~ Sp(uz) ~ 0.6. E assim por diante.

A posigao y; é, portanto, dada por uy = \/k/mry; ~ 1.35, ou seja, y1 ~ 1.35\/7r/k = 1.35\/m.

A amplitude da onda naquele ponto é:

—io el

5 (144 [0.5(144) +0.65(141)] = 1.15 ¢ €', (7)

Y(y1) =~

o que significa que a intensidade naquele ponto de “méximo” é um pouco maior do que a intensidade da onda
incidente, I(y;) ~ (1.15)% Iy ~ 1.3 I,.



