Topico 2:
Crescimento de

Funcoes










Notacao - O

= 0(g(n)) < O(g(n))

> an’tbn+l € O(n?) = an’+bn+l € O(n?).
> an+b € 0(n?), mas an+b ¢ O(n?).

> f(n)=0(g(n)) define limitantes assintoticamente apertados (tight)
para f(n).

> f(n)=0(n) define limitantes superiores, ou seja, alguma constante c
define g(n) como um limitante superior para f(n). Nao ha nehuma
argumento a respeito de quao apertado é esse limitante superior.




po=S

Notacao - O

Observe que O(n?) significa que ha uma funcdo que é
O(n?) tal que para qualquer valor de n, ndo importa o
tamanho especifico da entrada n escolhido, o tempo de
execucdo daquela entrada é O(n?).

Isso significa que o tempo de execucdo no pior caso é

O(n?).



Notacao - O

> Por exemplo, dlzer que o tempo de execugao do
insertion-sort € O(n%) é uma abuso ja que seu tempo de
execucao depende da entrada.

> Se o0s dados de entrada estao ordenadas, o

insertion-sort é O(n) - melhor caso!
> Logo, o insertion-sort é O(n?) no pior caso.







EXEMPLOS:
(1) 3n’+2n°= Q(n’): n>0e c=1I
(2) Seja fin)=n para n impar e f{n)=n*/10 para n par

fin)= Qw?) : npar e c=1/10.




Teorema: Para duas func¢oes f(n
somente se, f(n)=0(g(n)) e f(n)=

)
Q((

Temos que ©(g(n)) = O(g(n)) N Q(g(n)).

Na pratica, utiliza-se os limitantes assintoticos superior
O(g(n)) e inferior Q(g(n)) para se chegar a um limitante
assintotico firme (tight) ©(g(n)).

EXEMPLO3: - n° —2n =0(n")







> 0(g(n)) é um limite assintdtico superior que pode ou
nao ser assintoticamente firme.

firme.
> 0(g(n)) define um limite superior que nao é

assintoticamente firme.
> Exemplo5: 2n=0(n?), mas, 2n*#o(n)




> Para f(n)=0(g(n)), temos 0= f(n)<cg(n) sendo valida
para alguma constante c>0.

> Para f(n)=o(g(n)), temos 0< f(n)<cg(n) sendo valida
para toda constante c>0.







f(n) = o(g(n)) =

f(n) = w(gn) =




Propriedades
Transitividade:
f(n)=0(g(n))
f(n)=Q(g(n))
f(n)=0(g(n))

Reflexividade:
f(n) = O(f(n))
f(n) = Q(f(n))
f(n) = ©(f(n))

g(n)
g(n)
g(n)

e
e
e




Propriedades

Simetria:

f(n) =0©(g(n)) < g(n)=0(f(n))
Reflexividade:




Propriedades

>  Analogia entre f(n) e g(n) com a e b reais:

écomoa <b.
écomoa =b.
)écomoa =b.
écomoa <b.
)écomoa >b.
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Propriedades
Nos reais temos que a>b ou a=b ou a<b.
Porém, podemos ter f(n)¢0(g(n)) e f(n)€Q(g(n)).

Exemplo6: Ndo podemos comparar n e n**sen™
usando notacao assintotica.




Propriedades

o(g(n)) = o’ = 0(as™), for any a > 1.




Conceltos
Uma funcdo f(n) é monotonicamente crescente se
m<n =f(m)<f(n).

Uma funcdo f(n) é monotonicamente decresente
sem<n = fim)>f(n).

Uma funcdo f(n) é estritamente crescente se

m<n=f(m)<f(n).
> Uma funcdo f(n) é estritamente decrescente se

m<n = f(m) > f(n).




Conceitos

>Funcao Piso

> VXER, o maior inteiro menor que ou igual a X é
denotado por 7))
>Funcao teto

> VXER, o menor inteiro maior que ou igual a x é
denotado por [X].

> vxeRx—1 < |x] <x<[x] <x+1.
> As duas funcoes sao monotonicamente crescentes.




Conceitos

>Aritmética modular

>Se a e b sdo inteiros e n é um inteiro positivo, entdo a é
congruente com b mddulo n se n divide a-b.
>a=b mod n
>bmodn=b-b |b/ml.
>0<bmodn<n

>Exemplo7: 17=5mod 6 ?? 24=14 mod 67?

>n é um divisor de (b-a).




Conceitos

> Exponencial
> Vnea>l, f(n)=ad".

> f(n)= a" é monotonicamente crescente.

> Paratodas as constantes reais d e b tal que a>1,

> Qualquer funcao exponencial com base a estritamente

maior que 1 cresce mais rapido que qualquer funcao
polinomial.




Conceitos

> Parae=2.71828...temos:

2 IE

X __ il s
e —I+I+E—|-E+.“_

Para todo real x temos e*> 1+x

Para |x|<1 temos 1+x <e*< 1+x+x2

Para x->0 temos e*= 1+x+0(x

Para todo x, temos (1 v ) -
H—HE{.‘-




Conceitos

Logaritmo
Ign=logn
Inn=logn
1g" n = (g n)*
lg 1g n =1g(lg n)
lg n+ k= (Ig n)+k.
>  Para qualquer constantes reais a e b tal que a>0,
1g°n = o(n“)
>  Qualquer funcao polinomial positiva cresce mais rapido
que qualquer funcao polinomial logaritmica.




Conceitos

>  Para todos os reais a>0, b>0, c>0 e n, temos
> g=plosb@
log (ab) = log (a) +log (b)
log,a” =nlog,a
log,a=log a/log b
log,(1/a) = - log,a

log,a = 1/log b
alogb(c) :Clogb(a)

> As bases dos logaritmos acima sao diferentes de 1.




Conceitos

> Para|x|<1temos:

In(l +x) =x—

Para x>-1 temos




Conceitos

> Fatorial
> Paratodo n, afuncao n! é dada por

pi=n>x<i(n=1) X =2) X (n=3) X5 X 2:X
> Temos que:

> n!=o0(n")

> n!=w(2")

> lg(n!)=0(mnign)




Conceitos

> Fungado Iterativa
> Anotacdo f(n) representa a funcdo f(n)
iterativamente aplicada i vezes a partir de um
valor inicial n, ou, recursivamente:

f9n)=n if n=0
SOn) =11 D(n)) if n>0
> Exemplo: Para f(n)=2n, temos
£@(n)=f2n) =2(2n) =2°n
S W) S22 ) =2
fO(n)=2n




