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Transformagoes de Lorentz: contragcao do espago

Jodo, viajando em um trem de madeira que se desloca com velocidade v = 3¢/5, passa
por uma estacao onde se encontra Maria. Na plataforma, ela colocou dois langadores de
dardos, separados pela distancia Ly;= 10 m, conectados, por fios de mesmo com-
primento, a um unico interruptor, que permite langar os dardos simultaneamente. No
instante em que o trem passa pela estacdao, Maria aciona o disparador e os dardos
cravam-se no trem. Posteriormente, o trem volta a estacdo e Jodo desce. Na plataforma,
Jodo e Maria comparam a distancia entre os dardos com aquela entre os disparadores e
constatam que elas sao diferentes. O propoésito, nesta situacao, € obter a distancia entre
os dardos no referencial do trem e discutir a explicacdo dos acontecimentos nos dois
referenciais.
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Transformagoes de Lorentz: contracdo do espago

Vamos dividir a situagdo em dois eventos principais, pois vamos supor que a distancia
entre o trem e os disparadores seja tdo pequena que podemos desprezar o intervalo de
tempo entre a saida e a chegada de cada um dos dardos. Desse modo, s6 precisamos
considerar os disparos dos dois dardos e descrevé-los nos referencias de Maria e Jo&o.
Os eventos mais importantes, entdo, serdo os disparos do dardo a, escolhido
arbitrariamente como origem espaco-temporal dos referenciais, e do dardo b. Além
disso, no referencial de Maria, os dois eventos acontecem simultaneamente e a dis-
tancia entre eles € conhecida. Temos, entao:

Evento a de referéncia: disparo do dardo a: S,;: (0,0,0,0) e S;: (0,0,0,0)
Evento b: disparo do dardo b: S,;: (1,,,0,0,0) e S;: (x,;°,0,0,t,)

xy°=YLy =|Ly =YLy

;0 =vy[=vay®/c?] = = vyly/c?=| t; = — yuLy/ c?

A distancia entre os dardos no trem (S;) € dada por L; = yLy,.
Usando y=5/4 (v = 3c¢/b) e Ly;= 10 m, obtemos|L;= 12,5 m|.
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Transformagoes de Lorentz: contragcao do espago

Este calculo mostra que no trem a distancia entre os dardos é de 12,5 m. Quando o
trem passa pela estacao, esses 12,5 m aparecem contraidos, para 10 m, quando
observados por Maria. Quando o trem para e volta para a estacao, a distancia entre os
dardos cravados no trem continua a ser 12,5 m, como mostra a figura abaixo. Como
Jodo, no seu referencial, explica esses resultados? Ele justificaria a diferenca entre as
distancias observando que os dois dardos nao atingem o trem simultaneamente. No
referencial S; hd um intervalo de tempo, ndo nulo, entre os eventos a e b, dado por:

AtJ: tJb _tJa: _UVLM/sz _2,5X1O_8\S

\

O sinal negativo indica que no
referencial S; o evento b ocorreu
antes que o evento a@. E importante
notar que um tempo negativo ndo tem
nada demais, ele € apenas o produto
O trem, ao voltar, esta parado em relacao a estagao da nossa escolha arbitraria da origem
dos tempos. O que acontece depois dessa origem € positivo e 0 que acontece antes da
origem € negativo. O sinal indica somente uma ordem relativa dos eventos, nada mais.
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Transformagoes de Lorentz: contracdao do espago

No referencial S, o dardo b ¢ langado e a estacdo se desloca para a esquerda uma dis-
tdncia d; = vAt; - yLyv?/c? (=4,5 m) e, em seguida, o dardo a é langado. Esta
situacdo esta mostrada na figura abaixo. Sabemos que a distancia entre os langadores
de dardos, na estacéo, é L,;. Quando vista do trem, entretanto, esta distancia aparece
contraida, pois a estacao esta em movimento. Assim, Jo&o explica a distancia entre os
dardos no seu referencial (trem) através da soma L; = yL,v?%/c*+ Ly/y= 4,5 + 8,0
= 12,5 m (= yL,,), ou seja, a distancia entre os dardos, no trem, dada por L;, é igual
a distancia entre os langadores, vista do trem, somada a distancia percorrida pela es-
tacao entre os dois eventos. Assim, a explicagcdo de Jodo para os seus 12,5 m contra
0s 10 m de Maria é a seguinte: para ele os 10 m de Maria aparecem contraidos para
8 m. Além disso, os disparos ndo sao simultaneos e a estacao se move 4,5m durante

esse tempo. Aqui fica claro o prin-
- .. = @ cipio da relatividade em agao: 0s
dois observadores sao indistin-
guiveis e qualquer um deles é
capaz de explicar satisfatoria-
mente a relacdo entre os dois
= A L g\tﬁir;tisr’n: p:fagcgzécoadaaprlggrig?a

M . i ey

: ao seu ponto de vista.
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Transformagoes de Lorentz: simultaneidade

Existem dois trens compridos, D e E, ao longo dos quais existem muitos relogios, dis-
postos como mostra a figura. Os reldgios de cada um dos trens estdo sincronizados entre
si, de modo que todos eles sempre apresentam a mesma marcacao do tempo. Os trens
viajam na mesma dire¢cdo mas em sentidos opostos, em uma ferrovia retilinea composta
por dois pares de trilhos paralelos.

lIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII|
QO QO QO

Na regiao onde os trens se cruzam existe uma “ilha” entre os trilnos sobre a qual estéao
dispostas quatro cameras fotograficas, localizadas nos pontos A e B. Os dois pares de
cameras estdo separados por uma distancia L e elas podem ser acionadas simulta-
neamente, no referencial da Terra, pelo interruptor I, equidistante de todas elas. Num
dado instante, as quatro cameras sao acionadas e cada uma delas fotografa o relogio do
trem exatamente em frente a ela. No referencial da Terra, estas quatro fotos séo simulta-
neas por constru¢do. O que queremos verificar € se 0 mesmo acontece nos referen-

ciais dos dois trens.
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Transformagcoes de Lorentz: simultaneidade

Tomando como evento de referéncia as duas fotos feitas no ponto A e lembrando que estamos
tratando com trés referenciais: Terra (Sy), Trem D (Sp) e Trem E (Sy), temos:

Evento A de referéncia: fotos das cameras localizadas em A;
Sy (0,0,0,0); Sp: (0,0,0,0) e Sg: (0,0,0,0)

Evento B: fotos das cameras localizadas em B:
St: (L,0,0,0); Sp: (xp?,0,0,t5°) e Sg: (x52,0,0, t:P)

As coordenadas do evento B em Sy e Sy sdo obtidas através das TL:

. . rp = y[zh — vth] — ZEB =~L
T = Op _
tp =t — (var)/c’] —{tp = —yL/c’
o [l ol
T=SE | 5 g By /21 B _ 2
tg = yltT + (veg)/c”] —|tg = yvl/c

O intervalo de tempo entre as duas fotos no trem D é dado por t,® — t;A = —yvL/c?< 0, 0 que
indica que, neste referencial, a foto em B é anterior a foto em A. Ja no trem E, a fotoem B é
posterior a foto em A, pois B - tA = yuL/¢? > 0. Assim, os eventos simultdneos na Terra,
deixam de sé-lo em outros referenciais que se movem em relacdo a ela. Além disso, estes

resultados mostram que a ordem dos eventos também depende do sinal da velocidade relativa.
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Transformagcoes de Lorentz: simultaneidade

Para termos uma idéia mais concreta, vamos supor que v=0,99¢ e que a distancia entre o0s
pontos A e B, no referencial da Terra seja L = 10 s (¢) = 3x 102 m. Com isso, teremos:

tB — 8 =-210,5s e t5—th =210,5s

Como ja mencionado, ndo ha nada de especial no fato de o primeiro desses intervalos de tempo
ser negativo. Isso significa apenas que t,* > t,® . Se, por exemplo, as fotografias dos dois
relégios em A indicassem, por coincidéncia 10 minutos, as fotos em B mostrariam relégios com
t,8 07,5 minutos e B [113,5 minutos. O que é espantoso nestes resultados, do ponto de vista
da intuicdo classica, € que os eventos sao simultaneos na Terra, mas isto ndo acontece nos
trens. A ordem dos eventos depende do sinal da velocidade relativa entre os referenciais. Este
resultado gera uma duvida perturbadora, como ja haviamos discutido: se a ordem de dois even-
tos pode ser invertida somente pelo fato de invertermos o sentido de nosso caminhar, entéo sera
que a causa de um fendmeno fisico pode virar efeito e o efeito aparecer antes da causa? sso
ndo acontece e a relatividade mantém a nocdo de causalidade! As causas e efeitos sd podem
estar relacionados por trocas de informacgdes que se propagam com velocidades iguais ou
menores que a da luz, impossibilitando, assim, que o efeito preceda a causa, em qualquer
referencial. Neste exemplo que acabamos de discutir, um raio de luz néo viaja o suficientemente
rapido para que as fotos do ponto A possam influenciar as fotos do ponto B, ou seja, as fotos
nos dois pontos ndo tém e ndo podem ter correlagéo direta entre si. Por isso, a simultaneidade
entre elas no referencial da Terra pode ser considerada como uma coincidéncia e que a ordem
dos eventos pode ser alterada por uma mudanca de referencial. Lucy V. C. Assali




Relatividade

Causalidade e inversdao da ordem temporal

Aprendemos que dois eventos simultaneos em um mesmo sistema inercial ndo sao simultaneos
em outro sistema inercial. Sera possivel que os observadores de dois sistemas inerciais, com
velocidade relativa v, cheguem a discordar sobre a ordem temporal em que dois eventos
acontecem? Vamos supor que no sistema S os eventos 1 e 2 tenham coordenadas (x,,t,) €
(2c9,t5), COM £, > ¢,. No sistema S’ o intervalo de tempo entre estes dois eventos é

v Ax
At’:t’Z—t’lzfy(At— . ),comAt:tg—t1>OeAw:w2—x1
C

— Para que a ordem temporal entre os eventos seja invertida, basta que Ax > ¢2At/v, ou
equivalentemente, basta que v > ¢2At/Ax. Por outro lado, como v < ¢ sempre, entdo a inver-
sdo da ordem temporal s6 podera acontecer se|Ax > cAt|: 0s eventos acontecem em pontos
tao distantes entre si que nem sequer a luz poderia sair de um dos pontos e chegar ao outro
evento antes que esse acontecesse.

Sera possivel que um efeito preceda sua propria causa? Vamos imaginar que o evento 1 € a
causa do evento 2. Para isso & necessario que alguma interagéo fisica, com origem no evento
1, propague-se até a posigao x,, atingindo-a antes ou exatamente no instante ¢,. Como nada se
propaga mais rapido do que a luz, € necessario que os eventos 1 e 2 satisfagcam a condigédo

Ax < cAt|. Esta condicdo é exatamente oposta a anterior e a conclusdo é: so seria possivel

inverter a ordem temporal dos eventos que ndo possuissem uma relagéo de causa e efeito.
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Relatividade
O paradoxo dos gémeos

Este raciocinio elaborado, sobre o paradoxo dos gémeos, € bastante famoso. Vamos analisa-lo
do ponto de vista das TL, enunciando: “Duas irmas gémeas, Joana e Maria, moram em SP,
que supomos fixa em um referencial inercial. Um dia elas vao a estagédo de trem e Maria faz uma
viagem de ida e volta a uma cidade R, enquanto Joana a espera em SP. Ap6s o retorno de
Maria, elas notam que Joana havia envelhecido mais do que Maria, devido ao efeito de dilatacdo
do tempo”. O que € aparentemente paradoxal, neste caso, € que Maria parece ter se movido
relativamente a Joana do mesmo modo que Joana moveu-se relativamente a Maria. Ao pensar-
mos assim parece haver uma simetria no problema, que ndo explica porque uma das irmas
possa acabar mais velha do que a outra. A solu¢éo desta aparente contradicéo esta no fato de
perceber que as situagdes das duas irmas nao sao totalmente simétricas, pois Joana permanece
sempre em um referencial inercial (SP), enquanto que o movimento de Maria é acelerado e ela
precisa passar por trés referenciais: SP, trem de ida (SP — R), trem de volta (R — SP), SP.
Vamos supor que as viagens de ida e volta de Maria tenham sido efetuadas em dois trens muito
longos. O trem D se move no sentido SP — R (sistema Sp) e o trem E se move no sentido
R - SP (sistema Sg). Os modulos das velocidades dos dois trens, relativamente a Terra, sdo
iguais a v.
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Relatividade

O paradoxo dos gémeos

A figura abaixo representa a visdo de alguém no referencial da Terra, suposto inercial.

D 5

Vamos tomar as origens espaco-temporais nos trés referenciais como sendo coincidentes e
determinados no instante em que Maria pula da estacdo (SP) no trem D, que esta indo para R:

Evento A de referéncia: Maria pula da estagao para o trem D:
Sy: (0,0,0,0); Sp: (0,0,0,0) e Sg: (0,0,0,0)

Evento B: Chegada de Maria a R, onde ela pula diretamente para o trem de volta, sem
parar na estacdo = Maria muda de trem (D = E):
St: (L,0,0,L./v); Sp: (xpP,0,0,ip8) e Sg: (x£B,0,0, t:P)

Evento C: Maria chega a SP (pula do trem para a estagéo)
ST: (070’072]—1/0)9 SD: (xDC’()’O’tDC) € SE: (xEC’()’O’ tEC)

Lucy V. C. Assali




Relatividade

O paradoxo dos gémeos

As descricdes destes eventos nos referenciais dos trens sdo obtidas através das TL:
Evento B: Maria muda de trem (D = E):

—

zp = 9[or — vty] = 4[L —v(L/v)] —|zp =0

th = [tt — (var)/c*] = 4[L/v — (vL)/c*] —|t] = L/ (yv)

S

=

zp = Y[z% + vtf] = y[L + v(L/v)] —|zp = 2L

tg = [t7 + (var)/c’] = y[L/v + (vL)/c®] —|tg = [(vL)/W)][1 + v*/c”]

=

O resultado x,® = 0 néo é surpresa, ja que Maria, uma vez no trem, sempre ficou parada na
origem do sistema Sy,. O resultado #,B < 2 mostra a dilatacdo do tempo de Maria, quando
observado por Joana. O tempo total de ida da viagem de Maria €

Aty = tp —th = L/(yw) — 0= L/(yv)

Lucy V. C. Assali



Relatividade
O paradoxo dos gémeos
Evento C: Maria chega a SP:

p—

rp = y[at — vtt] = [0 — v(2L/v)] —|ap = —27L

5 = 1ltt — (vag)/c’] = 7[0 — (v/c*)(2L/v)] —|tp = (29L)/v

—

—

vy = Y[zg + vtg] = v[0 + v(2L/v)] —|zg = 2L

g = [t7 + (var) /"] = y[0 + (v/c*)(2L/v)] —|tg = (29L)/v

O resultado x5z = xP ndo é surpresa, ja que Maria, uma vez no trem, sempre ficou parada
na origem do sistema Sy durante a viagem de volta. O tempo total de volta é

MK =15 — 18 = (29L) /v — [(vL)/)][L + v* /@] = /()

Como esperado, Aty = At,,/%. Assim, 0 tempo total para a viagem de Maria, tal como
indicado no seu relogio, €

A = ABF + AP = 2L/ (yv)

Lucy V. C. Assali



Relatividade

O paradoxo dos gémeos
Por outro lado, o tempo total proprio decorrido para Joana, que ficou em SP (Sy) esperando a

Ima, & Aty =2L/v > Any

Como o tempo de vida de uma pessoa € determinado pelo relégio que ela carrega, Joana
ficou, de fato, mais velha do que Maria. Existe, portanto, uma assimetria real e concreta entre
os tempos decorridos nas vidas de Joana e Maria, que se deve ao fato de esta ultima ter
sofrido aceleracdes necessarias para poder sair e voltar para SP. A partir desta viagem,
apesar de viverem felizes, Joana e Maria tiveram que comemorar seus aniversarios em datas
diferentes. Vamos avaliar quais deveriam ser os valores de L e v para que a diferenca de ida-
de entre as duas irmas fosse de um dia, imaginando que a viagem de Maria durou um més no
referencial de Joana. 1 més 12,6 x106s| ATy =(2L)/v =2,6x10° s
ldia 08,6x10*s| Atr;—Aty,=AT;(1-1/y) =8,6x10%s

L10%m e vU0,26¢

Nota: N&o é possivel, no universo em que vivemos, fazer uma viagem que se inicie e termine
no mesmo ponto do espacgo, sem algum tipo de aceleragdo. Em 1971, reldgios atdmicos de
cesio foram colocados em avides, que circunavegaram a Terra nos sentidos horario e anti-
horario. Suas marcacdes foram comparadas com as de relogios estacionarios na Terra e as

diferencas observadas estavam compativeis com as previsdes da teoria da relatividade. ,
Lucy V. C. Assali




Relatividade

O paradoxo dos gémeos: Gradfico espago-tempo

ct

Linha que repre-
senta Maria

Linha que repre-

Linha que represen-
senta Joana

ta um feixe de luz

Nao existe simetria
entre os referenciais de
Maria e de Joana =
nao ha paradoxo
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Transformagoes de Lorentz

Relacoes relativisticas entre velocidades: Obtem-se da diferenciagdo das TL
espacgo-temporais:

dx’ = dx .
dy’ = ~v(dy — vdt) > dy’ = fydt(d—:i — v)
dy)’
dz = dz .
at = (dt — Ldy) —— dt = ~ya(1 — 2D o
; transformagéo inversa:
v = d_y _ Y _m? B vy, + v
voodt 1-2 R
dx’ v /
Ay Ry vp = —
K c® Y (1 + czy)
,dZ V., ,
Ty Gy b=
c )
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Transformagoes de Lorentz

Relacoes relativisticas entre velocidades: Exemplos

1) Maria, no referencial S,;, observa Jodo passando para a direita, com velocidade v = vi .
Pedro também passa por Maria, com velocidade u = wi. Qual a velocidade de Pedro
relativamente a Joao?

Na mecanica classica teriamos: @™ = @} ¢4 — ¢ = (u — v, 0, 0)

Diferentemente da mecanica classica, na relatividade temos:

1—(w)/c2 L g, = (1 —u(;v?;/cTO’O)

Consideremos que, no referencial de Maria, Jodo se move com velocidade v = 3¢/5 T e Pedro
com velocidade u = —4c¢/5 1. Avelocidade de Pedro relativamente a Jodo sera:

Na mecanica classica Na relatividade

Tc 35¢
- (¢ 1= ——.0.0
Ujg ( 5,0,0) uy ( 375 ) )
modulo maior que ¢ modulo menor que ¢

Este exemplo mostra que o calculo relativistico € consistente com o fato de que 0 modulo da ve-

locidade de qualquer corpo tem que ser sempre menor que c.
Lucy V. C. Assali



Transformagoes de Lorentz

Relacoes relativisticas entre velocidades: Exemplos

Z) Jodo esta numa plataforma que se move paralelamente ao eixo x com velocidade v = vi
em relagdo a Maria. Sobre essa plataforma, existe um corpo que se move segundo 0 eixo z,
com velocidade u; em relagdo a Jodo. A figura mostra os movimentos de Maria e do corpo,
vistos por Jodo.

Quais sdo as previsdes classica e relativistica para a

Ty velocidade do corpo relativamente a Maria? Na me-
canica classica temos uy; = (v,0,u), enquanto que na
LAY relatividade, temos que u,; = (v,0,uly). Se adotarmos,
x por exemplo, v = 3¢/5 e u = 4c¢/5, teremos clas-
Su sicamente que wuy; = (3¢/5,0,4¢/5), cujo modulo é
luy | =c e, relativisticamente, u,; = (3¢/5,0,16¢/25),
cujo modulo é |y, | = /481 ¢/v625 [10,88c. Este
exemplo mostra, novamente, que o calculo relativistico é
consistente com o fato de que o mddulo da velocidade

de qualquer corpo tem que ser sempre menor que c.
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Transformagoes de Lorentz

Relagcoes relativisticas entre velocidades: Exemplos

3) A velocidade da /uz: No interior de um trem existe uma fonte de laser, que emite um
feixe horizontal, formando um &ngulo o, com o eixo do trem. A figura mostra o laser e seu feixe,
vistos do referencial do trem. Quando o trem se move com velocidade v, qual € a velocidade da
luz em relacdo ao solo?

17

Neste tipo de questéo, € conveniente pensarmos no feixe de luz emitido pelo laser como sendo
composto por muitos fotons, cada um deles com velocidade ¢y = (c senar, ¢ cosd, 0), no re-
ferencial do trem. A velocidade de cada foton, em relagdo ao solo, deve ser obtida pelas rela-

cOes relativisticas entre velocidades. Assim:

C

x
S

C Sena.

v (1 + vcosa../c)

Yy __
CS—

C COSQL., + U

1 + vcosa.,/c

cg =10

Lucy V. C. Assali



Transformagoes de Lorentz

Relacéoes relativisticas entre velocidades: Exemplos

Para interpretar o resultado, calculemos, inicialmente, o modulo do vetor cg:

esl? = (1 —v?/c?) ¢*sen?ar; + (ccosa, + v)? _ 2
(1 + vcosa, /c)’

Assim, o modulo da velocidade da luz, em relagao ao solo € também igual a ¢, independente
dos valores adotados para v e . Este resultado indica que as regras de adigao de velocidades
obtidas das TL sdo compativeis com o segundo postulado da relatividade, segundo o qual o
modulo da velocidade da luz no vacuo é independente do referencial inercial. E interessante
notar que a dire¢do da velocidade da luz depende do referencial. Para determinar o angulo ag,
entre o feixe de luz e o eixo y, no referencial do solo, escrevemos cq = (c sendg, ¢ cosdg, 0),
e comparamos com as equacdes anteriores:

i csena., Sen.
c§ = csenag = — [senay =
v (1 + v cosa, /c) v (1 4 v cosa.,. /c)
Y CCOSQ, + v COSQip + U
c§ = ccosayy = —> | cosa, =
1 4+ vcosa,./c 1 4+ vcosa,/c

Lucy V. C. Assali



Transformagoes de Lorentz

Relacéoes relativisticas entre velocidades: Exemplos

Utilizando as duas equages anteriores encontramos que o angulo ag, entre o feixe de luz e o
eixo v, no referencial do solo, fica:

o, = arct i
S S v (cosa., +v/c)

Nos casos particulares em que o feixe de luz € paralelo ou antiparalelo a velocidade do trem,
temos que o = 0 e a = 1T e 0s vetores velocidade da luz sdo dados, respectivamente, por
cyr = cg = (0,c,0) e cp = cg = (0,—¢,0). Por outro lado, se o laser é orientado
perpendicularmente ao eixo do trem, teremos o, = TU2 e, portanto, os dois vetores s&o
diferentes, apesar de terem modulos iguais: ¢y = (¢,0,0) e cg = (c/y,v,0).

Lucy V. C. Assali



Transformagoes de Lorentz

Relacoes relativisticas entre velocidades: Exemplos

4) O decaimento do K°: Na fisica das particulas elementares, sdo comuns 0s processos
em que uma particula pode decair em outras. Um desses processos envolve 0 méson K°, sem
carga elétrica, que pode decair em dois mésons pi, com massas iguais, cargas elétricas positiva
e negativa, e denotados por 1t e TT, respectivamente. Esses mésons sdo chamados de kaons e
pions, por simplicidade, e o decaimento é representado simbolicamente por K° — 17T . No
sistema de referéncia S,, em que o kaon esta em repouso, a conservagédo da quantidade de mo-
vimento obriga que as velocidades dos dois pions tenham modulos e dire¢des iguais e sentidos
opostos. Neste sistema, 0 modulo das velocidades pode ser determinado a partir dos dados
experimentais como sendo u, = 0,83c. Vamos supor que as trajetorias dos pions estejam conti-
das no plano yz e que o angulo entre a velocidade do 1T e 0 eixo y seja o, como mostra a
figura. Assim, as velocidades dos pions, nesse referencial, sdo Az

oF _
w,” = (0, u, cosa_, u, senq,) T[*/ur+

-

w, = (0, —u, cosa, , — u, sen, ) Ao
r
Em geral, os kaons n&o estdo em repouso no sistema do laboratorio 4{"5};@_,
y

(S,). Por isso, neste exemplo, desejamos determinar as velocidades
dos pions em um sistema onde o kaon tem velocidade v paralela a /
diregéo . Assim, v é a velocidade relativa entre os sistemas S, e S,.
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Transformagoes de Lorentz

Relacoes relativisticas entre velocidades: Exemplos
Podemos, entdo, escrever as velocidades dos pions no sistema do laboratério através das

relacbes: | | 0 ot — _ Urcoso, + v n
Up, = Up, = 2 U
@ v 14 wvu,cosa, /c :

— 0 - — Uy COSQL, + U N
u, = u, = u
¢ % 1 —wupcosa /2 F

z

U SENCY,
v (1 + vu, cosa./c?)

— Uy Sena,

v (1 — vu, cosa_/c?)

Estes resultados determinam w,*e u,~, em fungéo dos dados «, e a.., e indicam que, em ge-
ral, os dois pions terdo velocidades diferentes em modulo e orientagdo no referencial do labo-
ratorio, como mostra a figura abaixo. Para termos uma imagem mais concreta desses resulta-
dos, vamos considerar a situagao particular onde a, = 0, que corresponde a

AZ Uyr + VU
i =10 d 0
e (’14—71,741/627 )
[;ﬁ./u'2+ Up — V
"""" ﬁg— — (07 1 2 Y O)
4%_; — Uy U/C
Tr“‘k%_ Utilizando «, = 0,83c e supondo v = 0,5¢, temos:

i,” = (0;0,94c;0)

e iU, =(0;0,56¢;0)
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Transformagoes de Lorentz

Relacoes relativisticas entre velocidades: Exemplos
Por outro lado, se a, = 172, obtemos: ;" = (0,v,u./7)

ﬁé_ — (Oa v, — uT’/’Y)
onde, utilizando «,. = 0,83c e supondo v = 0,5c¢, temos:
i,” = (0;0,5¢;0,72¢) e i, = (0;0,5¢;—0,72c)

5) O decaimento do 77: Um méson pi, neutro, representado por T, pode decair em dois
fétons, num processo representado por T — yy. Quando 1, que se move com velocidade v,
paralela ao eixo y, em relagédo ao sistema do laboratorio S, decai, qual o intervalo de angulos
possiveis entre as dire¢cbes dos dois fotons? Para resolver este problema, € conveniente
raciocinar, inicialmente, no referencial S,, onde o T estd em repouso. Neste referencial, a
quantidade de movimento do pion € nula e os fotons devem ter velocidades opostas, como no

exemplo anterior. Assim, temos que 4=
w/ e
=a
¢t = (0,ccosa., , csenc,)

L 0 >
c? = (0, — ccosa,, — csena, ) {‘:\:‘z y
Vo

c,?
Lucy V. C. Assali




Transformagoes de Lorentz

Relacoes relativisticas entre velocidades: Exemplos
Assim, usando as TL para as velocidades, podemos obter os vetores velocidade dos fétons no

sistema do laboratorio:
—a CCOsSQ, + U Csena
C — ) Y
¢ ( 1 4+ v cosa, /c 7(1+vcosozr/c)>
b — CCosx, + v — csenaq,
Ce — O, s
1 —wvcosa, /¢ v (1 —wvcosa /c)

O angulo 6, entre os dois fotons, no laboratorio, € obtido pelo produto escalar desses vetores:

—14+v?/c?
1 — v? cos?qy. /c?

17 Sa | 2b 2
Cp - ¢y = c“ costly = costly =

Como 0 < cos?0, <1, entdo —1 < cosB, < —(1-v?/c?). Os angulos
possiveis, no sistema do laboratorio S,, estdo contidos no intervalo
n< 9, < 6,m, onde 6,™" = arcos[—1+v?/c?]. Assim, B,™n >Ty/2, ja
que 0 seu cosseno € negativo. Entretanto, quando a velocidade do Tt
é muito alta, ligeiramente inferior a ¢, 8,™» - TY2.
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Relatividade: O Efeito Doppler da Luz

Um efeito bastante importante da dilatacdo do tempo é um deslocamento no valor da frequéncia
da onda luminosa emitida por atomos em repouso em relagdo aquela emitida por atomos em
movimento. Este fendmeno, conhecido como efeito Doppler, foi introduzido quando estudamos
ondas sonoras, onde 0 movimento da fonte em relagdo ao meio de propagacao da onda pode
ser distinguido do movimento do observador com respeito ao meio. No entanto, no caso da luz,
como ela ndo necessita de um meio para se propagar e em qualquer referencial sua velocidade
é ¢, ndo podemos distinguir se 0 movimento é da fonte ou do observador. Assim, se a velo-
cidade relativa entre a fonte de luz e o observador é v, a frequéncia medida pelo observador é:

B \/ 1w / C sinais superiores: aproximagao = V. cervador = Vionte
Ufonte

1% = o
observador \/1 Tu/c sinais inferiores:  afastamento = Vyenagor < Vionte

v o .
frequéncia da fonte no referencial em repouso

O mais espetacular uso do efeito Doppler relativistico € a medida nos deslocamentos da
frequéncia da luz emitida por objetos astronémicos, tais como uma galaxia. Linhas espectrais
encontradas na regido extrema do ultra-violeta para galaxias em repouso em relagao a Terra sdo
deslocadas = 100 nm para a regido do vermelho (red shift) para galaxias distantes, mostrando
que elas estdo se afastando da Terra. Hubble fez inUmeras medidas deste red shift para confir-
mar que a maioria das galaxias estéo se afastando, indicando que o Universo esta se expan-

dindo. Lucy V. C. Assali



Dinamica: Momento Linear

Para que a Lei de Conservacdo do Momento Linear possa ser mantida na Teoria da
Relatividade, devemos modificar o conceito classico de massa. A massa de um objeto é
dependente de sua velocidade z, ou seja, m=m(u), de modo que

mo

mo = massa classica (repouso)
\/ 1 —u? / c2 m —> massa relativistica

T =

Quando u/c — 0temos que m — my,

A m(u)
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Dinamica: Momento Linear

A expressao para o momento linear, na relatividade, é:

]

—_ — mo
Pa = Tl = A7y e
mo

Pz = Mty = 7= 2= Yy — =) u:\/u§+u§+u§

— — mao
— MUy — —F7——U

—

A massa de repouso de um elétron € 9,11 x 10-31 kg. Se sua velocidade é 0,75c¢, encontre
seu momento linear e compare com o valor classico.

mg (9,11 x 107°1)(0,75 x 3,0 x 10%) 3.1 % 10 2 kgm /s

T i@/ /1 (0,75) N

p=mou= (9,11 x 107°")(0,75 x 3,0 x 10%) = 2,0 x 10 *kgm/s

p

50% maior que
0 classico
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Dinamica: For¢a e Energia Cinética
A Segunda lei de Newton deve, agora, ser generalizada para
ﬁ B d_ﬁ’ . d moﬁ
_dt_dt \/1—u2/02

Com isso, podemos calcular a energia cinética de uma particula, pois sabemos que ela é igual
ao trabalho realizado por uma for¢ga ao aumentar a velocidade da particula de zero para um
valor . Vamos nos limitar ao movimento da particula a uma dimensao (x) e temos, na

relatividade: s ; .
E. = /U_O Fdo = /E(mu)dx - /az(mu)a _
= f(m du + udm)u = /u_u(mudu + u*dm)
o ~ m e u S30 variaveis
m = i TZZ/C2 = | mict —miuf = m% ¢

\vamos diferenciar esta equagéo
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Dinamica: For¢a e Energia Cinética

2m c? dm — m? 2udu — u? 2mdm = 0 =|mu du + u? dm = > dm

U=u m=m
E. = / (mudu + u*dm) = / ¢ dm = mc® — moc®
u=0

m=1ro

1
E. = moc? —1
Ny

Tomando £ = mc?, chamada de energia total da particula, podemos escrever

E=my,*+ E,

N,

energia de repouso da particula

Note que quando u/c — 1 a energia cinética da particula tende ao infinito, significando que é
necessario realizar uma quantidade infinita de trabalho, sobre a particula, para que ela alcance a
velocidade da luz (velocidade limite). Podemos, também, escrever que
Ec = (m - mO)C2
mostrando que a variagao da energia cinética da particula esta relacionada com a variagéo de
sua massa (inercial).
Lucy V. C. Assali



Dinamica: Energia e momento

A relacdo entre £ e p pode ser derivada a partir da expressdo do momento:

2 u? 2 u?
, m2 u? p2 M0 (6—2) p?2 Mo (C—2 +1— 1)
p — 5 — —2 — 5 — —2 — 3
1 — ¥ C 1 — ¥ 1 — ¥
c? c? c?

:>— _ — =

2
2 mo —“—2) P2 (E)Q ,

Emc—

E.+ m062 2 _ m062 2= F?2 + 2Ecm062
A C

(Energia de repouso)?
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Relatividade Restrita

Exemplos :

7)) Um evento ocorre no sistema de referéncia S em x = 40,0 m, y = z = 0, no intervalo
de tempo ¢ = 1078s. O sistema de referéncia S’ se descola com velocidade v =0,8¢ em
relacdo a S, na direcao x. Ache as coordenadas espaco-tempo, do evento, em S’

sabendo que os dois referenciais tém eixos paralelos entre si.

1 1 5)
= 7= = = -
/1_1;_3 V1-1(0,8)2% 3
Yy =yez =2
/ 5 —8 5 ~
=~z —vt) = 5(40,0—0,80>< 10 )25(40,0—2,4):62,7 m
t' =t — C%ZU) - g [10_8_ (32’f08)40,01 = 1,61 x 1078 s
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Relatividade Restrita

Z2) O periodo de um péndulo é medido ser 3,0 s no referencial do péndulo. Qual é o periodo
quando medido por um observador que se move com velocidade 0,95¢ em relagédo ao péndulo?

Vamos assumir que quem esta em movimento € o péndulo:

1
Aty =3,0s = At =vyATr, = 0.0 3,():9,65

Um péndulo em movimento demora mais para completar 0 penodo do que um em repouso.

7) Duas espaconaves A e B, observadas da Terra, se movem em sentidos opostos, onde a
velocidade da nave A é 0,75¢ e da B é 0,85¢. Qual a velocidade da nave B quando observada
pelos tripulantes da nave A?

=
~

f S S’(ligado & A) VVamos fixar a nave A no referencial
0.750¢ 3800 S, cuja velocidade v, em relago a
S (Terra) € 0,75c. Assim, a
SR ~ velocidade de B em relagdo a A
fica:
0] x 04 x’ B
B _ Ug — v _ —0,85¢c — 0, 75¢ 0 98¢
S’ vBy (—0,85¢)(0,75¢) ’
— _.S_ 1 — =
C
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