Controle Otimo - Aula 1 (Prova do Algoritmo da
PD e Exemplo 1)

Adriano Almeida Gongalves Siqueira e Marco H. Terra

Algoritmo da Programacdo Dinamica:

Para cada condicdo inicial xy, 0 custo 6timo J* (z,) do problema basico & igual a Jy (z), 0 Gltimo
passo do seguinte algoritmo que evolui de modo reverso no tempo de N — 1 até 0 :

o Passo N:
In (zn) == gn (TN)

para todo zy € Sy
o Passo k:

i (1) = Ming, cv, @)\ Bwr L9 Ty Ui, W) + Jpgr (fr (T, up, wy)) }}, k=N-—1,...,0

o Passo 0:
J* ($0) = JQ (ZL‘Q)

o Se uj = uj(xx) minimiza o lado direito da equacdo do passo k, a politica 7* = {ug, 5, ..., Wh_1} €
otima

Prova:

(I) Notacdo:

Para qualquer politica admissivel = = {uo, 1, ..., tn_1} € para cada k = 0,1,...., N — 1 denote:

Politicas de controle admissiveis do instante & ao instante final V:

Trk = {:uka M1, -0y /*LN—I}
Distlrbios do instante k& ao instante final NV:
dk = {wk7 W41, -5 wN—l}

Custo 6timo para o problema que comecga no estado x; =X; no instante k£ e termina no instante /V:

T (Tk) = mings Eg {QN (zn) + Z_ 9i (@i, pi () f%)}

i=k
Custo 6timo para o problema que comecga no estado x no instante final V:
Iy (@n) = gn (zn)

(1) As funcbes de custo oOtimas .J; sdo exatamente as fungdes .J, computadas pelo Algoritmo da
Programacgdo Dinamica para todo k.

Prova por inducdo: A hip6tese de inducdo vale para IV:



Segue pelas defini¢bes que J3 = gy = Jn.
Suponha que a hipotese de inducdo valha para k + 1, ou seja, suponha que a fungdo custo otima J;/

seja dada exatamente pela funcdo J,.; computada pelo Algoritmo da Programacdo Dindmica, ou seja,
temos

Ji1 (@rg1) = Jig1 (Tp41), para todo zj41 € Spqn
Vamos mostrar que a hipotese é valida para k:

Fixe 7, € Sy, e note que ©* = {p, 7"} e d* = {wy, d**'}. Temos por definicdo:

Jp (xy) :=ming. Eq, {gN (xn) + i gi (@i, p (24) ,wi)}

i—k
N-1

=Mang,, +1y B, a1} {gk (T, o (T3) s wi) + gn (TN) + Z Gi (4, i (5) ,’w@')}
i=kt1

Sendo a distribui¢do de w), independente da distribuicdo de d**! := {wy 1, ..., wN_1},

g (ox)+ 3 s (oo s () ,w»] }

Ji (wr) = ming,, ki) By, {gk (ke oo (T1) s wi) + Egea
i=k+1

Como o termo gy (zx, ux (z1) , wx) N30 depende da politica de controle futura %1

o o)+ 3 g o s 1) ,w»] }

Jp (x) = min,, Ey, {gk (@k, o (Tk) , Wi) + MAN 1 Egeta
i=k+1

Segue da defini¢do do custo 6timo a partir do instante £ + 1 que

‘]lj ('rk) = mianEwk {gk (:L‘kv Hk (:L‘k) 7w/€) + JljJrl (fk (l’k, Kk (xk) >wk))}
Sendo vélida a hipotese para k + 1

Ji (x) = ming, B, {9k (0r, i (21) , we) + Jrga (fr (Ths px (1), W) }
Sendo x;, fixo, variar a funcdo: puy : Sk — Uk (), T — uj € 0 Mesmo que variar uy, assim,

Jp (k) =minu, cu () B, {96 (@, w, W) + i (fe (T, ue, wi)) }
:Jk (:L‘k) D

Exemplol: Problema de Rota de Avido com gasto minimo de combustivel [Lewis p.294, ex 4.1-1]

Um avido pode voar da esquerda para a direita ao longo dos caminhos mostrados na figura 1.

As intercecgdes a,b,c,... representam cidades. Os nimeros representam o combustivel requerido para
completar cada caminho (custo para cada instante g, (z, ux)). A cada instante k£ pode-se decidir movimentar-
se para 0 proximo estagio k£ + 1 indo para cima (u; = +1), ou indo para baixo (u, = —1).



S, S, S, S, S,

1 3 X
@
\K@ /
g (xy=a,u—+1)=3
gz(i2=a,ﬁz=-1):1 an(xn)=g4(x,)=0
Fig. 1. Problema de Rota Otima.

O problema é determinar o caminho que o avido deve percorrer partindo de a e chegando a i com gasto
minimo de combustivel.

Vamos colocar o problema na forma padrdo ([B95]p.10)

1) O estado corrente & 0 nd onde estamos fazendo a decisdo corrente. Assim, o estado inicial & = = a.
No instante £k = 1, o estado pode ser xr;1 = b ou z; = d. Pela figura, o espaco de estados para cada
instante k£ é dado por

So = {a}, Si = {b,d}, 2= {e.e.g}, S5 = {f.h}, i = {i}

2) A variavel de decisdo (controle) u, a ser selecionada no instante i pertence ao espaco C) =
{+1,-1}.

Note que o controle u; € retringido a tomar valores em um sub-conjunto Uy (zx) C C} que depende
do instante £ e do valor corrente do estado x;. Por exemplo, para £ = 2, x5 = c e assim, temos
U2 (33'2 = C) = {—1} C Cl = {+1, —1}

3) O sistema dindmico zy.1 = fx (zx,ux) pode ser dado de forma tabular pelos dados contidos na
figura (por exemplo, € evidente que x, = ¢ quando x; = b e u; = +1).

4) O custo a cada instante gy (xy,uy) pode ser dado de forma tabular pelos dados contidos na figura
(por exemplo, & evidente que go (x2 = b,us = 1) = 2).

Podemos determinar a rota 6tima de xqg = a para xy = ¢ fazendo-se comparacdes com todos o0s
possiveis caminhos v = (uo, ..., uy_1) de o = a para xy = i conforme a expressao:

N-1

k=0
A solucdo por este procedimento requer um grande nimero de célculos.

Baseados no principio de otimalidade de Bellman, vamos aplicar o algoritmo da Programac¢do Dinamica
para reduzir o namero de calculos necessarios (por restringir o nimero de decises a serem tomadas).



Comece com k= N = 4.
Nenhuma decis@o é necessaria aqui. Assim, Jy (x4 =) = g4 (4 =) = 0.
Agora decremente k.
k=N-1=3
O espaco de estados é S3 = {f, h}.
Se x3 = f 0 custo 6timo é
Js (w3 = [) =ming,cv,@s=p {93 (x5 = frus) + Ja (f3 (x5 = f,us3))}

=g3 (r3 = f,us =—-1) =4
e a lei de controle 6timo &

w3 (v3 = f) =arg{min.,cv,(es=p) 193 (3 = fouz) + Ju (fs (23 = f,uz))}} = —1
Se x3 = h 0 custo 6timo é

Js (x5 =h) meugeUg(xgzh){g:s (w3 = hyus) + Jy (f5 (w3 = h,usz))}
=33 (.1'3 = h,U3 = —1) =4

e a lei de controle 0timo é pj (z3 = h) = 1.
Assim, a fungdo J; : S; — R, e a lei de controle admissivel p5 : S5 — C'3 sdo dados pela tabela

w3 | Js(x3) | ps (x3)
71 1
h |2 +1

Agora decremente k.

k=2
O espaco de estados é Sy = {c, e, g}.

Se 25 = ¢ 0 custo 6timo é

Jo (T2 = ¢) =MiNy,cv,(ay=c) 192 (T2 = ¢, u2) + J3 (f2 (22 = ¢, uz))}
:gg(l'g :C,U2:—1>+J3(f) :3+4:7

e a lei de controle 6timo é p} (zo = ¢) = —1.

Se 25 = e 0 custo 6timo €



Ja (22 = €) =Minuycty(za=e)192 (T2 = €,uz) + J3 (fo (12 = €, u2)) }
=min{gs (r2 = e,us = 1) + J5 (fa (2 = e,uy = 1)),
g2 (xy = e ug = —=1) + J5 (fa (xg = e,uy = —1))}
=min{gs (ra = e,us = 1) + J3(f), g2 (2 = e,us = —1) + J5 (h)}
=min{3+4,2+2} =4

e a lei de controle 6timo é u3 (zo =€) = —1.
Se x5, = ¢ 0 custo 6timo é

JQ (l‘2 - g) :minmEUQ(m:g){g? (:EQ =9, u2) + J3 (f2 (xQ =9, UQ))}
:gg(l'g = g,Uy = 1)+J3(h) :4+2:6

e a lei de controle 6timo é uj (z9 = g) = +1.

Assim, a fungdo J, : So — R, e a lei de controle admissivel u3 : Sy — Cy sdo dados pela tabela

Ty | Jo(2) | 3 (w2)
c 7 —1
e 4 -1
g |6 1

Agora decremente .
k=1
O espaco de estados é S, = {b, d}.

Se z; = b 0 custo 6timo é

Ji (21 = b) =ming, ev, (=591 (1 = bur) + Jo (f1 (x1 = b,u1))}
=min{g (r1 = b,us = 1)+ Jo (f1 (xr1 = b,u; = 1)),
g1 (z1 =b,uy = —=1)+ Jo (f1 (z1 = b,u; = —1))}
=min{g (r1 =b,uy =1)+ Jo(¢), 01 (x1 =b,u; = =1) + Jr (e)}
=min{2+7,1+4} =5

e a lei de controle 6timo é u} (x; =b) = —1.
Se z; = d o custo 6timo é
Ji (21 = d) =ming, cu, (@ =191 (11 = d,ur) + J2 (fi (21 = d,w1))}

=min{g) (z1 = d,u; =1)+ Jo(€), g1 (x1 =d,uy = —1) + J2(9)}
=min{3+4,2+6} =7

e a lei de controle 6timo & y; (xq = d) = +1.

Assim, a fungdo J; : S; — R, e a lei de controle admissivel uj : S; — C) sdo dados pela tabela



w1 | Ji(z) | g (71)
b 5 —1
d |7 +1

Agora decremente k.

k=20
O espaco de estados é Sy = {a}.
O custo 6timo é
Jo (w0 = @) =miny,cvy(zo=a) {190 (o = a,uo) + J1 (fo (ro = a,ug))}

=min{go (vo = a,up = 1)+ J1 (b) , go (o = a,up = —1) + J1 (d)}
=min{3+5,1+7} =8

e a lei de controle 6timo ndo & Unica e podemos fazer ' (xg =a) = +1 ou pi? (rg = a) = —1.
Assim, pelo algoritmo da programagdo dindmica chegamos a solucdo 6tima do problema original
J (zg=a) = Jy(xog=a) =8

e temos duas politicas (leis de realimentacdo) 6timas

T = { st s 1, 5}

Em particular, percorrendo a partir de =, = a pela politica 6tima obtemos um sinal de controle 6timo
em malha aberta e a correspondente trajetoria 6tima

ut = (uh, e uoy) = (ug, ui,us, ul) = (+1, -1, —1,+1)

x* = (a,b, e, h,i)

Para o outro sinal de controle 6timo em malha aberta e a correspondente trajetoria 6tima

U* = (US,UT,U;U;) = (_17+17 _17+1)

¥ = (a,d,e, h,i)



