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Diagrama de Blocos

Estrutura basica de um sistema realimentado

distarbio

N
referéncia €O

controlador

planta

saida

SENnsor
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Modelagem de Sistemas

Considere o seguinte sistema mecanico:

r
K
AAAA "
M —
_
_ |
B @) ®
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Modelagem de Sistemas

Equagdo do movimento

Mx(t) + Bx(t) + Kx(t) = u(t)

sendo M a massa, B a constante do amortecedor, K a constante
de rigidez da mola.

Condigdes iniciais nulas: x(0) =0 e x(0) =0
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Modelagem de Sistemas

Transformada de Laplace

@ Varidvel complexa
s=0+jw

e Transformada de Laplace de uma fungdo f(t)

CIF(E)] = F(s) = / F(t)etdt
0
@ Propriedade da Diferenciacao

L[f] = sF(s) — £(0)
L[f] = s>F(s) — sf(0) — £(0)
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Modelagem de Sistemas

Aplicando a propriedade da diferenciag3o:
Ms?X(s) 4+ BsX(s) + KX(s) = U(s)

Func3o de Transferéncia:

T M2+ Bs+ K
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Modelagem de Sistemas

Func3o de Transferéncia:

~6(5) =)

()
=K1 m)

z;: zeros de G(s)
pi: polos de G(s)

Estabilidade: parte real dos polos negativa — Re(p;) < 0
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Modelagem de Sistemas - Espaco de Estados

@ Forma de representacdo de sistemas dindmicos

@ Modelos mais complexos (MIMO - Multiple Input Multiple
Output)

@ Vetores e matrizes

e Conecta varidveis internas (espagos) com varidveis externas
(entradas e saidas)
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Modelagem de Sistemas-Espaco de Estados

Mx + Bx + Kx =u
y =X
Varidveis de estado
X1 =X

Xo =X

).<1 =X = X2
B K 1

Xo =X=——Xo— —X1+ —U

M M M
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Modelagem de Sistemas-Espaco de Estados

Na forma matricial
X 0 1 X: 0
a1 BllR] ]
2 M M x2 M

Saida (posi¢do):

Na forma matricial
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Modelagem de Sistemas-Espaco de Estados

x =Ax + Bu
y =Cx+ Du
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Espaco de Estados

@ Exemplo D #0

e Saida (aceleragdo):

L B K +1
y=x2= MX2 MXl MU

o Na forma matricial: y = Cx + Du

c=(- -&). D

gw
I
g
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Modelagem de Sistemas-Espaco de Estados

De Espaco de Estados para Funcdo de Transferéncia

G(s)=C(sl—A)'B+D

Exemplo
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Diagrama de Blocos

Diagrama de blocos bdsico

Gyls)
r + e u * v
(- K(s) G(s) — —
Y
MNE
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Reposta no Tempo - Desempenho

@ Func¢do de Transferéncia
@ Sistema de Primeira Ordem
@ Sistema de Segunda Ordem

@ Especificacdes de Desempenho
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Funcdo de Transferéncia

V() ooy _bls)
0s) ~ =3
I ()
) =K1

z;: zeros de G(s)
pi: pélos de G(s)
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Funcao Impulso Unitario

@ Funcao pulso com area unitdria:

F(t) = i se0<t<ty
0 set<0,t>1t

e Se tg — 0, temos o impulso unitario ou delta de Dirac,
d(t). Propriedades:

/OO S(t)dt =1 e /Oo F(r)o(t — 7)dr = £(1)

—00 —0o0
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Funcao Degrau Unitario

@ Funcao Degrau Unitdrio:

0 set<O
u(t) =

1 set>0
A
0.81
. 0.61
:( 0.4r
0.2r
0

0% 0 5
t(s)
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Sistema de primeira ordem

@ Sistema de primeira ordem padr3o:
y(t) +oy(t) = u(t)

@ Funcdo de Transferéncia:

G(s)

:s+a
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Sistema de primeira ordem

Pélo: p=—0

Resposta ao impulso unitario:

y(t) =e"

Se 0 > 0, pdlo no SPE (p < 0) = estavel
Se 0 < 0, pdlo no SPR (p > 0) = instavel
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Sistema de primeira ordem

e Constante de tempo:

Q|-

@ Instante em que a resposta é % vezes o valor inicial.
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Resposta ao impulso unitédrio: o =1

Resposta ao Impulso Unitario
l T T T T T

0.9r E

0.8 ¥ i

0
0 05 1=1 15
Tempo [s]
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Resposta ao impulso unitério

(@]

15
Tempo [g]
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Resposta ao degrau unitario

@ Funcido de Transferéncia:

1 1/o 1/o
Y& = )T s T sro

@ Resposta:
1
t)== 1_ —ot
y(t)= (1-e )
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Resposta ao degrau unitario: 0 =1

1t i
0.8f i
1-1/e =0,632

Sapf- === i ©
= 0.6f R

0.4 E
0.2r E
0 1 1 1 1 1 1 1

0 0.5 1 15 2 25 3

Tempo [s]

35 4
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Sistema de segunda ordem

@ Sistema de segunda ordem padrdo:
Y(£) + 2wny(t) + way(t) = Krwjul(t)

@ w,: freqiiéncia natural ndo amortecida (rad/s)
@ (: fator de amortecimento

@ Kg: ganho de regime
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Sistema de segunda ordem

@ Funcdo de Transferéncia:

2
Krws

T2t 2Cwps + w?

G(s)

@ Equacdo Caracteristica:

s> +2Cwns+w% =0
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Sistema de segunda ordem

o Pdlos:
p = —Cwn F wp (\/ 1 _<2).j
o Casos:
e ¢ =0, sistema n3o amortecido
e 0 < ( <1, sistema subamortecido
e ( =1, sistema criticamente amortecido
e ( > 1, sistema sobreamortecido
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Sistema n3o amortecido (¢ = 0)

e Pdlos: p = Fwnj

@ Funcdo de Transferéncia:

@ Resposta ao impulso unitério:

y(t) = Krwpsen(wpt)
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Sistema subamortecido (0 < ¢ < 1)

@ Pdlos:
p = —Cwn + wqj

com wy = wp(+/1 — ¢?), freqiiéncia natural amortecida.

@ Func¢do de Transferéncia:

G(S): (s+<—wn)2+w(21
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Sistema subamortecido (0 < ¢ < 1)

@ Resposta ao impulso unitario:

Krwn

/i-@

e “ntsen(wyt)

y(t) =
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Sistema criticamente amortecido ({ = 1)

@ Pdlos: p = —wp

@ Funcdo de Transferéncia:

@ Resposta ao impulso unitério:

y(t) = Kpw?te wrt
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Sistema sobreamortecido (¢ > 1)

@ Pdlos:

p=—Cwntwn/C2—1

@ Funcido de Transferéncia:

KR(U,%

(5+Cwn+wn\/cz_1)(5+Cwn_wn\/C2_1)

G(s) =
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Sistema sobreamortecido (¢ > 1)

@ Resposta ao impulso unitdrio:

y(t) = —(C+\/C2 Dwnt
2\/§2
+ Me—(c—\/@—nwnt
2,/(2 -1
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Resposta ao impulso unitario: w, =1, Kg =1

Resposta ao Impulso Unitario

y(©)

Tempo [s]
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Resposta ao degrau unitario

@ Func¢do de Transferéncia:

n

s [(s + Cwn)? + w3]

Y(s) =

@ Sistema subamortecido (0 < ¢ < 1):

y(t) =Kr

1 — e wnt (cos(wdt) +

\/1<7<25en(wd t))]
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Resposta ao degrau unitario

@ Sistema ndo amortecido (¢ = 0):

y(t) = Kr[1 — cos(wnt)]

e Sistema criticamente amortecido (¢ = 1):

y(t) = Kg[1l — e (1 + wpyt)]
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Resposta ao degrau unitario

@ Sistema sobreamortecido ({ > 1):

1 N Wh (e—51t B e—52t>
2y/¢?2—-1\ s 5

sendo s1 = (( + /(2 — 1w, e
52:(6_ ng_l)wn

y(t) = Kr
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Resposta ao degrau unitdrio: w, =1, Kp =1

Resposta ao Degrau Unitario

2t £=0 1
£=03
£=05
15} :
£=07
St
&=1
05} .
£=13
O -
0 2 4 6 8 10
Tempo [s]
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Resposta ao degrau unitdrio: ( = 0.5, Kr =1

Resposta ao Degrau Unitario

y(®)

4 6
Tempo [s]
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Especificacoes de desempenho

Entrada degrau unitdrio para um sistema de segunda ordem:

@ Tempo de subida
@ Sobre-sinal maximo
@ Instante de pico

@ Tempo de acomodacao

Especificacoes em termos de { e wp,
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Especificacoes de desempenho

Tempo de subida (t,): tempo necessario para a resposta alcangar
pela primeira vez o valor de regime.

y(®)

0 2 4 6 8 10
Tempo [s]
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Especificacoes de desempenho

Para sistemas subamortecidos

t 1 tan~1 ( wd >

= ——tan

' wn(v/1=¢?) —Cwn

Para t, ser pequeno, w, deve ser grande e ( préximo a zero.
Aproximacdo (de y = 0,1Kr a y = 0,9KR):

18

Wn

tr
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Especificacoes de desempenho

Sobre-sinal maximo (M,): valor maximo da resposta medido a
partir do valor de regime.

1.4f 3

1.2

0.8

y(®)

0.6

0.4

0.2

Tempo [s]
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Especificacoes de desempenho

Para sistemas subamortecidos

M, = e (C/VI=0)m

Sobre-sinal maximo percentual: e~ (¢/V1=¢)7 » 100%

Para M, ser pequeno, ¢ deve ser préximo da unidade
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Especificacoes de desempenho

Instante de pico (t,): tempo necessario para a resposta alcangar
o primeiro pico de sobre-sinal.

y(t)

Tempo [s]
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Especificacoes de desempenho

Para sistemas subamortecidos

™ ™
tp =—=

Wd /11— C%wp

t, corresponde a meio ciclo da freqiiéncia de oscilagdo amortecida
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Especificacoes de desempenho

Tempo de acomodacgdo (t;): tempo necessario para a curva

permanecer dentro de uma faixa em torno do valor de regime

y(t)
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Especificacoes de desempenho

Para sistemas subamortecidos:

Critério de 1%: &, = £2
Critério de 2%: = Q‘:n
Critério de 5%: . Czn
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Especificacoes de desempenho

Exemplo: Encotre a regido no plano s para os pdlos de uma funcdo
de transferéncia cuja responta apresente:

0t <0,6s
o M, <10%
@ t; <1,6s para 2%
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Diagrama de Blocos

@ Relagdes de produto e soma

Y(s) = Ga(s)Gi(s)U(s)
Y(s) = (G1(s) + Ga(s)) U(s)

Bt Gy Gy 2
U(S) G] (S) + Y(S)
Gz(s)
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Diagrama de Blocos

@ Funcio de transferéncia de malha fechada

Ul(S) = R(S) - Y2(S)

Ya(s) = Ga(s) Ya(s),

Yl(S) = Gl(S) Ul(S)
Gl(S)

R(s) ~ 1+ Gi(s)Ga(s)

Yi(s)

Yi(s)
R U
) _ 1(s) G] (S)
Y
D Gys)
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Lugar das Raizes

@ Funcdo de Transferéncia de Malha Aberta

z;: zeros de G(s)

pi: polos de G(s)
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Lugar das Raizes

e Fun¢do de Transferéncia de Malha Fechada (Ganho
Proporcional)

Y(s)  KG(s)

R(s) 1+ KG(s)

T(s) =

@ Equacdo caracteristica

14+ KG(s)=0
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Lugar das Raizes

@ Definicao:

Lugar geométrico no plano complexo das raizes da equacao
caracteristica 1 + KG(s) = 0 quando se varia o ganho K de 0
a 0.
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Lugar das Raizes

@ Exemplo
1
G =
() s(s+1)
@ Equagdo caracteristica
1+KG(s) =0
245+ K=0
1 V1-4K
s =5 + —
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Lugar das Raizes

o Equacio caracteristica

1+KG(s) =0
LK =0
a(s)+Kb(s) =0

@ Outra forma

G(s) =~
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Lugar das Raizes

G(s) = —%

@ K real positivo = G(s) real negativo:

fase de G(s) =180° = ZG(s) = 180°

@ K real negativo = ZG(s) =0°
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Lugar das Raizes

@ Nova definicio:

Lugar geométrico no plano complexo onde a fase de G(s) é
180° (£G(s) = 180°).

Exemplo:
s+1

s+2)2+4](s+5)

)=
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Lugar das Raizes

e Exemplo para a constru¢do do Lugar das Raizes (LR)

1 1
s+4)24+16]  s(s+4+4))(s+4—4j)

)=

@ Passo 1: Plotar no plano complexo os pélos (x) e zeros (o)

de G(s)
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Lugar das Raizes

@ Passo 2: Determinar o LR sobre o eixo real

Se o nimero de pdlos e zeros a direita de sy é impar, entio sp
pertence ao LR
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Lugar das Raizes

@ Passo 3: Desenhar as assintotas do LR para K — oo

G(s) = —% ~ G(s)=0

@ Primeiro caso: o LR tende para os zeros

b(s)=0
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Lugar das Raizes

@ Segundo caso: o LR tende para o infinito
@ Quandon>me s —

m m—1
KS + bis + +bm:0
s"+as" 4+ a,

@ Aproximado por
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Lugar das Raizes

° Angulo das assintotas

180° °(l -1
¢/: +360( )7 I:1727”'7n_m
n—m

@ Ponto de cruzamento das assintotas, «

Sl pi— ijzl Zj

n—m
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Lugar das Raizes

@ Passo 4: Determinar angulo de partida do pédlo k

Ge=Y Wbj— >, & —180°
j=1

i=1,i#k

1; = angulo entre o zero j e o pdlo k
¢; = angulo entre o pdlo i e o pdlo k
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Lugar das Raizes

@ Passo 4: Determinar angulo de chegada do zero k
n n
Vo= i~ Y, Uj+180°
i=1 j=1.j#k

1; = angulo entre o zero j e o pdlo k
¢; = angulo entre o pdlo i e o pdlo k
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Lugar das Raizes

@ Passo 5: Determinar os pontos de cruzamanto com o eixo
imaginario

1) Critério de Routh

2) Substitua sp = wgj na eq. caracteristica e determina-se K e
wo
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Lugar das Raizes

@ Passo 6: Determinar os pontos de separacao de partida e de
chegada
f(s) = a(s) + Kb(s) =0

o Muiltiplas raizes

f(s)  da(s) db(s)
ds  ds K ds 0
__d(s)
)
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Lugar das Raizes

o Condicdo necessaria

a(s)b'(s) — a'(s)b(s) =0
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Lugar das Raizes

@ Dois segmentos se separam em £90°

@ Trés segmentos se aproximam com angulo relativo de 120° e
se separam com rotacao de 60°.
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Lugar das Raizes

@ Passo 7: Desenhar o Lugar das Raizes

Root Locus

Imaginary Axis
o
i

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Real Axis
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Determinacao de K pelo Lugar das Raizes

@ Da equacio caracteristica

1
NGE
e Condigdo ZG(s) = 180°
1
K —
1G(s)]
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Determinacao de K pelo Lugar das Raizes

@ Exemplo: ( =0,5=s59=—-2+3,4j

1
()l = s0(so — p2)(s0 — p3)|
1

~ |sol|so — p2llso — ps3]

@ Portanto

K = |so||so — p2||so — p3| =4 x 2,1 x 7,7 =65
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Determinacao de K pelo Lugar das Raizes

o Férmula geral
n
K — I1i—1 Iso — pil
Hjll |so — ]
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