EXPERIENCIA 1

Sistemas de Aquisicao de Dados, Série de Fourier,
Transformada de Fourier, Teorema da Amostragem

INTRODUGCAO

A apostila referente a Experiéncia 1 esta dividida em quatro partes. A parte | apresenta um
resumo sobre sistemas de aquisicdo de dados e controle, na parte Il apresenta-se série e
transformada de Fourier, e na parte III apresenta-se o teorema da amostragem.

A parte IV contém um roteiro para a parte experimental.

O relatorio (um por grupo) deve ser entregue ao final de cada aula.
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PARTE I - Sistemas de Aquisicao de Dados e
Controle

1 Introducao

Os sistemas de aquisicdo de dados e controle usualmente possuem 0s seguintes elementos: entradas
analogicas, saidas analbdgicas, entradas digitais, saidas digitais, e contadores/timers.

2 Aquisicao de dados - entradas analogicas

Os sistemas de controle de tempo discreto e de processamento digital de sinais requerem que sinais ana-
l6gicos, por exemplo f(t), sejam amostrados de uma maneira uniforme no dominio do tempo: f(kT,),
k=0,1,2,..., onde T, é uma constante denominada intervalo de amostragem. f,; = 1/T, é denominada

frequéncia de amostragem.

Na pratica a amostragem ¢ realizada através de um circuito eletrénico denominado conversor analo-
gico digital que transforma um valor de tensdo analégica num valor correspondente representado por
um numero inteiro. Dessa forma, um valor do dominio continuo passa a ser aproximado por um nimero
inteiro D(f(kT,)). Onde D(x) representa o valor inteiro correspondente ao valor x.
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Figura 1: Conversao A/D.

A precisio da representacio dada por D(f(kT,)) depende principlamente de dois fatores:

1. frequéncia de amostragem f,; (Muitas vezes na descricdo dos sistemas de aquisicdo de dados se
utiliza o termo taxa de amostragem cuja unidade é S/s, i.e., Samples per second),

2. resolucdo: numero de bits nbits utilizado na representacao,

3. intervalo de quantizacao: faixa de tensido que o conversor A/D pode operar.

Como serd observado claramente na parte experimental, quanto maior as frequéncias das componen-
tes de um sinal maior deve ser a frequéncia de amostragem f,, utilizada para que a informacao contida

no sinal analdgico nio seja suprimida.



A figura 2 ilustra um mesmo sinal amostrado com frequéncias distintas.
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Figura 2: Senoide x(t) amostrada com diferentes frequéncias de amostragem f,

O namero inteiro D(f(kT,)) é uma representacdo aproximada onde possivelmente existem erros de
truncamento ou arrendodamento. Quanto maior a resolucdo, maior é o namero de divisdes que a faixa
medida é divida e desta maneira, menor é a variacido de tensdo que pode ser detectada. A figura 3 apre-
senta uma onda senoidal e sua representacdo digital correspondente obtida por um conversor A/D de 3
bits. Um conversor de 3 bits divide a faixa analdgica em 23, ou 8 divisdes. Cada divisdo é representada
pelo codigo binario entre 000 e 111. Claramente, a representacao digital ndo é a melhor representacao
do sinal anal6gico original,pois parte da informacdo é perdida durante a conversdao. Aumentando-se a
resolucdo para 16 bits, faz com que o numero de c6digos gerados a partir do conversor A/D aumente
de 8 para 65.536 e desta maneira é possivel obter uma representacdo digital do sinal anal6gico de uma
maneira mais precisa.
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Figura 3: Onda senoidal representada com trés bits.

Atualmente, muito embora ainda existam sistemas de conversio A/D de apenas 8 bits o baixo custo
dos sistemas eletronicos, permite a utilizacao de um ntimero muito maior de bits. A maioria dos sistemas
utiliza 10, 12, 14 ou 16 bits mas algumas aplicacdes requerem nbits maior. Por exemplo, o circuito
integrado PCM1802 da Texas Instruments utiliza nbits = 24 e f; = 96kHZz para amostrar sinais de
audio.

O intervalo de quantizacao se refere a faixa que varia entre os niveis de tensdo minimo e maximo que
o conversor A/D pode amostrar. Placas de aquisicao oferecem intervalos selecionaveis de maneira que a
placa seja configurada para manusear diferentes niveis de tensao.



Com esta flexibilidade, pode-se adequar a faixa do sinal a faixa do conversor A/D para melhor van-
tagem da resolucdo disponivel, medindo com precisdo o sinal desejado. A frequéncia de amostragem,
resolucao e ganho disponiveis numa placa de aquisicao determinam qual a menor variacdo de tensao que
pode ser detectada. Esta variacdo representa o bit menos significativo (L.SB) do valor digital do sinal e é
normalmente chamado de largura do codigo.

A largura do codigo ideal é encontrada tomando-se a faixa de tensdo multiplicada pelo ganho e
dividindo-a pelo namero dois elevado a poténcia do ntimero de bits da resolucio do conversor AD.
Por exemplo, a placa modelo AT-MIO-16X da National Instruments utiliza 16 bits e possui intervalos de
quantizacao selecionaveis entre 0 a 10V e -10V a +10V, além de ganhos selecionaveis de 1, 2, 5, 10, 20,
50 a 100. Com uma tensao no intervalo de 0 a 10V e um ganho de 100, a largura ideal é dada por:

10

100 x 216 ~ 1HV )

Portanto, a resolucao tedrica para 1 bit é dada pelo valor 1.5uV.

3 Controle - saidas analogicas

As saidas analdgicas possuem conversores D/A (Digital-Analdgico) que transformam nimeros inteiros
em valores de tensdo analégicos como ilustrado no digrama esquematico da figura 4.
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Figura 4: Conversao D/A.

A utilizacdo de saidas analOgicas é necessaria quando se deseja gerar sinais para atuadores como €
0 caso da arquitetura de sistemas de controle discretos ilustrado na figura 5. Nessa figura o sinal y(t)
é amostrado gerando y (k) que é utilizado no algoritmo de controle. O algoritmo de controle calcula o
valor uy e o coloca na saida analdgica cujo conversor D/A gera o sinal u(t) que entdo se torna a entrada
do processo a ser controlado.
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Figura 5: Controle de tempo discreto.

Deve-se notar que o sinal de saida do controlador u(t) é gerado através de um circuito eletrénico
denominado segurador de ordem zero (zero order hold) que mantém constante o valor de u(t) igual
ao ultimo valor de ug. Assim como no caso da amostragem, a qualidade do sinal u(t) é diretamente
influenciada pelo nimero de bits nbits e pela frequéncia de amostragem f,;.

4 Placas de aquisicao

No laboratoério existem dois modelos de placas de aquisicdo sendo utilizados ambos da National Instru-
ments: PCI-6024E (barramento PCI) e PCle-6321 (Veja figura 6 (barramento PCI express).

Figura 6: Placa de aquisicdo multifuncional PCIe-6321 da National Instruments.

Sob o ponto de vista dos experimentos que serao realizados as duas placas sdo equivalentes somente
algumas caracteristicas técnicas sdo diferentes mas isso ndo afetara os resultados experimentais.

A placa de aquisicao de dados PCI-6024E possui 0s seguintes recursos:



16 canais de entradas analogicas (8 no modo diferencial),
- resolucao de 12 bits,
- 2 canais de saidas analbgicas,
- 8 pinos de E/S digital,
- taxa de amostragem maxima 250kS /s (na utilizacdo de 1 canal),

- conector externo de 68 pinos.

A placa PCle-6321 possui as mesmas especificacdes mas possui resolucio de 16 bits.

Através de um conector de 68 pinos é possivel ligar os recursos da placa de aquisicao ao bloco de
conectores externo denominado SCB-68 (Veja figura 7), que possui uma area para a inclusao de filtros e
circuitos atenuadores além de bornes de fixacao.
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Figura 7: Bloco de conectores SCB-68.



PARTE Il TRANSFORMADA DE FOURIER
2. FUNDAMENTOS TEORICOS
2.1 Série de Fourier

Qualquer fung¢do periddica no tempo, por exemplo, a fun¢do f(¢) com periodo Ty, tal que f(?)
= f(t+Ty), como a apresentada na Figura 2.1, pode ser decomposta em uma série de senos e
cossenos da seguinte forma:

f)=a, + i[ancos(nwot) + b, sin(nw,1)], (1)

n=1

onde wy = 27/Ty ¢ a chamada frequéncia fundamental. Os coeficientes ay, a, € b, da Série de
Fourier sao calculados através das propriedades das fun¢des ortogonais, como se segue:

1 T, /2

ay = [ reyar; (2)

0 -7,/2

1 T, /2

a, = . ff(t)cos(nwot)dt ; ...(3)

0 -T,/2

T, /2
b, = TL ff(t)sin(nwot)dt. 4)

0 -T,/2

Sk

A
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Figura 2.1: Exemplo de uma funcio periodica no tempo.

A prova matematica da representacdo em Série de Fourier pode ser vista em qualquer livro
de processamento de sinais, tal qual Oppenheim (1997).

Uma alternativa para a equagdo (1) € a seguinte:



f(t)=%a0 +2Ancos(nwot+¢n), (5)

onde A, =/a, +b; éa magnitude da componente de frequéncia nwy e ¢, € a fase correspondente.

Observa-se que esta série apresenta a mesma informagao que a série da equagao (1), pois as fungdes
seno e cosseno sao idénticas, a menos de uma diferencga de fase. Neste caso o coeficiente 4, e a fase
¢, representam o espectro de freqéncia da funcdo f(z). Portanto, a fun¢do temporal f{?) € unicamente
definida por sua amplitude e fase.

A Série de Fourier pode ser ainda descrita usando-se uma representacdo complexa dos
componentes da equagdo (1). As funcdes seno e cosseno podem ser representadas por funcdes
exponenciais complexas da seguinte forma:

Jjo -Jjo
2
€
Jjo _ ,-Jo
sin(g)=——% . (7)
2j

Substituindo estas expressdes na equacao (1) e rearranjando, resulta na Série de Fourier
descrita em termos de exponenciais complexas, da seguinte forma:

f=Y.Cem™ ®

onde os coeficientes C, sdo complexos e

a,=C,+C.; 9)
b,=j(C,-C.,). (10)

Os coeficientes C, podem ser calculados através dos coeficientes a, € b,, da expansdo em
série da equagdo (1), bastando para isso rearranjar as equagdes (9) e (10). Contudo, estes
coeficientes também podem ser calculados através das propriedades de ortogonalidade das fungdes
exponenciais complexas, da seguinte forma:

T, /2

C, -1 [rwemar . (11)
TO ~T, /2

Observa-se que neste caso a série € para n variando de —o a +c0. Note que nas expressoes
(1) e (5) tem-se n variando de 0 a +o0, ou seja, existem somente frequéncias positivas. No caso da
representacdo da equacdo (8) tem-se um conjunto de coeficientes que correspondem a frequéncias
positivas e negativas. O conceito de frequéncia negativa geralmente causa confusdo, contudo basta
simplesmente lembrar que isto resulta diretamente das equacdes (6) e (7), e do uso de exponenciais
complexas para representar componentes de frequéncia real, ou seja, ¢ somente um artificio
matematico.



¢ Exemplo 1: A expansdo em série de Fourier de uma fun¢do quadrada com frequéncia wy,
apresentada na Figura 2.2, pode ser calculada segundo as expressoes (1) e (8).
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Figura 2.2: Funcio quadrada com frequéncia wy.

A Série de Fourier desta funcdo quadrada segundo a expressao (1) ¢ dada por:
S = 4 sin(wyt) + 4 sin(3wyt) + 4 sin(Swyt) +... .
T 3z Sm

A série de Fourier desta fun¢do quadrada em termos de exponenciais complexas, de acordo
com a expressao (8), ¢ dada por:

f (l) _ “.ﬁe—jSWOI +ﬁe—j3wot +ﬁe—jw()t _ﬁejwot _ﬁejfswot _ﬁeJSWOI
’ Sz 3z T T 3z St

+....

2.2 Transformada de Fourier - representagcdao no dominio da frequéncia
de uma funcao temporal nao periodica

Obviamente que o mundo real ndo ¢ feito de somente funcdes periddicas, portanto sio
necessarios métodos para descrever no dominio da frequéncia fun¢des ndo periddicas. O proposito
de se ter introduzido anteriormente a Série de Fourier ¢ somente fornecer um ponto de partida para
descrever o método mais geral da Transformada de Fourier.

Considere a fungao de duragao finita no tempo mostrada na Figura 2.3. Claramente que esta
funcdo nao ¢ perioddica e observe que, a fungdo f(z) = 0 para |¢| > T1/2. Contudo, pode ser usado um
truque para tornar a fungdo f(z) periddica, este truque consiste em imaginar que se observa somente
um periodo de uma fungao periddica com periodo 7y > 7}, como mostra a Figura 2.4.
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Figura 2.3: Exemplo de funcio temporal ndo periodica limitada no tempo.
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Figura 2.4: Tornando uma fun¢io temporal nio periédica limitada no tempo em periodica
com periodo 7.

A nova fungao f,(?), que € periddica com periodo 7y, pode ser representada por uma Série de
Fourier, como a da expressao (8), repetida a seguir:

f,(n=) Ce™",

onde wy = 2x/Tp, como anteriormente. Substituindo na equacdo anterior a expressdo para 0s
coeficientes C,, dada pela equacao (11), tem-se:

f, (0= i{% | f(t)e‘f"%'dt}ef"%' . (12)

n=—0|to _1y/2
Fazendo com que 7), o periodo assumido da funcdo periodica, se torne arbitrariamente
grande, de forma que wy se torne pequeno, escrevendo wy = Aw € nwy = wy, tem-se que:

f, ()= i{ j f(t)e‘jw"'dt}Awejw"' . (13)

2z Ty /2

n=-o0



Finalmente, tomando o limite de 75 — <o € notando que no limite a fun¢do periddica tende a
funcao original, ou seja,

fO=1m/,®. (14)

TO —>00
ou
Aw—0

Entao, se for definida a seguinte funcao,
F(jw)= [ f(©)e™dt, (15)

a equagao (13), no limite de 7o — oo fica,

1,(0)= é S {F(w,) Awe ™ (16)

s

Note que para fungdes periddicas o conteudo de frequéncias ¢ discreto. Pode-se imaginar
que funcdes nao periddicas possuem infinitas frequéncias em um dado intervalo de frequéncias.
Assim, as componentes de frequéncias de uma fungdo nao periddica vao se juntando até nao mais
existir uma separacao entre elas. Matematicamente, esta transformacao pode ser feita tomando-se o
limite da equagdo (16) para o intervalo de frequéncia, Aw, tendendo a zero. Quando Aw tende a
zero, tem-se infinitas componentes de frequéncia e a somatoria da equagdo (16) se transforma em
uma integral da seguinte forma:

S, (t)=izoF(jw)ejW’dt. (17)

A equagdo (15) define a Transformada de Fourier e a equagdo (17) define a Transformada
de Fourier Inversa. Compactamente estas transformagdes sao normalmente descritas como,

F(jw)=3 ()} (18)

fO=3{F(w}. (19)

Note que a equagdo (15) € por defini¢ao a Transformada de Fourier, F(jw), da funcdo f(7) e a
equagao (17) € por defini¢ao a Transformada de Fourier Inversa da funcao f{z).

Se uma funcao do tempo, f(?), existir somente para ¢ > 0, ou seja, obedece as condicdes de
existéncia da Transformada de Laplace, entdo a Transformada de Fourier dessa fungdo, F(jw), pode
ser calculada através da sua Transformada de Laplace, F(s), da seguinte forma:

E(jw)=F(s) (20)

.9
s=jw

ou seja, basta substituir a varidvel s da Transformada de Laplace por jw, que se obtém a
Transformada de Fourier da fungdo f(?). Esta expressdo significa que a Transformada de Fourier ¢ a

6



Transformada de Laplace calculada no eixo imaginario do plano complexo da varidvel s. Existem
tabelas que apresentam as Transformadas da Laplace e de Fourier para diversas funcdes.

A Transformada de Fourier tem as seguintes caracteristicas:

(1) A fungdo F(jw) ndo tem nenhuma informagdo nova sobre a funcao f(z), ¢ somente um
modo diferente de se ver a fungao;

(2) A funcdo F(jw) fornece a densidade de amplitude. Por exemplo, se f(#) ¢ uma forga,
entdo F(jw) sera forca/frequéncia (N/Hz ou N/rad.s™);

(3) A funcao F(jw) tem frequéncias negativas. Uma frequéncia negativa significa somente
uma diferenca de fase de 180° em relagdo a mesma frequéncia positiva. Isto pode ser
visto através da fungdo seno, onde sin(w) e sin(—w) estdo defasados de 180 ;

(4) A funcao F(jw) € simétrica em relacdo ao eixo w= 0 se a fung¢ao f(z) for real.

2.3 Espectro de frequéncia

Para o engenheiro de controle a expansdo em série de Fourier ou mesmo a Transformada de
Fourier ndo sdo tdo importantes como o conceito de representacdo espectral, ou espectro de
frequéncias, de uma fun¢do ou de um sinal temporal.

O espectro de frequéncia de uma funcao periodica € a representagdo grafica dos harmdnicos
(componentes) da série de Fourier, dada na forma de exponencial complexa, que representa esta
funcdo. Ou seja, ¢ uma representagdo grafica dos coeficientes C, da expansao da fungao segundo a
equacdo (7). Na medida que estes coeficientes sdo niimeros complexos, o espectro de frequéncia ¢
constituido de dois graficos: um que apresenta o modulo dos coeficientes em fungdo da frequéncia
e outro que apresenta a fase destes coeficientes também em fun¢do da frequéncia. Observa-se que a
frequéncia varia de —oo a +oo, ou seja, para n variando de —oo a +oo.

Para uma fun¢do ndo periddica o espectro de frequéncia € a representacdo grafica da sua
Transformada de Fourier dividida por 2x.

¢ Exemplo 2: O espectro de frequéncias da fungdo quadrada com frequéncia wy, do
exemplo 1, ¢ dado pelos coeficientes C, da sua expansdo em série de Fourier. Do exemplo 1 estes
coeficientes sdo dados, genericamente em funcdo de n, por —j/nt. A fase e o mddulo destes
coeficientes sdo respectivamente iguais a:

—Z, para n>0
ZC, =] 2 ;

n

+ X para n <0
2’




Assim, o espectro de frequéncia da onda quadrada do exemplo 1 ¢ dado pelos graficos
abaixo.
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Figura 2.5: Espectro de frequéncias da fun¢ao quadrada com frequéncia w,.

Nota-se que este espectro de frequéncia ndo ¢ continuo. Isto decorre do fato de que a fungao
quadrada ¢ periddica e, portanto, somente tem componentes de frequéncia multiplas do seu periodo.

¢ Exemplo 3: Dada a seguinte fun¢ao:

1, para | ¢[<T;;

f@={

0, paralt|>T;;

cujo grafico se encontra na Figura 2.6, calcule a sua Transformada de Fourier e mostre o seu
espectro de frequéncias.

A sua transformada de Fourier, calculada aplicado-se a equagao (15), ¢ dada por:
F(jw) = 2sin(wT))
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Figura 2.6: Fun¢io unitaria no intervalo de tempo [-7, T].

O espectro de frequéncias desta fun¢do ¢ dado pelo médulo e fase de F(jw) dividido por 2x.
Observa-se contudo que a fase de F(jw) ¢ igual a zero, pois a esta ¢ uma funcao real. O grafico da
Figura 2.7 apresenta o espectro de frequéncias da fungao f(?).
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Figura 2.7: Espectro de frequéncia da fun¢do unitaria no intervalo de tempo
[-T,, Ty].



PARTE lll - TEOREMA DA AMOSTRAGEM

2.1. Teoria de Amostragem

A amostragem de um sinal continuo consiste em simplesmente trocar os valores do
sinal por um conjunto discreto de pontos. Estes pontos sdo iguais aos valores do sinal nos
chamados instantes de amostragem. O resultado da amostragem ¢ entdo uma seqiiéncia de
nameros.

A amostragem quando ¢ realizada com periodos de amostragem fixos, ¢ chamada
amostragem uniforme. Nesta experiéncia somente serdo tratadas amostragens uniformes. O
periodo de amostragem, que ¢ o tempo decorrido entre duas amostragens consecutivas, sera
denominado por 7,. A freqiiéncia de amostragem ¢ o inverso do periodo de amostragem,
sendo calculada por:

w =—7[, em rad/s, ou, (1)

a
a

1
£, =7 em Hz. 2)

a

Muita pouca informacdo ¢ perdida pela amostragem de um sinal continuo se os
instantes de amostragem estdo suficientemente “proximos”, mas muito da informagdo pode
ser perdida se os instantes de amostragem estiverem “longe”. Isto pode ser visto pela Figura 1
abaixo, na qual a fungdo seno com freqiiéncia de 10Hz (periodo de 0,1 segundos) ¢é
amostrada.

Observa-se pela Figura 1 que a partir das amostras obtidas com f, = 90Hz (f, >> f,,
onde f; ¢ a freqiiéncia do sinal original de 10Hz) ¢ facil conhecer (reconstruir) o sinal original
perfeitamente, sem perda de informacdo. Com f, = 22Hz (f, = 2,2f;) ainda € possivel
reconstruir o sinal, sabendo-se a sua freqiiéncia verdadeira. Com f, = 20Hz (f, = 2f;), o sinal
reconstruido pode ser uma reta ou uma curva senoidal, contudo mesmo conhecendo-se a
freqiiéncia do sinal € impossivel obter a sua amplitude correta, dessa forma, perdeu-se alguma
informag¢ao do sinal original. Com f, = 13,33Hz (f, = 4f/3) o sinal reconstruido tem
freqiiéncia de 0,33Hz (periodo de 0,3s), o que ¢ completamente diferente de 10Hz. Com f, =
7,5Hz (f, = 3f,/4) o sinal reconstruido tem freqiiéncia de 2,5Hz (periodo de 0,4s), que também
¢ diferente de 10Hz, que ¢ a freqiiéncia do sinal original.

Portanto, as seguintes conclusdes podem ser feitas a partir da Figura 1:

(1) Algumas freqiiéncias de amostragem distorcem o sinal, isto €, o sinal original ¢
perdido;

(2) A freqiiéncia de amostragem a ser utilizada para que ndo ocorra distor¢ao do sinal,
depende da freqiiéncia do sinal;

(3) A freqiiéncia de amostragem para que ndo distor¢do do sinal deve ser maior do 2
vezes a freqiiéncia do sinal.
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Figura 1: Amostragem da fun¢ao seno de 10Hz com diversas freqiiéncias de amostragem

A Figura 2 apresenta trés sinais sendo amostrados com o mesmo periodo de

amostragem.

Amplitude

———  Sinalde 10Hz
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, Sina| de 3OHZ
L3 s e — Sinal de 50Hz
O O Amostras com f,=40Hz

0.5}

0 0.01 0.02 003 004 005 0.06 0.07 008 0.09 0.1
Tempo (segundos)



Figura 2: Amostragem de trés sinais de freqii€ncias diferentes com a mesma freqiiéncia de
amostragem (f, = 40Hz, ou 7, = 0,025s).
As seguintes conclusdes podem ser feitas a partir da Figura 2:
(1) Nao existe uma fungao tnica que gera um determinado conjunto de amostras;
(2) Existem infinitas funcdes que geram o mesmo conjunto de amostras;

(3) Sem a adogcdo de algumas hipdteses ndo € possivel saber que sinal gerou as
amostras obtidas, ou seja, conhecer o sinal original;

(4) De todas as curvas senoidais possiveis existe somente uma com freqiiéncia abaixo
de 20Hz ou f,/2, que gera este conjunto de amostras.

A freqiiéncia f,/2 ou n/T, ¢ chamada freqliéncia de Nyquist e tem um papel importante
da teoria de amostragem, como sera visto adiante.

Matematica da amostragem

Um amostrador pode ser modelado como um trem de pulsos uniformemente espagados
no tempo, com periodo igual a 7, (periodo de amostragem), como mostra a Figura 3.

(1) o

~ y

f—

T,

Figura 3: Amostrador modelado por um trem de pulsos.

A amostragem pode ser vista como um fendmeno de modulacao (multiplicagdo), como
representado pela equacao abaixo:

[ 0=1Os@); €)

onde f(?) ¢ a fungdo original, s(z) ¢ o amostrador e f*(t) ¢ a funcdo amostrada. A Figura 4
mostra uma fungdo qualquer modulada pelo amostrador.

Um amostrador ideal ¢ aquele em que os pulsos ocorrem em um instante de tempo

infinitesimal e tem 4area unitéria, ou seja, sdo impulsos formados pela fungdo Delta de Dirac.
Assim, um amostrador ideal pode ser representado pela seguinte equagao:



n=-+o0

s(t)=) 6(t—nT,). (4)

Na expressdo (4) n € um nimero inteiro que varia de —o a 400 e nl, ¢ a escala de
tempo discreto, ou seja, os instantes onde ocorrem as amostragens, ou ainda, os instantes de
amostragem. A Figura 5 apresenta um grafico do amostrador ideal.

0

i

Figura 4: Fun¢do qualquer modulada pelo amostrador.
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Figura 5: Amostrador ideal.
Somente para fins de recordacdo, a definicdo e as principais propriedades da fungdo
Delta de Dirac (fun¢do impulso) sdo as seguintes:
Definicao:

0, para t#t¢;

a(r—r1)={ 5)

o0, parat=1;



[o@—1t)dt=1. (6)
Propriedade do deslocamento:
[r@s@—t)de= ). (7

Na medida em o amostrador ideal ¢ uma fun¢do periddica, pode ser representada por
uma série de Fourier, assim, tem-se:
n=+o0
_ Jjnw,t
s@)=)_ C,e™, (8)
n=—o0
onde os coeficientes C, sdo iguais a:

T,/2

C, = 1 [ se ™ dr= Lo L (9)
]L -T,/2 ]L 7;

Observa-se que a primeira passagem da expressdo acima ¢ realizada em conseqiiéncia
da propriedade de deslocamento da fungdo Delta de Dirac.

Substituindo a equagdo (8) na equagdo (3), tem-se que o sinal amostrado ¢ dado por:

n=+00

£ @) =f(t)_ZC,,e"’Wa’ . (10)

Calculando a Transformada de Fourier do sinal amostrado, tem-se:

n=+c0

F'om=3{r" 0} yc.slrwe | (11)

Uma das propriedades da Transformada de Fourier ¢ a propriedade da multiplicagdo
por uma exponencial complexa no tempo, como se segue:

N (e’ = Fijtw-a)). (12)

Utilizando esta propriedade na equagao (11), obtém-se a seguinte expressao:

F'(Gw= Y C,F{j(w—nw,)}. (13)

n=—x

Para o caso do amostrador ideal C, = 1/T,, assim tem-se que:



n=+00

F* (jw) =Ti Y FLj(w—nw, ). (14)

a h=—0

Da expressdo acima observa-se que a Transformada de Fourier do sinal amostrado, ou
o seu espectro de freqiiéncias, ¢ dada pela Transformada de Fourier, ou pelo espectro de
freqiiéncias, do sinal original multiplicado pelo inverso do periodo de amostragem e replicado
infinitas vezes em torno de multiplos da freqiiéncia de amostragem. Dessa forma a
amostragem introduz novas componentes de freqiiéncia que consistem em translacdes do
espectro do sinal original. A Figura 6 ilustra este fenomeno.

Caso (a):
FGw) a
—WN v'vs Wy Wy vT/
F'(jiw) a
—WnN WS Wy WN 1:/
Caso (b):

FGw) 4

>




Figura 6: Espectro de freqiiéncias de um sinal amostrado. Caso (a): freqiiéncia de amostragem
maior do que 2 vezes a freqiiéncia maxima do sinal. Caso (b): freqiiéncia de amostragem
menor do que 2 vezes a freqiiéncia maxima do sinal.

Observa-se que todos os picos do espectro de freqiiéncias do sinal amostrado tem a
mesma amplitude.

Assim, dada uma freqiiéncia de amostragem w,, quaisquer componentes senoidais com
freqii€ncias, w, iguais a:

w=nw, £w,, (15)

irdo gerar as mesmas amostras. Observa-se que wy representa a menor freqiiéncia que pode
gerar o dado conjunto de amostras e n ¢ qualquer nimero inteiro de 0 até co. A Figura 2 ja
ilustrou este fenomeno com trés sinais de freqiiéncias 10Hz, 30Hz (w, — 10Hz) e 50Hz
(w, + 10Hz), gerando as mesmas amostras.

A partir destes resultados pode-se concluir que se o sinal original, f(?), pode ser obtido
através de sua Transformada de Fourier, F(jw), e se F(jw) pode ser obtida da Transformada
Fourier do sinal amostrado, F' *O'W), entdo usando a Transformada Inversa de Fourier, o sinal
f(t) pode ser determinado a partir do sinal amostrado f*(t).

No caso (b) da Figura 6, observa-se claramente que a Transformada de Fourier do
sinal amostrado, F" (jw), € distorcida, portanto, a partir de F' (jw) nao € possivel obter F(jw).

Teorema de Amostragem

Seja um sinal f(z) cuja Transformada de Fourier ¢ dada por F(jw). A amostragem deste
sinal com um periodo de amostragem igual a 7, gera o sinal amostrado, f*(t), cuja
Transformada de Fourier ¢ F *O'W). Assim, se F(jw) = 0, para toda frequéncia, w > n/T, = wy =
Ww,/2, entdao

TaF*(jW)a para 'WN <w< WN;

LN 16
F(jw) {0 (16)

, para w fora deste intervalo.

Desta forma o sinal f(z) pode ser reconstruido a partir de suas amostras.

A conclusao mais importante do Teorema de Amostragem ¢ que um sinal para ser
reconstruido sem erro, ou para se observado sem distor¢des, deve ser amostrado com uma
freqiiéncia de amostragem, w,, maior do que 2 vezes a freqliéncia maxima do sinal, W maximo,

ou seja:

Wa > 2W.r,mdxino : (17)



Na pratica o que se faz ¢ amostrar um sinal com freqiiéncia 5 a 20 vezes maior do que
a maxima freqiiéncia do sinal.

Quando nao for possivel amostrar mais rdpido do que duas vezes a freqiiéncia maxima
do sinal, deve-se utilizar um filtro analégico passa baixo com freqiiéncia de corte igual a wy.
Este filtro deve implementado antes da amostragem do sinal, de forma a eliminar as
freqiiéncias maiores do que wy e assim evitar distor¢cdo do sinal. Este filtro ¢ conhecido como
filtro "anti-aliasing".

2.2. Aliasing ou Distorgao do Espectro de Frequéncias

O fendmeno de superposicao dos espectros de freqiiéncia do sinal amostrado, ou de
distor¢ao do sinal amostrado, ¢ chamado de aliasing. Nas amostragens onde ocorre aliasing
nao ¢ possivel obter o sinal a partir das amostras, ou seja, ndo € possivel reconstruir o sinal.

A Figura 7 apresenta o espectro de freqiiéncia de um sinal senoidal, com freqiiéncia
ws, amostrado com freqiiéncia w;,.

FGw) a
>
—W, —Ws Wy Wa w
* .
F (jw) a
l : >
—2W, —Wq —Ws W Wy 2w, W
DWWy 2watws Wi Ws  —Wetwg Wa—Wy Wat W 2W—Wwy 2wt ws

Figura 7: Espectro de freqiiéncias de um sinal senoidal amostrado.
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Admitindo-se que w; aumenta e que w, ¢ mantida fixa, com a Figura 8 pode-se
observar o que ocorre com o espectro de freqii€ncia do sinal no intervalo de freqiiéncia de 0 a
w,. Assim, a partir da Figura 8 conclui-se que o fendmeno de aliasing transforma
componentes de alta freqiiéncia em componentes de baixa freqiiéncia e vice versa.

Observa-se que um sinal reconstruido a partir de amostras sempre sera o sinal de
menor freqiiéncia, dentro do intervalo de 0 a w,/2. Este fendmeno sera visto na se¢do 2.4



Reconstrugdo de sinais. Assim, se ocorrer aliasing o sinal original serd inevitavelmente
perdido.

FGw) a
_> ‘_
: >
Wy Wa—Ws Wy w
F'Gw) a
: >
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Figura 8: Variagdo do espectro de freqiiéncias de um sinal senoidal amostrado no intervalo de
freqiiéncia de 0 a w, a medida que w; aumenta.

2.3. Transformada Discreta de Fourier

A Transformada Fourier Discreta de um sinal, f(?), ¢ a transformada de Fourier do
sinal amostrado, f (¢). A importancia da Transformada Fourier Discreta reside no fato de que
através dela pode-se calcular a Transformada Fourier de um sinal amostrado. Por sinal esta ¢ a
unica forma de se calcular a Transformada Fourier de um sinal amostrado.

Utilizando a definicdo da Transformada de Fourier, tem-se que:
F"(jw)= jf*(t)e--/‘wfdt : (18)
Substituindo f*(t) pela expressao (10), tem-se:

F™(jw)= T f(t)":zma(t —nT,)e ™adt . (19)



Como as variaveis ¢ e n sao independentes pode-se rearranjar a equacao acima da seguinte
forma:

n=+o0 %

F'(jwy= Y [f®)8(t—nT,)e " dt. (20)

n=—00_x

Pela propriedade do deslocamento da funcdo Delta de Dirac, o valor da integral na expressao
acima ¢ igual ao valor da fun¢do no instante n7,, assim,

n=+0

F'(jw)=)_ f(nT,)e " . (21)

A expressdo acima € conhecida como a Transformada Fourier Discreta do sinal f{z)
amostrado. Observa-se que, esta transformada ¢ calculada somente a partir das amostras do
sinal, obtidas nos instantes de amostragem.



PARTE IV — ROTEIRO DA PARTE EXPERIMENTAL

1. Diretério de trabalho
e Crie um diretério de trabalho para o seu grupo em C:\Alunos.

e Copie todos os scripts *.m do diretorio C:\PMR3409\Expl para o seu diretério de
trabalho.

2. Amostrando sinais através da placa de aquisi¢cao

Nesta parte, vamos utilizar a placa de aquisi¢do de dados para observar a conversao A/D
e conversdo D/A. Usualmente, realiza-se a amostragem de um sinal analogico em intervalos
regulares correspondente ao periodo de amostragem 7,. Valores de tensdo analogicos sao
convertidos para valores digitais

A conversao D/A realiza a opera¢do inversa. Ou seja, transforma valores digitais na
tensao analdgica equivalente.

Inicialmente vocé deve fazer a montagem como ilustrado na Figura 1. Em seguida vocé
deve utilizar o script de Matlab adda . m.

Selecione no Gerador de Fungdes uma Onda Senoidal de freqiiéncia a sua escolha, por
exemplo, entre 20 e 50Hz. No script adda.m escolha uma frequéncia de amostragem, por
exemplo f, = 400Hz. Varie a frequéncia de amostragem f,. Qual o efeito observado ?

Coloque no seu relatorio um esbogo das formas de onda mostradas no osciloscépio.

GERADOR DE
FUNCOES
OSCILOSCOPIO
=RoYe) PLACA DE mNoYe)
AQUISICAO +
COMPUTADOR e]o)

OO

BORNEIRA

Canal De Entrada 0 Canal de Saida 0

Figura 1: Diagrama esquematico das ligacoes.



3. Espectro de frequéncias

Nesta parte da experiéncia voc€ ird amostrar trés sinais distintos: um sinal senoidal, uma
onda quadrada e uma onda triangular. Como sugestdo utilize sinais com frequéncias da ordem de
10 a 40Hz e freqiiéncias de amostragem entre 400 e 800Hz.

Amostrando os sinais
No gerador de fungdes selecione a opgao para a geragao da onda no formato e frequéncia
desejados. A amplitude do sinal deve ficar dentro do intervalo £5 volts, que sdo os limites

definidos de operagao do Conversor A/D e D/A.

Para a aquisi¢do de dados, serd utilizado o script de Matlab aquisicao.m. A Figura 2
ilustra o codigo fonte.

o° o

o\

fa -> Frequencia de Amostragem em Samples/seg
Duration -> Duracao da aquisicao em segundos
data -> vetor de dados

o o°

o\

SampleRate = 1000;

duration = 1;

% Cria o objeto AI como sendo o device 1 da interface nidag (National
Instruments - Data Acquisition)

AI = analoginput('nidaqg', 'Devl'");

% acrescenta o canal 0 - A/D

chan = addchannel (AI,0);

% seta o SampleRate ou frquencia de amostragem
set (AI, 'SampleRate', fa);

% ActualRate - > verdadeira frequencia de amostragem utilizada
ActualRate = get (AI, 'SampleRate');

set (AL, 'SamplesPerTrigger',duration*ActualRate)

set (AI, 'TriggerType', 'Manual')

blocksize = get (AI, 'SamplesPerTrigger');

start (AI);

trigger (AI) ;

wait (AI,duration + 1);

% obtem o vetor de dados e coloca em auxdata
auxdata = getdata (AI);

delete (AI);

clear AI;

o\

o\

imprimindo o grafico

o\

o\

geracao do vetor de tempo
t = tempo inicial : intervalo de amostragem : tempo final

o\

\o

t=0:1/fa: (size (auxdata)-1) *1/fa;
plot (t,auxdata);

grid on

xlabel ('tempo(s) ')




ylabel ('tensao (volts)');

nome da variavel aonde o usuario deseja armazenar os dados capturados
ata = auxdata;

o Q. o° o

Figura 2: Codigo fonte do script aquisicao.m.

Vocé deve escolher a frequéncia de amostragem dada pela varidvel fa e o tempo de
duragdo da aquisi¢do de dados duration. Ao final o script constroi o grafico em fungao do
tempo e salva o vetor de dados na variavel data. Vocé pode mudar o nome desta varidvel a
cada aquisi¢ao se assim o desejar.

Trechos especificos do grafico podem ser selecionados através do comando de ZOOM
que pode ser selecionada na janela do grafico.

Calculo do espectro de frequéncia dos sinais amostrados

Para cada sinal amostrado (onda senoidal, onda quadrada e onda triangular) calcule o seu
espectro de frequéncias utilizando o MATLAB. Para isso, vocé deve seguir os passos a seguir.

e Primeiramente faga os graficos das curvas amostradas em fun¢do do tempo. Utilizar
nesse grafico poucos periodos da curva. Para criar o vetor tempo vocé deve utilizar os
seguintes comandos:

N = length(data(:,1));
t = (0:N-1)/fa;

onde fa ¢ a frequéncia de amostragem em Hz e 1 ¢ a coluna onde estdo os seus dados
na matriz data.

Para fazer o grafico do sinal em fung@o do tempo utilize:

plot(t (nl:n2),data(nl:n2,1), 'o'),;grid,

onde n1:n2 define o intervalo de linhas selecionado para o grafico. Essa operagdo ¢
necessaria porque o nimero de pontos aquisitados € bastante grande.

Inclua no seu relatorio um esboc¢o dos graficos dos trés sinais. (Vocé pode utilizar
a impressora caso deseje).

e Com o arquivo contendo os dados amostrados dentro do MATLAB, vocé deve
calcular a Transformada Discreta de Fourier (DFT) (Trata-se de um algoritmo
numérico que aproxima a Transformada de Fourier) com o comando fft. Com a
Transformada Fourier dos dados vocé pode obter o espectro de frequéncias do sinal.
O espectro de frequéncias de um sinal pode ser obtido pela multiplicagdo da




Transformada de Fourier com o seu conjugado e posterior calculo da raiz quadrada.
Para isso vocé no MATLAB deve fazer a seguinte operagao:

f
S
S

fft(data(:,1)):
f.*conj (f);
sqrt(s)/(N-1); % normalizacdo

onde s ¢ o espectro de frequéncias do sinal e £ ¢ o vetor que contém a DFT. A
(13 *’3

operagao “.*” multiplica dois vetores, porém componente por componente, ou seja,
realiza o produto escalar de dois vetores.

e Para visualizar o espectro de frequéncia do sinal vocé deve antes obter a escala de
frequéncias. Para isso vocé deve gerar um vetor de N nimeros que seguem a formula
n*fa/N,onden = 1,..,N. No MATLAB tem-se:

w = (0:N-1)*fa/(N-1);

Para fazer o grafico da amplitude do espectro de frequéncias utilize os seguintes
comandos:

m = round(N/2) ;
plot(w(l:m),s(l:m));grid

Deve ser notado que vocé deve fazer o grafico de somente metade dos pontos do
espectro de frequéncias calculado. A razdo disso vocé ficard sabendo em aulas
futuras.

Inclua no seu relatorio os esbogos dos graficos dos espectros de frequéncias dos
trés sinais. (Utilize a impressora caso deseje)

Nota: A DFT ¢ o equivalente da Transformada de Fourier, mas serve para sinais
amostrados.

4. Calculo dos espectros de frequéncias tedricos

Nesta parte da experiéncia vocé deve calcular através da teoria o espectro de frequéncias
dos sinais amostrados, ou seja:

¢ Onda senoidal;
e Onda quadrada;
e Onda triangular.

Calcule os espectros de frequéncias tedricos para uma frequéncia fundamental genérica,
wy, € depois calcule numericamente para as frequéncias que vocé utilizou nos sinais amostrados.



Isso deve ser trazido pronto para a aula de laboratoério. Portanto, a frequéncia dos
sinais que vocé vai amostrar deve ser decidida em casa e nio durante a realizacio da
experiéncia.

Apresente no seu relatorio o calculo das Séries de Fourier e dos espectros de
frequéncias teoricos, além dos graficos dos espectros de frequéncias tedricos dos trés sinais.

Analise os resultados, ou seja, compare os espectros de frequéncias obtidos a partir
dos sinais reais com os calculados através da teoria.

3.Verificacao do Teorema de Amostragem

(a) No gerador de fungdes selecione a opgdo para a geragdo de uma onda senoidal com uma
frequéncia f;, por exemplo, entre 10 e 50Hz, coloque o nivel de ruido e de offset nulos. A
amplitude do sinal pode ser qualquer (desde que na faixa [-5V,+5V]).

Utilizando o script agquisig¢do.m no programa MATLAB, realize experimentos
utilizando sete frequéncias de amostragens distintas f, sendo duas delas abaixo de 2 vezes a
frequéncia do sinal, f;, uma equivalente a 2 vezes a freqiiéncia do sinal, f;, e quatro
superiores a 2f;. Assim, por exemplo, se vocé€ escolheu uma freqiiéncia de sinal f; = 20Hz
os seguintes valores podem ser utilizados para f,: 10Hz, 30Hz, 40Hz, 60Hz, 80Hz ¢
100Hz.

A partir dos resultados do espectro de poténcia, vocé deve fazer uma tabela como a
do exemplo abaixo e coloca-la no seu relatorio.

Frequéncia de Amostragem Frequéncia Observada do
Sinal
10Hz
30Hz

Nao esqueca de identificar no seu relatério qual a freqiiéncia de sinal f; que vocé
utilizou.

Analise os resultados obtidos, com base na parte teorica.
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