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Resposta Forçada



Objetivos
Os objetivos principais desta aula são os seguintes: 

• Estudar a resposta forçada harmônicaforçada harmônica em vigas Euler-Bernoulli.
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Bibliografia: 

-Craig, R., Structural Dynamics, An Introduction to Computer Methods

John Wiley, Capítulos 9 e 10.
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Equação para o movimento forçado amortecido (EI constante):

Assumiremos inicialmente que a excitação possui a seguinte forma:

( ) ( ) ( )tfxPt,xp =
Eq. 117
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Onde f(x)f(x) representa uma distribuição espacial qualquer da excitação por unidade

de comprimento sobre a viga. 
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Sabemos que a solução desta última equação assume a forma

Eq. 119

Substituindo-se a solução (Eq. 119) na Eq. 118 temos:
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E vemos que esta equação acopla todos os NN GDL do sistema. Entretanto, se 

multiplicarmos a Eq. 120 por Up(x) temos 

Eq. 121
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Integrando esta última equação de 0 a L e aplicando-se as condições de 

ortogonalidade em relação a massa e rigidez temos  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )tfxQtKtCtM prprprp =++ ηηη &&& Eq. 122

Onde: 
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A Eq. 122 representa a equação diferencial do p-ésimo modo de vibrar e é 

agora uma equação desacoplada ! Já a função QQpp(x)(x) é a força generalizada 

Aplicada ao p-ésimo modo de vibrar e é dada pela seguinte expressão
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EstaEsta últimaúltima equaçãoequação éé importantíssimaimportantíssima emem ensaiosensaios modaismodais

poispois nosnos dizdiz quantoquanto cadacada modomodo dede vibrarvibrar seráserá excitadoexcitado papa--

rara umauma dadadada distribuiçãodistribuição espacialespacial dada excitaçãoexcitação P(x)P(x) !!

Se considerarmos => ( ) tj
0eftf ω=
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( ) ( ) ( ) ( ) tj
0prprprp efxQtKtCtM ωηηη =++ &&& Eq. 124

Então a solução fica  
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pp et ωβη =

Eq. 125

E a amplitude de vibração do p-ésimo modo é dada por  
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E a solução para o movimento u(x,t) (Eq. 119) fica então
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Exemplo: se tivermos uma carga concentrada constante aplicada à viga 

x = a
P0

( ) ( )axPxP 0 −= δ



Então temos

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )aUPdxxUaxPdxxUxPxQ p0

L

0

p0

L

0

pp =−== ∫∫ δ

E daí temos:

( ) ( )
( )

∑
= +−

=
N

1r

tj
0

rr
2

r

r
r ef

jCMK

aU
xUt,xu

ω

ωω

Eq. 129

Eq. 130
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E se tomarmos o deslocamento no ponto x = b entao u(b,t) fica 
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E em particular se a = b a = b logo

Das Eq. 131 e 132 podemos obter as correspondented FRFsFRFs
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a ≠ b

a = b



A fim de entendermos o significado físico destas FRFs é aqui proposto o seguinte 

exercício: Determinar as FRFs para uma estrutura tipo viga metálica para 

diferentes pontos de excitação. A solução do problema envolve as seguintes 

etapas:

�� Definição de propriedades geométricas e materialDefinição de propriedades geométricas e material

�� Definição das condições de contornoDefinição das condições de contorno

�� Determinação das frequencias naturais e modos de vibrarDeterminação das frequencias naturais e modos de vibrar

�� Definição do ponto de aplicação da força (x = a) Definição do ponto de aplicação da força (x = a) 

�� Definição do ponto de medição da resposta (x = b)Definição do ponto de medição da resposta (x = b)
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�� Definição do ponto de medição da resposta (x = b)Definição do ponto de medição da resposta (x = b)

Então vamos à solução !!! 



�� Propriedades Geométricas e do MaterialPropriedades Geométricas e do Material

Opta-se por uma viga de secção transversal retangular e de aço comum

L = 1000 mm

b = 25,4 mm 

h = 6,35 mm 

E = 210 Gpa

ρ = 7830 kgm-3
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�� Condições de ContornoCondições de Contorno

Livre-livre

�� Propriedades NaturaisPropriedades Naturais

As frequências naturais e modos de vibrar são dadas pelas seguintes 

expressões, observadas as condições de contorno do problema
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Dica: para uma viga livre – livre uma boa aproximação dos autovalores é 
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Dica: para uma viga livre – livre uma boa aproximação dos autovalores é 

Dada pela seguinte expressão
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�� Cálculo das FRFsCálculo das FRFs

Neste caso, utilizamos as expressões já definidas anteriormente. 
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Sabendo que devemos determinar as constantes generalizadas !
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