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Objetivos

Os objetivos principais desta aula sao os seguintes:

 Estudar a resposta forcada harmonica em vigas Euler-Bernoulli.

Fungao de Resposta
em Freqii€ncia

fi(t) SISTEMA | —— *(V
LINEAR |~ = #
— X\(1)

Bibliografia:
-Craig, R., Structural Dynamics, An Introduction to Computer Methods
John Wiley, Capitulos 9 e 10.
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Equacao para o movimento for¢ado amortecido (EI constante):

°u  ou o%u
pAat—Z‘FCE‘FEIaxT:p(X,I) Eq. 116

Assumiremos inicialmente que a excitacdo possui a seguinte forma:

p(x,t)=P(x)f(t) Eq. 117

Onde f(x) representa uma distribui¢ao espacial qualquer da excitacdo por unidade
de comprimento sobre a viga.

°u  du o%u
pA at2 +Cat +Elax—4=P(x)f(t) Eq. 118
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Sabemos que a solu¢ao desta ultima equac¢do assume a forma

N
X,t)= ZU,,(X)U,,(I) Eq. 119
r=I1

Substituindo-se a solucdo (Eq. 119) na Eq. 118 temos:

N .
S oAU, ()i, 0+, (0, )+ B0, P (O, )= PRFE) o
r=1

E vemos que esta equacdo acopla todos os N GDL do sistema. Entretanto, se
multiplicarmos a Eq. 120 por U (x) temos

Z[pAU (X7 (6)+cU (U , (), () + EIU," (X)Up(x)ﬂr(f)]:

=U , (x)P(x)£ (1)

Eq. 121
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Integrando esta ultima equacdo de 0 a L e aplicando-se as condi¢des de
ortogonalidade em relagdo a massa e rigidez temos

Onde:

Mpﬁr(t)_l'cpﬁr(t)_l'Kpﬂr(t): Qp(x)f(t)

M

L
= ijUp2 (x)dx
0

L
K,=|EI U,"(x)° dx

0

A Eq. 122 representa a equacao diferencial do p-ésimo modo de vibrar e é
agora uma equagado desacoplada ! Ja a funcédo Q,(x) € a forca generalizada
Aplicada ao p-€simo modo de vibrar e € dada pela seguinte expressao

Massa modal do p-ésimo modo

Rigidez modal do p-ésimo modo

Eq. 122
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Qp(x):jP(xX]p(x)dx Eq. 123

Esta ultima equacdo é importantissima em ensaios modais

pois nos diz quanto cada modo de vibrar serd excitado pa-
ra uma dada distribuicdo espacial da excitacdo

Se considerarmos => f(t)= fye/¥

Mpﬁr(t)+cp77r(t)+Kp77r(t):Qp(x)fgejwt Eq. 124

Entao a solugao fica
_ jat
ﬂp(t)_ﬁpe Eq. 125

E a amplitude de vibracdo do p-€simo modo € dada por
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prO

:Bp ((()) =
2 . Eq. 126
K,-M,o" +jC,0
E a solucdo para o movimento u(x,t) (Eq. 119) fica entao
N .
M(x,t)= ZUr(x)Hr(a))fOefa” Eq. 127
r=1
Com H, ((0) = O Eq. 128

K, —M,,a)2 + jC, o

Exemplo: se tivermos uma carga concentrada constante aplicada a viga

e B | w=rs-a
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Entao temos

L L ——— ;
Q) (x)= jP(x)UP (xx)dx = IPoﬁ(x—a)Up (o )dx ::POUp (a) : Eq. 129
0 0 Lo o= '
E dai temos:
N .
I/t(x,t): ZUr(x) g]r(a) . f()ejwt Eq. 130
=] K,—-o"M, + jC,.o

E se tomarmos o deslocamento no ponto x = b entao u(b,t) fica

A U, (a)

u(b,r)=> U, (b)

J
= K, —a’M, + jC,w

fOert Eq. 131
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E em particular se a = b logo

u(b,t): % Urz(a)

2 .
,,:]Kp—a) Mp-l—]CpO)

104
fOeJ Eq. 132

Das Eq. 131 e 132 podemos obter as correspondented FRF's

H,, ()= % U,(b)U,(a)

2 . Eq. 133
a*b r:]Kr—a) Mr+]Cra)
N 2
U
a=>b Haa(a)):z 2r (@) Eq. 134
,,:]K,,—a) Mr+erC()
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A fim de entendermos o significado fisico destas FRFs € aqui proposto o seguinte
exercicio: Determinar as FRFs para uma estrutura tipo viga metdlica para
diferentes pontos de excitacdo. A solugdo do problema envolve as seguintes
etapas:

Definicdo de propriedades geométricas e material
Definicdo das condigcbes de contorno

Determinagdo das frequencias naturais e modos de vibrar
Definicdo do ponto de aplicagdo da forca (x = a)
Definicdo do ponto de medicdo da resposta (x = b)

D N NI NI NN

Entdo vamos a solucao !!!
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v’ Propriedades Geométricas e do Material

Opta-se por uma viga de sec¢ao transversal retangular e de aco comum

L =1000 mm
[ J

E =210 Gpa b =254 mm

p = 7830 kgm
v’ Condigoes de Contorno
Livre-livre

v’ Propriedades Naturais

h = 6,35 mm

As frequéncias naturais € modos de vibrar sdo dadas pelas seguintes
expressoes, observadas as condi¢des de contorno do problema
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cos A, L.coshA,.L=1

U,(x)=C,(coshA,x+cos . x+a,(sinh A, x+sin A,x))

coshA,.L—cos AL
o, =—
sinh A, L—sin A, L

|

Dica: para uma viga livre — livre uma boa aproximacado dos autovalores €

Dada pela seguinte expressao

@ = /142
PA

»
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v Cadlculo das FRFs

Neste caso, utilizamos as expressoes ja definidas anteriormente.

N
U.(b)U,\a
Hba(a)):z r(Z) r( )
TK,-o’M, + jC e

Sabendo que devemos determinar as constantes generalizadas !

Hyy(0)=S U@

r:]Mr(a)r2 — o’ + jzgrwrw)
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