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Objetivos

Os objetivos principais desta aula sao os seguintes:

 Estudar os modelos continuos para vibragao transversal de vigas.
 Estudar as condicoes de contorno para diferentes problemas.

e Determinar a solucdo dos problemas continuos e introduzir o conceito de
auto funcoes e modos de vibrar.

 Estudar aplicagdes.

Bibliografia:
-Craig, R., Structural Dynamics, An Introduction to Computer Methods
John Wiley, Capitulos 9 e 10.
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2 - VIBRACAO TRANSVERSAL DE VIGAS - O modelo de 42 ordem

A figura abaixo mostra uma por¢ao de uma viga em vibragao transversal

A y T ( t)
Ui, p(x,t)
/!

S(x + Ax,t) M(x,T) - momento fletor
S(X,t)K T T T T S(x,t) - forca cortante
Q p(x,t) - forga externa por

l d unidade de comp
M(x,t) \\1 M(x + Ax,t)

»
f‘ EESC'USP S Prof. Or. Paulo S. Varoto




Estudaremos o modelo de Euler-Bernoulli que leva em consideracao as
seguintes hipoteses simplificadoras:

Entao, usando estas hipoteses simplificadoras, deduziremos a equacgdo para
a vibracao transversal da viga de Euler Bernoulli.
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Inicialmente, uma relagao cinematica simples relaciona a deformacao da
viga a sua curvatura

N
U
A Eq. 39 possibilita relacionarmos o momento fletor a curvatura, para uma viga

de propriedades independentes da posi¢ao e de acordo com as hipoteses prévias

& Eq. 39

EI
M (x,t)=— Eq. 40

u

Onde I € momento de inércia da secao transversal da viga. As equagoes de
movimento para o elemento de massa Am podem ser escritas como

+TZFy Z(Am)ay Eq. 41

ZMG =(dlg)x Eq. 42

Onde G denota centro de massa de Am e & a aceleragdo angular.
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De acordo com as hipoteses, a Eq. 42 reduz-se a
> Mg=0
Aplicando-se a Eq. 41 ao diagrama de corpo livre mostrado temos

2
S(x, 1) = S(x+Ax, 1)+ p(x,t) Ax = pAsz—g
t

Dividindo-se a Eq. 44 por Ax e levando ao limite temos
o°u

oS
_— R — A—

De forma similar, obtemos da Eq. 43

M

¢ =
ox

Eq. 43

Eq. 44

Eq. 45

Eq. 46
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Agora, se a inclinacdo da viga du/dx permanece pequena, a sua curvatura
Pode ser aproximada para 92, /9x° € a Eq. 40 torna-se

M (x,t) = Elﬁ
, Ox?

Combinando-se as Eqs. 44, 46 e 47 temos

2 2 2
B[E,M}Mg;:p(x,ﬂ

ox° Ox° t

A qual € referida como equacgao para vibragao transversal forcada para a viga
de Euler Bernoulli. A Eq. 48 € valida somente para vigas que satisfazem as
hipétese previamente estabelecidas, ou seja, vigas longas e esbeltas. Em

seguida serao discutidas as condi¢des de contorno mais comuns na solugao
da Eq. 48

Eq. 47

Eq. 48
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2.1 - Condic¢oes de Contorno Usuais para a Vibracao Transversal

a) Extremidade fixa

u(x=x,,t)=0 deslocamento Eq. 49
ou T
8_ =0 inclinacao Eq. 50
X X=X
b) Apoio simples
u(x=x,,t)=0 Eq. 51
M(x=x,,t)=0 momento fletor Eq. 52
ou o°u _0
axz o Eq. 53
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c) Extremidade livre de forga

S(x=x,,t)=0

M(x=x,,t)=0

2
9| gou
ax axz
P
ox”°

Ou entao

X=X

Eq. 54

Eq. 55

Eq. 56

Eq. 57
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Outros exemplos:

Massa concentrada na extremidade da viga

S(L.Y
ﬁ # ML (| m
; DCL

Da aplicagdo da 22 Lei de Newton

o ., 0%u
Srene B | alE08)

Eq. 58

9°u
YMo=0 W |52

Eq. 59

xX=x;
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2.2 — Soluc¢ao para a Vibracao Livre Nao Amortecida

Neste caso, a equacdo de movimento reduz-se a

2 2 2
8—2 Ela—gt +pAa—Z=0 Eq. 60
ox ox ot
E se consideramos EI constante temos
4 2
Ela—Z+pAa—;t=0 Eg. 61
ox ot

Utilizando o método da separagao de varidveis, escrevemos para a solu¢ao
u(x,t)=U(x)n(t) Eq. 62

Substituicdo da Eq. 62 na Eq. 61 fornece duas equacoes desacopladas
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7'7+a)277:0

4
ig—fU:O
dx

E neste caso, os autovalores e as freqiiéncias naturais relacionam-se por

@’ = /142
PA

Para a determinacdo das auto fun¢des (modos de vibrar) consideramos como

solucdo geral para a Eq. 64

U(X) = A] eﬂx + A2 e_/bc + A3 ei/bc + A4 e_iﬂx

Eq. 63

Eq. 64

Eq. 65

Eq. 66

A qual apresenta quatro constantes que dependem das condicoes de contorno !
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Duas outras formas uteis da solu¢ao apresentada pela Eq. 66 sao

U(x) =B, e™ +Bye ™ + B; sinAx+ B, cos Ax o 67

U(x)=C; sinhAx+ C, cosh Ax+ C;3 sinAx+ C4 cos Ax Eq. 68

Entao, fica claro que, baseando-se nas Eq. 66 ou em suas formas alternativas,
Eqgs. 67 e 68 sdo necessarias quatro condi¢des de contorno para a determinacgdo
das constantes de integracdo. Vejamos o exemplo da viga apoiada

U (x,t)* /

B > X

| T >
N/ El,m v

U(0t)=0 U(lt) =0

MO =0 M(Lt)=0
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Das condicoes de contorno apresentadas : A, =A;=A,=0¢

sen(Al)=0
De onde obtemos:
_pZ
B
Modos de # Up(x)=S€n(/1px)=S€n(p7ﬂx)
Vibrar
El (prY [EI
Freqiiéncias # @, = /'t?) i ( l ) A
Naturais P P

OBS: as autofung¢des sdo idénticas ao exemplo da corda vibrante da se¢do
anterior

Eq. 69

Eq. 70

Eq. 71

Eq. 72

»
7‘ EESC'USP S Prof. Or. Paulo S. Varoto

14




Outro exemplo interessante € o caso da viga engastada-livre,

como viga cantilever
T u(x,t)

As condi¢des de contorno para a extremidade fixa sdo:

U(x=0,t)=0
v _,
0x x=0

Enquanto que para a extremidade livre temos:

°U| 0
ox° -
x=L
’rul 0
ox> -

também conhecida

Eq. 72

Eq. 73

Eq. 74

Eq. 75

x=L
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Aplicando as condi¢des de contorno descritas na Eq. 68 temos

T 0 i 0 1 (¢ (o
) 0 A 0 c,| o
2 2 2 2 Y (Tn(
A senhAL A coshAL —A"senAL —A cosAL ||C; 0
A coshAL A senhAL — A cosAL  FsenAL Cy] 0

Este sistema tera solugao nao trivial se € somente se o determinante da
matriz dos coeficientes for igual a zero, o que fornece

cos ALcoshAL+1=0

A Eq. 77 € uma equacao transcendental cujas raizes fornecem os autovalores
multiplicados por L. Uma solu¢ao numérica da Eq. 77 fornece

AL =18751
QoL =4,6941
A3L =7,8548
AL =10,996

Eq. 76

Eq. 77

Eq. 78

Eq. 79

Eq. 80

Eq. 81
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E os autovalores sdo entdo introduzidos na Eq. 65 juntamente com as propriedades
Do material e geométricas para determinar-se as freqii€éncias naturais do sistema.
Uma vez determinados os autovalores, as constantes na Eq. 76 sao obtidas das
duas primeiras equacoes
C 4= —C2 Eq. 82
C; =-C; Eq. 83

Enquanto que a terceira fornece

C;senh A, L+C,coshA.L—-CszsenA,L—CycosA,.L=0 Eq. 84

Que combinada com as Eqgs. 82 e 83 fornece

C, =—C, coshA, L+cosA.L | _ _K.C, o 55
senh A.L+senA,.L
U,(x)=C(coshA,x—cosA.x—K,[senh 4. x—sen 1 x]) Eq. 86
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Representagao:

1° Modo

N6

/

2° Modo

Né

3° Modo ’-/\/—/

40 Modo /\
"/\\_/ <

»
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nd conditions Frequency
f beam equation Mode shape (normal function) Value of 8,1
 Pinned pinned sin 8,0 = 0 W, (x) = C,[sin B,x] Bl =
Bol = 2m
ﬂSl = 377'
1 . ﬂ4l = 47
R cos B0+ cosh Bl = 1 W, (x) = C,[sin Bx + sinh Bx Bl = 4730041
: + «a, (cos B,x + cosh B,x)] Bl = 7.853205
where Bal = 10.995608
(sin B, — sinh Bnl> (ﬂé’; = é“f-13716§
@, = — = 0 for rigi
: cosh B,/ — cos 8,/ \ body mode)
%f_‘fﬂ’__"e_‘i[g cos B, - cosh B, = 1 W,(x) = C,fsinh Bx — sin Bx Byl = 4730041
, ‘ + a, (cosh Bx — cos B,x)] Bol = 7.853205
1 where Bzl = 10.995608
. = sinh B,/ — sin B,/ Bl = 14.137165
" cos B, — cosh B,/
2% cos B,l-cosh B = —1 W,(x) = C,[sin B,x — sinh B,x Bl = 1875104
i — @, (cos Bx — cosh B,x)] Bl = 4.694091
where Bil = 7.854757
o = (308 + sinh Bl ) Bal = 10.995541
" cos B,] + cosh B,/
 finedpinned tan 8,/ — tanh B,/ = 0 W,(x) = C,lsin Bx — sinh B,x Bl = 3.926602
+ @, (cosh B,x — cos B,x)] Bl = 7.068583
where Bil = 10.210176
B (sin B, — sinh Bnl) B4l = 13.351768
% =\ cos B, — cosh 8,1
- Pioned-frec tan B8,/ — tanh B,/ = 0 W,(x) = C,[sin B,x + a, sinh Bx] Bl = 3.926602
£ i where Bl = 7.068583
. (Sin Bnl) Bsl = 10.210176
a, = | = Bil = 13.351768
sinh £l (Bl = 0 for rigid
body mode)
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3 - METODO DE RAYLEIGH - Aproximacio de @, !

No inicio do curso (slide 36, Eq. 21) vimos o conceito de Modo Assumido,
Representado pela equagao

v(x,t) =w(x)n(r) Eq. 87

Onde y(x) representa uma funcado de forma admissivel para a solu¢do do
movimento do sistema. Repare que a Eq. 87 € idéntica a Eq. 62 do método
da separacao de variaveis usado até aqui

u(x,t)=U(x)n(t) Eq. 88

Rayleigh observou que para a vibracao livre ndo amortecida o0 movimento
Do sistema € do tipo harmonico simples ou seja

u (x,1) = U (x)cos (wgt) = Up(x)cos (wgt) Eq. 89

Onde o, € a aproximacdo de Rayleigh para a primeira freqii€éncia natural do
sistema continuo, que depende da Wx) escolhida | Vejamos a seguir =>
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Da mesma forma, na auséncia de forgas dissipativas, a energia se conserva,
Entao as energias cinética e potencial elastica maximas se igualam

Tmax = Vmax

Entao para o sistema abaixo

AN
mS
— Tuxt) x
<
Xi
L X
L
- V=£IEI(M")2dx+£kiui2
0
L
Tz—ij(u)zdx+§ms U

Eq. 90

Eq. 91

Eq. 92

2
0
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Os valores maximos sdo dados por

. 52
Tmax ——C()R mU

Agora sabe-se que os valores de rigidez e massa sao dados por

L
k=[E1") det kily ()

0
L

m = jp Al//zdx +mg [y (xg )]2
0

Eq. 93

Eq. 94

Eq. 95

Eq. 96
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E entdo da igualdade expressa pela Eq. 90 obtemos o quociente de Rayleigh

R(U)E(()IZQ =% Eq. 97

Exemplo: para a viga cantilever vamos calcular o R(U) com a seguinte Ax)

w(x) = GT Bq, 98
Inicialmente obtemos
V=" .
Das Egs. 95 e 96 temos L
k = 4# Eq. 99
L
o PAL

Eq. 100

5
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Obtemos da Eq. 97

4,472( EI')"*
WR = L2 oA Eq. 101
Enquanto que o valor exato € dado por
3.516( EI)"”
W) = 2 \ pa Eq. 102
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4 - ORTOGONALIDADE DOS MODOS DE VIBRAR

As propriedades de ortogonalidade sao propriedades fundamentais dos modos
de vibrar. Utilizaremos o modelo de Euler-Bernoulli, lembrando a Eq. 60

o’ 9%u 9°u
N EI=" 1+ pA=—"=0 Eq. 103
8x2[ aﬁ} Y

A equagao para os modos de vibrar na forma compacta €
) V44 2
(EIUr ) — pAa)r Ur - 0 Eq. 104

Multiplicando esta ultima equagdo por U, (#£U,) e integrando de 0 a L temos

L 7 L
I(EIUF ) Usdx—wrszAUrUstZO Eq. 105
0 0
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Integrando por partes temos

L L
[EIU, U dx-0, [ pAU,U dx =0 Eq. 106
0 0

Realizando o processo inverso, podemos obter a seguinte equacao

L L
IEIUr U, dx—wsszAUrUsdx:O Eq. 107
0 0

Subtraindo uma da outra temos

L
(a),,2 — a)s2 )j PAU U dx =0
0

Eq. 108
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Para dois modos possuindo frequéncias naturais distintas definimos a relacao de
ortogonalidade em relacdo a massa

L
J-pAU,,Ude:O @, + Ay

Eq. 109
0
Substituindo-se agora a Eq. 108 na Eq. 107 ou 108 temos a relagdo de
ortogonalidade em relacdo a rigidez
L
[ErU, U dx=0 o, %o, -
0
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Agoraser=sas Egs. 109 e 110 fornecem os valores da massa e rigidez modais ou
generalizadas

L
[pav,2dx=M, o =0

Eq. 111
0
: 2
0
E dai temos
_ Kl"
Wp = Eq. 113
MI"
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Frequentemente se utiliza modos normalizados. A normalizacao de da assumindo-se

U,(x)=c, 9.(x) Eq. 114

E a normalizacdo das auto-fun¢des pode ser feita de diferente maneiras:

1. Normalizar o modo tal que maxm, (x)\ =1

2. Normalizar o modo tal que a massa generalizada ou massa modal tenha um
valor especifico, usualmente unitaria.

L
M,,:J‘pA¢r2dx=] Eq. 115
0
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