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1 -Modelo M atematico

Modelo de 01 GDL com amortecimento ViScOso:

u (t)

Equacao de movimento: 2% de Newton

Zlf:mﬁ
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Obtém-se ent&o a seguinte equacao diferencial do movimento:

mu + cu + ku = p(t)

Onde:

mu éotermo deinércia

cu éaforcade amortecimento viscoso

ku éaforcade mola

p(t) éaforcade excitacdo externa
A Eqg. 1 admite as seguintes condigbes iniciais

U= —» posicioemt=0

ul0)=uy — Veocidadeemt=0

Eq. 1
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A Eq. 1 pode ser reescrita em funcao de alguns parametros como a seguir:

2 wnz
U+ 2¢ahu+w,"u = e p(t) Eq. 2
Onde:
k A - . .
%2 = Freguéncia natural nao amortecida do sistema em rad/s
m (Propriedade do sistema que depende somente da massa e rigidez e ndo € fungdo
da excitacdo)
— C ~e - - -
¢=— ﬂ Fator ou razao de amortecimento viscoso (admensional)
Cer (Propriedade mensuravel do sistema que exprime dissipacdo de energia)
_ _ 2k _ . .
Cor = 2Ma, = E =2Jkm B Constante de amortecimento critico em Ns/m

% E ESC— U SP éEM\SM Prof. Dr. Paulo S. Varoto 4




A solucdo da Eq. 2 e dada pela soma das solucdes particular e complementar:

u(t) =up(t) +uc(t) Eq. 3
Onde:
* u,(t) éasolucao permanente ou de regime e depende somente da excitacao p(t)

* u (t) éasolugdo complementar ou homogénea e depende das Cls

Para o caso davibracao livre, consideramos p(t) = 0 e entao

u+2cahu+a1nzu:0 =a-4
E a solucéo geral da Eq. 4 é dada por:

u(t) =C e £q.5

Substituindo, vem :

(5% +2¢c, S+ w,2)Ce™ =0 Eq. 6
Gh S+
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Desta tltima Eq. 6 obtemos a Equacao Caracteristica do Sisterma Amortecido, que

é dada por
Sz+2ca_hs+%2:0\ Eq. 7

Esta dltima Eg. 7 € de fundamental importancia nos estudos da vibracéo livre e
também no controle da vibracao. Conforme sera visto, suas raizes fornecem
informac&o importante sobre caracteristicas fisicas do sistema.

Nateoria de controle classico tais raizes sao denominadas polos do sistema e
fornecem informacdes sobre a estabilidade do sistema. Estas raizes sdo geralmente
complexas e possuem parte real negativa para sistemas estaveis!

P4los do / Re
. |
sistema \
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2 — Resposta Livre N&o Amortecida

Neste caso fazemos ¢ = 0 na Eqg. 4, obtendo assim

U+a)nzu:0 Eq.7

E a correspondente equacao caracteristica nao amortecida € a seguinte

52 + %2 =0 Eq. 8
Cujas raizes s30 dadas por: @
: —
=+, °
S,2 =Xl ( )
D Asraizesda €g. caracteristica do sistema
E recordando que sao complexas conjugadas e imaginarias
puras. Elas sdo também dadas em funcao
_ k da frequéncia natural nao amortecida
h = m do sistema! )
_/
Eq. 9
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Ent&o, uma vez que temos duas raizes complexas e conjugadas, a solucéo da
Eq. 7 que é aEqQ. 5 éreescritacomo

— > Estaénaverdade u(t) deu(t) = u.(t) + uy(t)

_U(t) — Clel Gt + (_:Ze—l Gt Eq 8

Onde C, e C, sao constantes de integracéo e dependem das condic¢oes inicias.
A solucao para u(t) pode ser reescrita como:
u(t) = Ajcosawat + Ao sen it Eq. 9
Onde a Eqg. 9 foi obtida com o auxilio das RelacGes de Euler
&% = cosf+isend £q. 10
Agora, as constantes A, e A, sao dadas por:

u@O)=up =4
u(0) =uy = Aoy

Eqg. 11
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Ent&o, em func&o dos parametros fisicos temos:

O sistema vibra na sua
freqiéncia natural !
Eq. 12

u(t) = ug Cosait + (U—O]sen it

Uh

Um exemplo gréfico

: T _2n Periodo natural n&o
0 Uo n-— amortecido [s]
— - Gh
_— J
ui Wy , , , I . f=1 % Frequéncia natural
s I o o o ' T, 2n ndo amortecida [HZ]
5
£ 5T
: T (a2, p2lt2
i < n S U _(Al + A )l Madulo

B a angulo defase
Outra forma da solucéo

u(t) =U cos(ait —a) =U cosaw, (t - %) Eq. 13
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3 —Resposta Livre Amortecida
Neste caso, a equacéo de movimento livre é dada por
U+2ca)nu+a412u =0
E como no caso nao amortecido assumimos a solucéo como

u(t) =Ce%
Substituindo-se a Eg. 14 na Eq. 13 temos

(5% +2¢, S+ wn2)Ce™ =0
Gh S+

De onde obtemos a equacado caracteristica do sistema amortecido

32+2ca)ns+cuhz =0

Eq. 13

Eq. 14

Eq. 15

Eg. 16
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Neste caso, a equacéo caracteristica do sistema, Eg. 16 possui duas raizes
complexas conjugadas da seguinte forma

$12 = —Cah T ah 62—1

Eq. 16

O vaor do fator de amortecimento ¢ define trés casos possiveis:

0.5

c 1

¢>1\ ) -

/\\/ -
\

¢<1

0

0.5

1

15

25 3

e Sub Amortecido: 0<¢<1
¢=1
» Sobre Amortecido: ¢ >1

e Criticamente Amort.:

V eremos cada um destes casos individualmente em seguida E>
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a) Sistema sub amortecido {< 1
Neste caso, escrevemos as raizes da equacéo caracteristica como:

S12 = —Gan iy Eq. 17

Onde neste caso, a constante &, € frequencia natural amortecida (rad.st) do
sistema:

_ _ 2
@y =wh1=¢ Eq. 18

E o0 periodo natural amortecido T, é dado por

271
Tg = a Eq. 19

Deve-se notar que este caso (£ < 1) € o caso mais importante sob o ponto de
vista experimental e pratico. As grandezas «), e T, S50 as grandezas mensuravels
nos problemas reais.
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A solucéo paraavibracao livre € entdo escrita como (Eg. 14):

u(t) =e ¢ “' (A cosayt + Ay senayt) Eq. 17

Ou entao em funcao das Cls

Eq. 18

O sistema vibra na
freqiéncia natural
Amortecida !

A
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Outra forma de escrevermos a solucéo seria:

u(t) =Ue ¢ %' cos(ayt - a)

Com: ,
In +
U= u02 +£u0 C%Uoj Magnitude
Wy
tga = Yo * ¢tllo Angulo de

i Yo fase

&d circulo

TN/

05T

KS

f
0 0.5 1

Eq. 18

Eq. 19

Eq. 20
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a) Sistema criticamente amortecido (=1

As raizes da equacao caracteristica sdo dadas por

S =—¢a
E asolucéo fica
u(t) = (Cy +Cot)e™ "

Ou em funcéo das condicOes iniciais

b) Sistema sobre amortecido {> 1

Definimos:

W =wh¢ -1

frequéncia natural amortecida
paraz>1

Eq. 21

Eq. 22

Eq. 23

Eq. 24
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E a solucéo é entdo dada por

Amplitude [mm]

Eq. 25
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4 — Deter minacao Experimental do Amortecimento

Trata-se de algumas técnicas para estimativa do fator de amortecimento ¢ a
partir de dados experimentais da resposta livre amortecida. Temos dois
Métodos: 0 decremento logaritmico e o método da meia amplitude
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No decremento logaritmico toma-se as amplitudes do movimento no
inicio e no final de um ciclo, u; e u, respectivamente. Entdo, temos

com base naEq. 18

u(t) =Ue ¢! cos(ayt - a)

Agora

- Up(t) =Ue ¢* ' cos(ayt - a)

“ Ug(t) = Ue *“'e cos(ayt - a)

U_P = eg%Td
UgQ

O decremento log € entdo definido por

0=

In(upj = Caj Ty
Yo

271

Td:

wh1-¢?

Eq. 26

Eq. 27

Eq. 28

Eq. 29
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Ent&o, das Egs. 28 e 29 obtemos

271
0= Cahly = > Eq. 30
V1-¢
De onde obtemos o valor de {. Paravaloresde {< 0,2
o U2 Eq. 31
Que é equivalente a
1 u
¢ D()ln(PJ Eq. 32
21T Ug
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O método da mela amplitude basela-se na curva do envelope:

((t) = Ue $&nt Eq. 32

Que aplica-se adois pontos tal que

~ _Up
Up = — Eqg. 33
R™2

Esses pontos encontram-se separados N periodos inteiros amortecidos. Entéo

l;l_P — gs@NTy — 5
UQ
Combinando-se a Eq. 34 com a definicao de periodo amortecido vem

Eq. 34

2NC _1n2)
1/j|_—¢2 Eq. 35

De onde obtemos o0 valor do amortecimento
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Para valores pequenos de ¢ temos a seguinte aproximacao para este método

0,11

[]
¢ N

s N

101

[\

T T T T 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Eq. 36
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5-Sistema de 01 GDL — Amortecimento de Coulomb

Neste caso, 0 modelo é dado por: ,
u(t) u,

k <« lmg
P B—

M fy TN

A comatrito

O modelo daforcade atrito é dado por
fp = uN = pymg

A equacdo de movimento fica

_fs_fD:mU

Eq. 37

Eq. 38
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com
fS = ku
fo = mgsgn(u)

Ent&do

mu + ku = — 4. mg u>0

mu + ku = 4,mg u<o

Definindo agora

1

As equagdes de movimento ficam

Eq. 39

Eq. 40

Eq. 41

Eq. 42

Eq. 43
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Combinando as Egs. 41, 42 e 43 temos

U+%2u = —%ZUD u>0 Eq. 44
. 2. _ 2 .
u+cuh u=+aw,"Up u<o Eq. 45
Envelope linear
1 T T T T T
0.8
0.6
0.4+
0.2
0 L
-0.2F
-0.4+
-0.6
-0.8
(0] 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
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