Andlise de Algoritmos

Conceitos basicos, critérios de complexidade de tempo e espaco




Andlise de Algoritmos

® Prever os recursos requisitados pelo algoritmo:

o Interesse primario: memoria, largura de banda de

comunicacao, hardware do computador.
o Analise de algoritmos: medir o tempo computacional.
e Objetivo: identificar algoritmos mais eficientes.
o Pode existir mais de um candidato viavel.
o Descartamos algoritmos inferiores durante o processo
de analise.




Algoritmo

Sequéncia de passos computacionais que transforma
entrada (input) em saida (output).

® Ferramenta capaz de resolver um problema computacional
bem definido.




Exemplo de Problema Computacional:

Ordenacao
® Problema computacional que surge em diversas situagoes.

e Definicao:

o Input: Uma sequéncia de n numeros:{a1 CIRE: I an}
o Output: Uma reordenagao da sequénciaem {a ,a,, a

'<3' <3 <.<3
talquea sa sa,s..sa

a )

3

n




Exemplo de Problema Computacional:
MDC

e Definicao:
O Input: inteiros positivosaeb
o OQOutput: c= MDC(a,b), Maior divisor comum de a e b.




Instancia do problema e corretude do
algoritmo

® A instancia de um problema consiste da entrada necessaria para

calcular a solucao do problema.

e A corretude de um algoritmo indica que ele termina sua execucao,
retornando saidas corretas para todas as instancias do problema.

® Todavia, algoritmos ” incorretos” podem ser uteis se for possivel
controlar sua taxa de erro!

Neste curso, apenas algoritmos corretos serao abordados.




Pseudocddigo

® Podemos especificar um algoritmo como

o Programa de computador: uso de linguagem de
programacao como C++, Java, python, etc.

o Hardware design.
® A especificacao deve fornecer uma descricao precisa do
procedimento computacional a ser seguido.
e Uma forma mais geral de especificar algoritmos é através de
pseudocodigo.




Pseudocddigo

INSERTION-SORT(A)

for j = 2to A.length
key = A[j]
/f Insert A[j] into the sorted sequence A[l1..j — 1].
i=j—1
while i > 0 and A[i] > key
Ali + 1] = AJi]
I =i-1
Ali + 1] = key

00 =] Oh Lh da L b e




Problemas solucionados por algoritmos
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Algoritmo 2: Gerando niveis aleatdrios.

1 A+ {}h
2 b+ U(L,B);
3 Wpreenchida — U

wom S @ o e

10
11
12
13
14
15

16
17
18

19
20
21

22
23
24

25

26

wy — N{W 0.5, W «0.5);

enquanto W preenchida < W4 fa(;a

S—1{h

V + todos os blocos;

hpmmu'hidn +—0;

hy +— N(H+0.5,H %0.5);

enquanto fpeenchida < hi e V nao estd vazio faga
Cprox +— EscolheClasseSeguraAleatoria(cm):
lprox + EscolheBlocoAleatorioDaClasse(cppx. V);
S€ Cprox TG0 € UMA COLTA entao

se Cppox nao € um pddio e U(0,1) < 0.5 entao

L DuplicaBloco(l . ):

se AreaQuadDelimitador,, > AreaQuadDelimitador,,, entao
adiciona [ prox €m S,
hprwnc'hr'da — hprfmc.l‘rid{r + hpm.r:.

senao se blocos no topo de § cabem dentro de 1, entao
adiciona [, em S;

hprrwa('hidﬂ — hpi?fr:c'.’iida + hprrr.\';

InserePorcos(S);
se h;n?mr'hida >0 entao
W preenchida — Wpreenchida + Wy
senao
L Wpreenchida = W preenchida +4&;

adiciona S em A;

31|10 3110

31|10 130 130

13| 0 28|0 28| 0

12| 0 29 |1 2910
131 10| 1 310 15| 0 31| 0
[ 4 10 241 X 18] 0 X 251 X 18] 0
passar. pilha 1 pilha2 pilha3 pilhad pilha5 pilhaé pilha7 pilha &

AREA UTIL DO NiVEL

LARGURA DO NIVEL




Problemas solucionados por algoritmos

Algorithm 2: HISA

1 model +— CNPPLEN.
2 oo 1

3 repeat

4 G 4 create-graphi 2 );
£ path + Dijkstra(G):
]

T

&

]

submodel + reference-path{model. path, n);
Execute Algorithml({submodel F R with E‘%
o= i+ 1;
until sxFeasiblef submodel status) or n = maxiter:
i 0 isFeasiblel submodel stains) then
n |_ return model;

i else
L return HISA fail:




Problemas solucionados por algoritmos

Problemas podem apresentar muitas solucoes candidatas.
® A maioria nao soluciona ou nao esta entre as melhores
solucdes a serem utilizadas em aplicacdes praticas.

® O objetivo é elaborar algoritmos corretos e eficientes.
® Porém, ha problemas para os quais nao existem algoritmos
eficientes.




Algoritmos e problema polinomiais.

e Algoritmo polinomial é aquele que gasta um tempo limitado por

um polindbmio para solucionar instancias do problema.

® O polindbmio é dado em funcao do tamanho das instancias do
problema.

® Se existir um algoritmo polinomial para uma problema
computacional, o problema é classificado como um problema

polinomial.




Algoritmos e problema polinomiais.

® Classe P de problemas polinomiais.

® Problemas considerados tratdveis ou faceis.
e Mesmo para N, onde N é o tamanho da entrada?




Algoritmos e prob

n10 2n

0 1
10 10000000000 1024

20| 10240000000000 1048576
1E+18
30| 590490000000000 1073741824 7=
SE+17

40 1.04858E+16| 1099511627776
2.5E+17

50 9.76563E+16 1.1259E+15
6.04662E+17 1.15292E+18 ’

ema polinomiais.

n*10 and 2*n

0

40

60

= n*10

- 7'




Algoritmos e problema polinomiais.

e Exemplo: Equacao inteira do segundo grau
o Dados numeros inteiros a, b e ¢, encontrar um nimero inteiro
X tal que ax?> + bx + c=0.

o Ou verificar que x nao existe.



https://www.ime.usp.br/%7Epf/analise_de_algoritmos/aulas/dicionario.html#inteiro

Algoritmos e problema polinomiais.

® Exemplo:Equacao inteira do segundo grau
=

Temos que calcular (a * x* x) +( b* x) + c e comparar
com zero.

Se x inteiro satisfaz ax? + bx + ¢ = 0, os calculos
consomem tempo limitado pelo polinbmio do segundo
grau com coeficientes a,b e c.

Logo, trata-se de um problema polinomial.




Algoritmos e problema polinomiais.

e Exemplo:Fatoracao

o Seja n€N], calcular pE€RN maior que 1 e menor que n
com p divisor de n.

o OQOu verificar que p nao existe.




Algoritmos e problema polinomiais.

e Exemplo:Fatoracao
= Se p fatora n, entao n=k.p com k €Rl e k>1.

Logo, p=n/k < n.

Os calculos para p gastam um tempo polinomial em n.

g 0d

Logo, trata-se de outro problema polinomial.




Problemas dificies

® Algoritmos nao polinomiais sao considerados intrataveis.
® Eles sdo lentos com tempo na ordem de 1.5V, 2N 3N 10N,




Problemas dificies

® Exemplo: Subset sum (soma de subconjuntos)
o Sejam os numeros naturais P, P, €C
o Encontrar um subconjunto K de {1,..., n} tal que a soma

de cada p, para k € Kseja igual ao valor de c.
Ou verificar que um tal subconjunto nao existe.




Problemas dificies

® Exemplo: Subset sum (soma de subconjuntos)
= Um algoritmo ingénuo avaliaria todos os subconjuntos

até encontrar aquele que atendesse a restricao do

problema
= Qu, apos avaliar todos os subconjuntos, retornaria a nao

existéncia de um que atenda a restricao do problema.
Pior caso: ordem de N.2N......Pq???




Problemas dificies

e Um problema € polinomialmente verificavel se uma
solugao de uma instancia do problema € de fato ou nao
uma solucao.

o Verifica-se a existéncia de um algoritmo que responda sim
Ou nao a questao anterior.

o A resposta sim deve ser fornecida dentro de um tempo
limitado por um polinbmio em funcao do tamanho da
instancia.

o A classe de problemas NP é constituida por problemas

polinomialmente verificaveis.



Problemas dificies

e NP NAO significa ndo polinomial.
e NP significa nondeterministic polynomial.
e P C NP ou P=NP?

o Até o momento, algum problema em NP pode nao
estarem P.




Problemas dificeis

® Sejam A e B problemas. Dizemos que o problema A nao é
mais dificil que o problema B, se A for um subproblema de
B.
® Exemplos: Quadrado perfeito
o Dado um numero natural n, encontrar um numero
natural x tal que x? = n ou provar que nao existe x.
o 0O quadrado perfeito ndao é mais dificil que o problema
da equacao inteira do segundo grau.
Provar isso!!!



Problemas dificeis

Classe NP- dificil é formada por problemas tao dificeis

guanto os problemas mais dificeis em NP.

e Um problema é NP-dificil qguando todos os problemas em
NP n3ao sao mais dificeis que ele.

e Um problema NP-dificil que esteja em NP é dito

NP-completo.


https://www.ime.usp.br/%7Epf/analise_de_algoritmos/aulas/NPcompleto.html#no-harder

Problemas dificeis

e Steven Cook e Leonid Levin provaram de forma
independente a existéncia de problemas NP-completos.

e Reducdo polinomial: Sejam A e B problemas. Se A é
NP-completo e B nao é mais dificil que A, entao B também
é NP-completo.

® Prova-se que P = NP quando for encontrado um algoritmo

polinomial para um unico problema NP-completo. Isso

ainda nao foi provado!!



Eficiéncia

e Diferentes algoritmos que solucionam um mesmo problema
podem apresentar uma diferenca significativa em termos de
eficiéncia.

e Tais diferencas podem ser mais impactantes que diferencas

de hardware e software.




Eficiéncia
e Exemplo: Ordenar 10° nimeros.
o O algoritmo insertion sort leva um tempo na ordem de
cln2 para ordenar n itens, onde a constante c, nao
depende de n.

o O algoritmo merge sort leva um tempo na ordem de
c,n.Ign, onde a constante c, nao depende de n.




Eficiéncia

e Exemplo: Ordenar 10° nimeros.
o Suponha que o computador A execute 10 bilhdes de

tarefas por segundos.

o Um excelente programador implementa o algoritmo
insertion sort em linguagem de maquina no computador
A conseguindo performance de 2n?.




Eficiéncia

e Exemplo: Ordenar 10° nimeros.
o Suponha que o computador B execute 10 milhdes de

tarefas por segundos.

o Um programador com nivel mediano implementa o
algoritmo merge sort ( em linguagem C usando o DEV!!).
Ele consegue uma performance de 50nlogn.

o O computador A é 1000 vezes mais rapido do que o

computador B.




Eficiéncia Ordenar 100 Milhdes
de numeros:

e Exemplo: Ordenar 10° nimeros. A: 23d
B: 4h

@ 17 vezes superior

=1163seg(< 20min)

,
A:z(m)

o6 = 20000seg(> 5.5h)

50(107)lg(107)
B:
107




Eficiéncia
® A eficiéncia nao recai sobre o tipo de linguagem utilizada

para implementar o algoritmo, nem sobre o tipo de
maquina na qual o algoritmo é executado.

® A eficiéncia precisa ser avaliada através de um critério
adequado para comparar algoritmos.

® Esse critério deve ser independente da linguagem e tipo de

maquina.




Eficiéncia

Nesse contexto, a eficiéncia de um algoritmo pode ser definida
como sua complexidade de tempo.

A complexidade de tempo é dada pelo numero de instrugoes
basicas que ele executa considerando o tamanho da entrada.
Observa-se que o pior caso possivel é considerado na
determinacao do tempo maximo para solucionar uma instancia de
grande porte.

Trata-se de uma andlise assintotica, ou seja, avalia-se o
comportamento do algoritmo para entradas de grande porte.




s o A . 1
Eficiencia
e Exemplo: Algoritmo 10
que gasta um tempo =
limitado por um
polindbmio da forma: i
p(n)=2n°+200n*+2000n2+ 10000
+20000n+200000 100000
1000000

10000000

2n"5

200000

2,00E+10

2,00E+15

2,00E+20

2,00E+25

2,00E+30

2,00E+35

+200n"4

200

2000000

2,00E+10

2,00E+14

2,00E+18

2,00E+22

2,00E+26

2,00E+30

+2000n"2

2000

200000

2,00E+07

2,00E+09

2,00E+11

2,00E+13

2,00E+15

2,00E+17

+20000n

20000

200000

2,00E+06

2,00E+07

2,00E+08

2,00E+09

2,00E+10

2,00E+11

200000
200000

200000

2,00E+05

2,00E+05

2,00E+05

2,00E+05

2,00E+05

2,00E+05

Total
222202

2800000

4,00E+10

2,20E+15

2,02E+20

2,00E+25

2,00E+30

2,00E+35



RAM Model

e Random-access machine (RAM) model

o Permite uma adequada comparacao entre algoritmos
diferentes aplicados a um mesmo problema.

o Facilita a avaliacao do comportamento dos algoritmos

em instancias de grande porte.




RAM Model

e Random-access machine (RAM) model
o Sequencial:

m A instrucdes sdo executadas uma apds a outra, ou seja,

sem operacoes simultaneas.
© H&a um Unico processador.




RAM Model

e Random-access machine (RAM) model
o Tipos de instrucoes consideradas:

m aritméticas (adicionar, subtrair, multiplicar, dividir, resto,
piso, teto)
transferéncias de dados (carregar, armazenar, copiar)
controles (estrutura condiciona, chamada de sub-rotinas e
retorno ).
o Cada instrucao consome uma quantidade de tempo constante.




RAM Model

® Random-access machine (RAM) model
o Tipos basicos: inteiros e reais.

o Um limite no tamanho de cada palavra de dados é assumido.
m Por exemplo, assumimos que inteiros sao representados por clgn bits

para alguma constante c21 e entradas de tamanho n.
m A constante c2 1 permite cada elemento da entrada individualmente.
m O valor constante para c impede que o tamanho da palavra cresca
arbitrariamente.




RAM Model

® Desvantagens

o Analise focada no pior caso que pode nao ocorrer
frequentemente.

o Nao permite analise do comportamento no caso médio




Analisando Algoritmos

® Exemplo: Problema de Ordenacao

o |Input: Uma sequéncia de n m]meros:{a1 A, Ay +nvy A }

n

© Output: Uma reordenacao da sequénciaem{a ,a, a,..a }

7 < ? < ’ < < 14
talquea sa ,sa,s..sa_




Analisando Algoritmos

INSERTION-SORT (A, n)

forj«2ton i
do key — A[j] Key«—12
i —j—1 0o 1 3 4 5 6 7 8 9 10
while i > 0 and A[i] > key
do A[i+1] < A[i]
i | —1 81 44 123 67 90 15 9 22 50
Ali+1] = key
[ Key—12
0 1 3 4 5 6 7 8 9 10
12 44 123 67 90 15 9 22 50

1 1 ] =



Analisando Algoritmos

INSERTION-SORT (A, n)
forj<—2ton
do key < A[ ] o 1 2 4 5 6 7 8 9 10
| «—]—1
while i > 0 and A[i] > key
do Ali+1] — Al 12 | 81 23 67 90 15 9 22 50
i —i-—1
Ali+1] = key
i j Key<—44
012l45678910
12 | 44 23 1 67 90 15 9 22 50

L L 1]l [T.=.



INSERTION-SORT (A, n)

Analisando Algoritmos

forj<—2ton

do key «— A[ ]

| «—]—1

while i > 0 and A[i] > key

do Ali+1] — AJi]

[« i—1

A[i+1] = key

22 50

22 50




Analisando Algoritmos

INSERTION-SORT (A, n)

forj<—2ton O 1 2 3 4 6 7 8 9 10
do key «— A[ ]
j
5

while i > 0 and A[i] > key 12 23 44 81 90 15 9 22 &0
do Afi+1] <« A[i]
[« i—1

Ali+1] = key i

23 44.81 90 1519 22 50




NoOORrWDN

Analisando Algoritmos

INSERTION-SORT (A, n)
1.forj<—2ton

do key «— A[ ]
| —j—1
while i > 0 and A[i] > key
do A[i+1] < A[i]
i — -1

Ali+1] = key

Complexidade de tempo avaliada pela
contagem do numero de instrugdes basicas
executadas para uma entrada de tamanho n.

Seja c_ um valor constante que indica o custo
em termos de tempo para cada execucao das
instrugdes na linham .

Seja t a quantidade de vezes que as condicdes
j - .

dentro do comando de repeticdo while foram

verificadas na linha 4 para cada valor de |

atribuido na linha 1.




Analisando Algoritmos

INSERTION-SORT (A, n) Custo Numero de execugdes

1forj<—2ton

2. dokey—A[]] c2 n-1

3. i—j-1 c3 n-1

4. while i > 0 and A[i] > key c4 ; '

5 do A[i+1] < Alil c5 ;“ﬁ —1)

6. i1 c6 anitj —1)

7. Ali+1] = key c7 Fri-1

Tempo total de execugdo para entrada de tamanho n: T'(n ) =cin + c?(n — 1)+ c3(n — 1)+

+C4Zt +C5Zt —1) +cﬁZt —1)
C?(ﬂ - l)




Analisando Algoritmos

e Tempo total de execugao para o melhor caso - Vetor ja ordenado
o Tj=1 pois a condi¢do na linha 4 nunca sera satisfeita.

T(n ) = cln+(32(n — 1) +03(n —1)+

+C4Zt +C5Zt —1) +cﬁZt —1)

(’7(72, - 1)

t: =n—1

n)=cm+ecaln—1)+ecan—1)+eyln—1) +e7(n—1)
=(c1+eateg+ey+ern—(co+ez+es+e+T)




Analisando Algoritmos

e Tempo total de execugao para o pior caso - Vetor ordenado em ordem oposta ao
ordenamento proposto.




INSERTION-SORT (A, n)

do A[i+1] « A[i]
8 9 10 | —i—1

42 53 53 74
o 1 2 3 4 6 8 9 10 ' — — —
3 4 6 7 8 9 10

42 53 74 81

Key<—37

Ke <—37
5 y

Key«37
6 7 8 9 10

[
2 3 4

-_—

-
N

i i Ali+1] =key
1 2 3 4 6 7 8 9 10

I -




ordenamento proposto.
Tn)=cn+c2n—1)+c3(n—1)+

+ed ti+eS Yy (1) +bY (5 —1)+
j=2 j=2 j=2
cf(n —1)

Analisando Algoritmos

e Tempo total de execugao para o pior caso - Vetor ordenado em ordem oposta ao

>

fj,=j
n n
1
D ti= ;;r'=2+3+4+E.+ﬁ...n:”'[”;r ) 1
j=2 i=2
b 1 n[n_lj
(:r ) Z(J ) 5
j=2 j=2
T[”]=C1H+63n—1]+55[n_1]+
nin+1 nin—1 nin—1
4 : ]]"‘4—55 ]+Cﬁ [ jl-i—c?(n—l]
2 2 5
€4+ G+ ¢ £y —C5 — C
T[n]=[%]ﬁz+[c‘1+cz+m+cr+[4 25 Ej]n

— (e2 + 3 +c7)




