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1 - INTRODUCAO

Segundo o autor Crandall, em seu livro Engineering Analysis — A Survey of Numerical Procedures,
os problemas da Engenharia podem ser de natureza discreta ou continua. Os problemas continuos,
diferentemente dos discretos, tém infinitos graus de liberdade.

Além dessa divisdo, ha outra, ainda segundo Crandall, que classifica os problemas em 3 tipos:

Problemas de valores de contorno, ou problemas de equilibrio — séo aqueles nos quais se busca a
configuracdo de um sistema submetido a uma certa solicitagdo estatica. Sao problemas que nédo
dependem do tempo.

Problemas de autovalores — podem ser considerados como uma extensdo dos problemas de
equilibrio, nos quais valores criticos de certos parametros devem ser determinados, em adicdo as
correspondentes configuracdes do sistema. S&o problemas regidos por equactes homogéneas.

Problemas de valores iniciais, ou problemas de propagacdo — sdo problemas dindmicos (ou
transitorios), que dependem do tempo. Consistem na previsdo do comportamento futuro de um
sistema, conhecendo-se a situacdo presente.

Os problemas de autovalores, de certa forma, estdo ligados a questdo da estabilidade do sistema.
Como exemplos desse fato podemos mencionar, no campo da Teoria das Estruturas, a flambagem
em problemas estaticos e vibracdes naturais em problemas dinamicos.

Neste fasciculo vamos estudar o problema de autovalores da flambagem de barras esbeltas.
Apresentaremos 0s conceitos basicos por meio de um problema discreto (com flexibilidade
concentrada), e os demais exemplos serdo continuos (com flexibilidade distribuida).

Na parte final mostraremos a relacdo que existe entre dois problemas distintos, mas intimamente
ligados entre si: o0 da flambagem e o da flexdo composta de barras esbeltas (o primeiro sendo de
autovalores e o segundo de equilibrio).

2— O CONCEITO DE FLAMBAGEM

Seja o sistema articulado com barras rigidas da Figura 8-1, sujeito a uma carga axial P. A mola
rotacional tem rigidez S (da palavra inglesa stiffness), cuja unidade no Sistema Internacional é
Nm/rad .
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Figura8-1

Tal sistema € discreto com apenas um grau de liberdade. O angulo 6 sera adotado como sendo a
coordenada generalizada (ndo cartesiana).

Na Figura 8-1 mostra-se a trajetéria de equilibrio (P x 0). Ha duas trajetorias possiveis, uma
vertical (chamada trivial) e a outra curva (trajetoria alternativa). O ponto onde as duas se
interceptam (ponto A) tem ordenada P, (carga de flambagem), e é conhecido como ponto de
bifurcacdo da trajetoria de equilibrio.

Se a carga P é pequena (P < Py) , e é imposta uma rotacdo 8 (por meio de qualquer agente externo),
entdo, uma vez cessada a causa da rotacdo, a estrutura volta a sua geometria inicial (6 = 0) .

Se acarga P é grande (P > P;) , a estrutura nao recupera mais a geometria inicial, permanecendo a
mola deformada enquanto perdurar a aplicacdo de P (mesmo ap0s afastado o agente externo que
provocou a rotacdo 0) . Diz-se que o sistema sofreu um processo de perda da estabilidade do
equilibrio, conhecido pelo nome de flambagem.

Flambagem é, por definicdo, o aparecimento de um ponto de bifurcacéo na trajetoria de equilibrio,
a partir do qual duas configuracdes sdo possiveis: uma indeformada (instavel) e a outra deformada
(estavel).

O trecho superior da trajetoria trivial (6 =0 e P > P,) é possivel apenas teoricamente, por ser
instavel. Na pratica todas as estruturas tém alguma imperfeicdo, por menor que seja, o que faz com
que, para P > B, , o sistema busque, por si s, a trajetoria alternativa, que é estavel.

Como se depreende da Figura 8-1, a tangente a configuracdo alternativa, em 6 = 0 , é horizontal.
Assim, 0 cresce rapidamente para pequenos acréscimos de P, a partir do ponto de bifurcacdo. A
mola entra em colapso por ndo poder suportar tais rotacoes.



Portanto, a carga ultima P, (ou carga de ruina) é apenas ligeiramente superior a carga de
flambagem P, . Paratodos os efeitos praticos considera-se a carga ultima como sendo igual a carga
de flambagem.

Imposicdo do Equilibrio

Para determinar a carga de flambagem P, comecamos por escrever o equilibrio na geometria final da
estrutura (0 momento fletor na articulagdo central é igual a zero):

Ps= p(%me):s@e) )

Na equacao acima & € o deslocamento transversal a meio véo, e
L.
Me=P6=P(§sm6) (2)

M; =S (26) (3)
séo, respectivamente, 0 momento externo e 0 momento interno.

Para 8 = 0 a equacdo (1) é satisfeita para qualquer valor de P. E a solucdo que corresponde a
trajetoria trivial de equilibrio.  Por outro lado, dada uma carga P > P, a equacdo (1) pode ser
resolvida, por tentativas, para achar o angulo 6 correspondente. Por exemplo (verificar):

3 - el e

Esse ponto da trajetoria alternativa esta representado na Figura 8-1. Para provar que ele corresponde
a um equilibrio estavel, diferenciamos as expressoes (2) e (3), obtendo:

“(E>L\/§ _™3 e (5)

dM =&cosed6=— - — do
¢ 2 3\L/2 2 3
dM; = 2Sde (6)
Como dM; > dM,, o equilibrio é estavel (c.q.d.)
Determinacdo da Carga de Flambagem Py,

Voltando a determinagéo de Py, e considerando pequeno o angulo 8, sabemos que (com
6 em radianos). Nessas condicdes a equacdo (1) pode ser linearizada, assumindo a forma:

(PL—4S)0 =0 (7)

A equacdo homogénea (7) caracteriza um problema de autovalores com um grau de liberdade. A
solucdo trivial ¢ 6 = 0. A solucdo trivial € imediata mas ndo tem interesse pratico.

A pergunta que se faz é: para que valores de P havera solucdes diferentes da trivial? De (7) vem:



0

0= -4

(8)

Para que a equacdo (8) tenha solucdo ndo trivial é preciso que o denominador da fracdo do lado
direito seja nulo. 1sso nos leva diretamente a carga de flambagem:

4S

Py = T 9)

Injetando (9) de volta na (8) notamos que o angulo © pode ter qualquer valor. E o preco que
pagamos ao linearizar a equacdo de equilibrio: conseguimos achar a carga de flambagem, mas
perdemos todas as informacdes sobre o comportamento pds flambagem do sistema. Em outras
palavras, o modo de flambagem (angulo 6 neste caso) fica indeterminado. Esta é uma outra
caracteristica dos problemas de autovalores.

3—- VIGA SIMPLESMENTE APOIADA

Consideremos agora o problema continuo da Figura 8-2, que mostra uma barra flexivel homogénea e
prismatica (E | = constante), sujeita a uma carga axial P. Sendo & o deslocamento transversal a meio
véo, as trajetdrias de equilibrio possiveis (P x §) sdo mostradas na mesma figura.
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Tudo o que foi dito no item anterior sobre o conceito de flambagem vale também para este exemplo.
A diferenca maior é que agora o problema, tendo infinitos graus de liberdade, deve ser formulado por
meio de uma equacéo diferencial, sendo incognita a funcéo linha elastica w(x).

O momento fletor se escreve como (ndo ha reac6es de apoio verticais):



M(x) = P w(x) (10)

Trata-se de um momento de segunda ordem, isto &, escrito na geometria deformada. Os
deslocamentos transversais w geram momento fletor, em funcdo da carga P. O problema é que
esses mesmos deslocamentos transversais sao afetados pelo momento fletor. Um tal ciclo fechado
de causa e efeito pode ser aberto (e enfrentado) por meio de uma equacéo diferencial.

Introduzindo (10) na equacdo diferencial da linha elastica (vide fasciculo 7):

|Elw =—M | (11)
obtém-se:
Elw =—Pw = Elw + Pw=0 > lw +Kw=0] (12)
sendo:
P
k2 = — 13
oy (13)

A dimensdo do parametro k é a do inverso de comprimento (m~! no Sistema Internacional).

A equacdo (12) é uma equacdo diferencial de segunda ordem, linear (ou do primeiro grau),
homogénea e de coeficientes constantes. Como se sabe do Calculo, a solucéo geral dessa equacéo
(conhecida como solugdo complementar) se escreve como (vide o Anexo A):

|W(x) =Csinkx+Dcoskx| (14)

Para achar as constantes de integracdo C e D basta, em principio, impor as condi¢fes de contorno:
w(0) =0 = CxX0+Dx1=0 =
w(lL) =0 = CsinkL=0
donde: C =0 ou sinkL = 0. Mas C = 0 nos leva a solu¢do trivial, que ndo tem interesse. Logo:
sinkL =0 = kL=nm (n=1,2,3,-) = k212 = n?m?
Em virtude de (13) obtemos:

21‘[2EI
P=n’— (15)

Portanto, o problema continuo de autovalores tem infinitas solu¢ées. Cada solugdo consiste num par
formado pelo autovalor P, dado pela (15), associado a uma autofuncéo dada por:

nTx
w(x) = C sinkx = C sinT (16)



As autofuncdes ficam indeterminadas, como se depreende da expressdo (16), pois a amplitude C néo
tem condigdes de ser levantada (as autofungdes ficam conhecidas apenas na sua forma).

A carga de flambagem corresponde a menor das solugdes encontradas (n = 1):

mE I
P =——

Iz (17)

Associada a carga de flambagem (17) temos o modo de flambagem correspondente (n = 1):

X
w(x) = Csinkx = C sinT (18)

O segundo modo de flambagem (assim como os demais) ndo vao acontecer na pratica porque o
primeiro modo ja terd ocorrido. Se quisermos induzir o segundo modo podemos colocar um apoio
provisorio a meio vao para inibir o primeiro modo (v. Figura 8-3).
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Figura8 -3
Observacao

Da Geometria Diferencial sabemos que a curvatura exata de uma curva plana se escreve como (p € 0
raio de curvatura):

"

w

[1+ (w22

1
p

Na equacdo diferencial da linha elastica (EIw" = — M), devido & pequenez das rotacdes ¢ = w
a curvatura se apresenta linearizada:
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O custo da linearizacdo da curvatura € o seguinte: consegue-se determinar o valor da carga de
flambagem, como foi feito, mas ndo se pode concluir nada a respeito do comportamento pds-
flambagem da estrutura, isto €, ndo se consegue determinar a trajetdria alternativa de equilibrio. Em
outras palavras, ficam indeterminados, para P > P, os deslocamentos 6 .

4 - VIGA HIPERESTATICA SIMPLES

Seja agora a viga hiperestatica da Figura 8-4:
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Figura8 -4

Admitindo que a flambagem ja ocorreu, 0 momento fletor numa secdo genérica de abscissa X se
escreve como (R é a reacdo no apoio simples):

M(x) = Pw—R(L—x) (19)
Injetando 0 momento na equacdo diferencial de equilibrio (E. D. L. E.), resulta:

Elw =—-[Pw—R(L-%)] = Elw + Pw=R(L-Xx)

" R
= w +k2w=kZF(L—x) (20)

A solucdo geral da equacdo (20) é dada por:

R
W(x)=Csinkx+Dcoskx+F(L—x) (21)



sendo as duas primeiras parcelas a solugdo da homogénea (solugdo complementar) e a terceira uma
solucgéo particular da ndo homogénea (vide Anexo A).

As constantes C e D, assim como a reagdo de apoio R, podem ser determinadas (pelo menos em
principio), por meio das condi¢des de contorno. Diferenciando (21) resulta o campo de rotacoes:

' R
w =Ckcoskx—Dksinkx—E (22)
Impondo as condi¢des de contorno, resultam 3 equagdes algébricas homogéneas:

R
w(0) =0 = D+ FL=0 (23)

I R
w'(0) =0 = Ck—5=0 (24)

w(lL) =0 = CsinkL + DcoskL =0 (25)

De (23) e (24) obtemos, respectivamente:
R
D=-— FL (26)

R

C=1p

Introduzindo (26) e (27) em (25), resulta:

R(l inkL — L kL>—0 (28)
5 (g sin cos =

Como R # 0, o contetdo entre parénteses deve se anular, produzindo a equagéo trigonométrica:
tan kL = KL (29)
que pode ser resolvida por tentativas. A raiz é
kL = 4,4934 = k?L? = 20,191

Lembrando da definicdo de k?, dada pela expressdo (13), obtém-se finalmente:

El
P = 20,191 5

O resultado acima pode ser colocado numa forma semelhante aquela do exemplo anterior, ou seja:

TEI

Py = 07072 (30)




O modo de flambagem se obtém introduzindo (26) e (27) na (21), abaixo reescrita:

R
w = Csinkx+Dcoskx+F(L—x)

(31)

RL (sin kx o+ 1 X)
= = — — -
w P L cos L

Na expressao (31) P é a carga de flambagem, dada pela (30), e k = 4,4934 /L. Como areacdo R
ndo pode ser determinada, apenas a forma do modo ficou conhecida.

Observagéo

Demonstra-se que 0 momento fletor se anula no ponto de abscissa x = 0,3L , de acordo com a
Figura 8-5 (trata-se do ponto de inflexdo da linha elastica, onde a curvatura vale zero):

/b B P ¢
7 = - —= <
/éf \Obf-f""/' L ’%)

Figura8 -5

Ou seja, € como se houvesse uma articulacdo em tal ponto, como estd indicado na Figura 8-5.
Portanto, tudo se passa, por analogia com o primeiro exemplo, como se a barra fosse simplesmente
apoiada com um comprimento igual a 70% do comprimento real. E este o significado da expressdo
(30). Costuma-se dizer que o comprimento de flambagem (L¢,), neste caso, vale 0,7 L :

Para demonstrar que M(0,3L) = 0, primeiro constata-se a validade da seguinte expressdo, oriunda
diretamente de (31):

P —RL(SinkX kx +1 X)
W = KL CoS L
O momento fletor pode ser dado pela equagdo diferencial da linha elastica (M = —EIw'") ou,

entdo, mais convenientemente, pela expressao (19). Usando o resultado acima, fica:

sin kx
kL

sin kx
kL

M(X)ZPW—R(L—X)ZRL< —coskx+1—%>—R(L—x)=RL< —coskx)



Fazendo M =0 vem:

sin kx
kL

— coskx =0 =

Mas kL = 4,4934 . Assim:

4,4934 x 44934 x
tanT =4,4934 = — = tan~! 4,4934
44934 %
= —) = 1,3518 = x=03L (c.q.d.)

5— VIGA COM ENGASTAMENTO ELASTICO

Na Figura 8-6 apresenta-se uma viga que possui, na extremidade esquerda, um apoio do tipo
engastamento elastico. A mola rotacional aplica na viga um momento M; que é proporcional ao
angulo de rotacdo @ (M; = S @), sendo S a constante de proporcionalidade da mola (ou rigidez):

)

Cx\ e o Ler | 2
[\j\’_\ ﬂ_\\L /’{A\

R

Figura8 -6
Este caso é em tudo igual ao anterior, exceto no que diz respeito a condi¢do de contorno (24), que

deve ser substituida pela seguinte outra:

1 M
W(O):@Z?ZT = Ck_F:T

A equacdo trigonométrica a que se chega, em vez da (29), agora € a seguinte:

kL

(KL)? E 1
SL

tanKkL = (32)

1+

A raiz dessa equacao pode ser obtida por meio de tentativas. Por exemplo, supondo que EI=SL,
chega-se a:



KL= 3406 o KILP=116 o P, =116l _TEI
- T =712 7 (0,92 1L)2

Obteve-se, como era de se esperar, um valor da carga de flambagem compreendido entre aqueles
obtidos nos exemplos anteriores. O exame da expressao (32) confirma que os dois casos anteriores
sdo casos limites do presente caso, pois se S =0 recai-se no primeiro exemplo, e se S é
infinitamente grande, reproduz-se o segundo exemplo.

Observagéo

O engastamento elastico, em si, ndo tem grandes aplicagcbes. Mas ele é Util para simular outras
situacOes, como por exemplo aquela indicada na Figura 8-7 (Professor Diogo):

N

h ?
P ——
\ Y
Figura8 -7
. ~ 4E1 . 4E1
Aqui basta resolver a equacdo (32) com S = — , pois M; = — 9.

6 - VIGA EM BALANCO

Na Figura 8-8 se apresenta uma viga em balanco (E I constante) supostamente flambada:

~—_

) L

BN

A

Figura8 -8

A equacdo diferencial da linha elastica pode mais uma vez ser aplicada:



Elw =-M(®x) =P(f—w)

Elw +Pw=Pf = w + kZw = k2f

Solugéo geral:

w=Csinks«+Dcoskx+f = w = Ckcoskx— Dksinkx

Condigdes de contorno:
w(0)=0 = D+ f=0 = D=-—f
w (0) =0 = Ck =0 = C=0
w(lL)=f = CsinkL+ DcoskL+f=f = —fcoskL=20

Como f=# 0, entdo coskL = 0. Portanto:

i 1212 2 . m?E 1
= — = = — = = —
2 4 = (2L)2
Quanto ao modo de flambagem, temos:
X
w = Csinkx + Dcoskx + f = f (1 — coskx) = w=f(1—cosﬁ)

(a flecha f é indeterminada).

7 - OUTRAS CONDICOES DE EXTREMIDADE. COMPRIMENTO DE FLAMBAGEM

A expressdo da carga de flambagem pode ser posta numa forma genérica, que é a seguinte:

mEI
L%,

(33)

Py =

sendo

(34
o comprimento de flambagem.

O caso bi-apoiado, visto no primeiro exemplo, € o fundamental. Para ele tem-se p = 1. Para outros
casos o valor de p pode ser deduzido, desde que se conhega a localizagdo dos pontos onde o



momento fletor vale zero. Introduzindo-se articulacbes nesses pontos, pode-se chegar ao
comprimento de flambagem, por analogia com o caso fundamental.

Na Figura 8-9 apresentam-se varios exemplos. Em todos os casos (exceto o Gltimo) o comprimento
de flambagem é determinado, ou introduzindo-se articulagdes nos pontos de inflexdo da linha
elastica, ou por consideragdes de simetria:

S B TR

—~— |k s—= ==
£
S — I> _ 277 — = 77777
p=1 n=2 n=2 pn=1

N
)

5. - 2
—_v’
s
.

14 Fig. 7 (cont.)
)
S DR l> o s

/72 777
n=0,5 p=0,333... n=0,5 n=0,7

Figura8-9
8 — PROBLEMAS ESPECIAIS DE FLAMBAGEM

Até aqui estudamos a flambagem de vigas simples. VVamos abordar neste item alguns exemplos um
pouco mais complexos.

8-1) Primeiro Exemplo

Seja o sistema isostatico articulado da Figura 8-10. O tramo da esquerda tem uma rigidez E |
(supostamente constante) e o da direita é rigido (E = o). Achar a carga de flambagem.



TRECHS (e (Do

S

él W
E — ¥
»j T~k «—

Figura 8 — 10

Resolugdo

Fazendo o equilibrio, podemos prescindir do trecho rigido, ficando apenas com a viga em balanco,
como se mostra na Figura 8-10. Equacionando o problema:

" P6
Elw =—M= P(6—w) + T(L—X)
" X
El'w +Pw=P8(2—E)
" 2 _ 2 _E
w4k w—k8(2 L)

Solucéo geral (vide Anexo A):

W=Csinkx+Dcoskx+8(2—%)

, 6
= w = Ckcoskx — Dksinkx — L

Condigdes de contorno:

w(0)=0: D+286§=0



r 8
w(0)=0: Ck—i=0

w(lL)=6: CsinkL 4+ DcoskL =0
Colocando este sistema de equacfes homogéneas no formato matricial, resulta:
0 1 21 C 0
k 0 ——|3iD¢ =40
L1(s 0
sinkL coskL 0

A solucgdo trivial (C=D =8 =0) ¢é imediata, mas ndo apresenta interesse pratico, porque leva a
w = 0. Pelaregrade Cramer, podemos escrever:

0
c B
of -
0 1 2
det k 0 _1
L
sinkL coskL O

Para que haja solucdes diferentes da trivial, € preciso que o determinante da matriz dos coeficientes
se anule, ou seja:
0 1 2
1
sinkL coskL 0

sin KL

+ 2kcoskL =0 = | tan kL = 2KL |

Essa equacdo trigonométrica pode ser resolvida por tentativas. A solucdo € a seguinte:

kL = 1,165 = k?L? = 1,3572

Sendo k?EI = P, podemos obter a carga de flambagem:

T2EI

El
Pfg = 1,3572 (F) = Pf{) = W

Como vemos, o comprimento de flambagem aumentou em relacéo a viga em balanco do item 6, o
que era de se esperar, ja que agora temos, além da carga P horizontal, uma componente vertical na
ponta do balanco. O modo de flambagem também sera, naturalmente, diferente (verificar!)

8-2) Segundo Exemplo

Seja a viga simplesmente apoiada da Figura 8-11 (na pagina seguinte), na qual a metade da direita é
infinitamente rigida:
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Figura 8 —11
A equacéo diferencial da linha elastica para o trecho da esquerda se escreve como:
Elw =—M=-Pw = Elw +Pw=0 = w +k*w=0
A solucdo geral consiste na solugdo complementar (v. Anexo A):
w = Csinkx + Dcoskx = w = Ckcoskx — Dksinkx

Condigdes de contorno:

w(0)=0: D=0
(L)_LG C_kL_Le
w 5 )= sm2—
,<L>_ g : Ck kL_ 0
w 2 = : COSZ_

Das ultimas duas equacdes vem:
kL L c .
KL N
kcos— 1 0 0
2
Igualando a zero o determinante da matriz dos coeficientes:

kLKL KL e KL KL
e P = = _— - —
Sin ) > CoS > an > >

Por tentativas chega-se a raiz:



KL _ 5 0287 KL 41156 p, = _TEL_
—_— = = = = =
2 ’ 4 ’ # ™ (0,774 L)2

O comprimento de flambagem, como era de se esperar, resultou menor do que o comprimento real da
viga (L = 0,774 L < L).

O modo de flambagem, evidentemente, assume a forma:

4,0574 x
w = Csinkx = w = Csin———

e a flecha é igual a C (de valor indeterminado), acontecendo para

- 4,0574x 4,0574x T
smT=1 > T=§ = x = 0,387 L

Finalmente, para x = 0,5 L o deslocamento vale:

w = Csin——— = Csin 2,0287 =

. 4,0574L _ (L
2L W

)=8=0,897C

N |

8-3) Terceiro Exemplo

Seja a viga continua da Figura 8-12 (duas vezes hiperestatica). Na mesma figura se representa a
isostatica fundamental escolhida, que consiste em dois tramos simplesmente apoiados. Os esforcos
hiperestaticos sdo 0 momento reativo X; e 0 momento fletor X,:

4 el = L‘J(c i

X X1

CLL e /4% (A— @ '\_\'J_ﬁ I
TX&)Q l i Xz /T

3 _

Figura8 - 12

Para o tramo da esquerda (trecho 1) podemos escrever a equacdo diferencial da linha elastica:



Elw, = —M,; =X (X1+X2> P = Elwy +P —P(Xl el )
Wy = 1= M L X W1 Wi Wy = P PL X
Portanto:
2 —_ 1.2 (21 _
W, +k wl—k(P - x) (35)
Solucéo geral (vide Anexo A):
. X; X1 +X;
w; = C; sinkx + D; coskx + — - X (36)
P PL
, . X1 +X;
> w; = C;kcoskx — D ksinkx - Bl (37)
Para o tramo da direita (trecho 2) temos, analogamente:
" X2 " XZ XZ
EIW2=—M2=—X2+TX—PW2 = Elw, +Pw2=P(—?+ﬁx)
" X X
k2 w, = k2 (_ 22, 22 )
w, +k“w, D + pLX (38)
Solucéo geral:
_ G, sink + Dy coskx — 2 4 22 (39)
w, = C; sin 2 COS P PL X
/ . X2
> w, = Cykcoskx —D,ksinkx + — (40)

PL

Logo, temos 6 incognitas: X;, X,, C;, D;, C, e D, . Poroutro lado ha 6 condi¢bes de contorno:

w,(0) =0 : D1+%=0 (41)

w,(0) =0 D, — X—P2=0 (42)
wy(L)=0: C; sinkL + D; cosKkL — XFZ =0 (43)
w,(L)=0: C, sinkL + D, coskL =0 (44)
w;(0) =0 : Ck — % o (45)

PL



X, +X X
L2 _Ck+==2  (46)

wi (L) = w,(0) : CikcosKkL — D;ksinKL — B BL
De (41) e (42) obtém-se:
X1
7-"D (47)
X,
P D, (48)

Introduzindo (47) e (48) em (43), (44), (45) e (46) obtém-se, respectivamente:
CysinkL + Dy coskL — D, =0
C, sinkL + D, coskL =0
C,kL+D;— D, =0
C,KkLcoskL + D;(1 — kLsinkL) — C,kL — 2D, = 0

O sistema acima pode ser posto em forma de matrizes:

sin kL coskL 0 -1 Cq 0

0 0 sinkL coskL | )Di(_)0

kL 1 0 -1 C, 0
kLcoskL 1—KkLsinkL  —KkL -2 D, 0

Para haver solucGes ndo triviais é preciso anular o determinante da matriz dos coeficientes.
Desenvolvendo esse determinante pelo Teorema de Laplace (usando a segunda linha), vem:

sin kL coskL -1 sin kKL coskL 0
—sin kL kL 1 —1 |+ coskL kL 1 0 [=0
kLcoskL 1—KkLsinkL -2 kLcoskL 1 —KkLsinkL —KkL

Fazendo os calculos previstos, chega-se a seguinte equacao trigonométrica:
2KL sinkL + sin? KL + k?L? cos? KL — k?L? sin? KL — 4kL sinkL coskL = 0

Resolvendo por tentativas, resulta:

T2EI

kL = 3,575 = kZLZ = 12,781 = Pf{) = m

Obtivemos um comprimento de flambagem compreendido entre o da viga da esquerda (0,7 L) e o da
viga da direita (L), consideradas isoladamente. Fisicamente, é como se a viga da esquerda estivesse
inibindo a flambagem da viga da direita (Prof. Diogo). Isso explica também a aparente



incongruéncia que ha na figura 8-12, na viga da direita, em que 0 momento X, ndo é compativel com
a deformada da viga.

Observagéo

Uma variante do atual exemplo é mostrada na Figura 8-13. A Unica diferenca é que o vinculo
horizontal esta no apoio central, em vez de estar no apoio da esquerda:

e %
gz',':.-,/,iz/r'f ;: I = . o “"x,\_\\ P .
———_ A 21,
Il ]
VS
y ?
R
AN 3 A\
Figura 8 — 13

Esta pequena diferenca muda todo o comportamento da estrutura, porque agora o tramo da esquerda
ndo tem a rigidez comprometida pela forca P de compressdo, atuando apenas como uma mola
rotacional, de resposta linear, sobre o tramo da direita.

No item 5 (viga com engastamento elastico) este caso ja foi estudado. Fazendo na equacdo (32),
abaixo reescrita:

kL

(KL)? E 1
1+ BT

tan kL =

a constante de mola S = (4 EI) /L obtém-se a equacao trigonométrica:

4 kL

tankL = m

a qual, uma vez resolvida por tentativas, leva ao resultado:

T2EI

kL = 3,829 = Pf{) = m

Agora o efeito inibidor da viga da esquerda sobre a da direita € maior, como era de esperar, porque,
como ja foi dito, ndo ha mais o efeito deletério da forca P de compressdo no tramo da esquerda.



9 — DIMENSIONAMENTO A FLAMBAGEM. HIPERBOLE DE EULER

Chama-se de tensdo de flambagem ao quociente entre a carga de flambagem e a &rea da secéo
transversal da barra:

P
Ofp = % (49)

Considerando a expressao (33), obtém-se:

Pf{) T[ZEI T[ZE 2
_— I m— D e— 1 50
T ATIEA I (50)

sendo

(51)

> =

0 raio de giragao da secao transversal.

Chama-se de indice de esbeltez da barra ao quociente entre o comprimento de flambagem e o raio de
giracao:

A= (52)

Portanto, considerando (52), a expressao (50) fica:

T2E
O =57 (53)

A equacdo (53) representa uma hipérbole, a chamada hipérbole de Euler, desenhada na Figura 8-14:

e

Figura8-14



A hipérbole de Euler s6 vale no intervalo 0 < og < o, , sendo o, 0 limite de proporcionalidade

do material. 1sso acontece porque na sua deducdo utilizou-se a equacéao diferencial da linha eléstica
(EIw" = — M), a qual pressupde a validade da lei de Hooke: o = E €.

Na Figura 8-15 mostra-se o diagrama tensdo-deformacdo para um material de comportamento
elastopléstico (o, é o limite de resisténcia do material, ou tensdo de escoamento):

=

-
i
¥
'
1

Figura 8 — 15

O valor limite do indice de esbeltez, abaixo do qual a flambagem nédo se da no regime elastico, e sim
no elastoplastico, € obtido fazendo-se, em (53), o, = o, :

m2E
}\t’im = G_p (54)

Verifica-se que Ay, depende s6 do material.

Assim, para A > Ay, (barras esbeltas), tem-se flambagem no regime eléstico, e a expressdo (53) é
valida. Por outro lado, quando A < A,, (pecas curtas), a flambagem acontece no regime
elastoplastico, e a expressdo (53) precisa ser substituida por outra. Para isso varios procedimentos
tém sido propostos. Neste curso sera adotada, para A < A, , a paradbola:

ot = 0, — (0. — 0,) (ﬁf (55)

conforme se mostra na Figura 8-16 (na pagina seguinte). A parabola (55) passa pelos pontos A e B,
e tem tangente horizontal no ponto A.

Também se pode usar, em vez da parabola (55), a reta:

A
Ofp = Oe¢ — (Ge - Gp) }\— (56)

-£im

a favor da seguranca.



s
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Em (1): flambagem no regime elastoplastico
Em (2): flambagem no regime elastico (flambagem de Euler)

Figura 8 — 16

9-1) Primeiro Exemplo de Aplicacdo (Prof. Diogo)

Seja a trelica da Figura 8-17 (na pagina seguinte). As barras sdo todas iguais entre si. Elas tém o
mesmo comprimento (L =2 m) e a mesma rigidez a forca normal (EA = cte.). Sendo dado o
coeficiente de seguranca (s = 3), dimensionar as barras (b =?) nos seguintes casos:

A — secdo retangular (b x 2b) e P =60 tf

B —secdo retangular (b x2b) e P =180 tf

C —sec¢do quadrada macica (bxb) e P=25tf

D — secdo quadrada vazada (lado externo = b, lado interno =0,6 b) e P =25tf
S&o dados ainda os parametros do material:

kgf kef kef
o = 2400%:12 , o, = 2100(:;:?12 e E=21 (10)6%12



Figura 8 — 17

Resolucéo:

Trata-se de uma trelica uma vez hiperestatica. Suponhamos que ela tenha sido resolvida (por
exemplo, pelo processo dos esforcos), e os seguintes valores tenham sido encontrados, para as forgas
normais nas barras:

Para o material da estrutura o valor limite do indice de esbeltez pode ser determinado:

m2E
}\t’im = 0_—p =100

O comprimento de flambagem das barras € igual ao comprimento real, pois tratam-se de barras
biarticuladas:

Lfg =L=200cm
Passemos agora ao dimensionamento, para 0s diversos casos solicitados.
A —secdo retangular (b x 2b) e P =60 tf

2b)b® bt [ b2 L L
_ (@b)b” _b* R 21 o A=Ff_3 -

— 92 -
A=2b" e I=—p—=7 A 12 i b

Observe-se que 0 momento de inércia calculado se refere ao valor minimo, pois, como a barra pode
flambar em qualquer plano, ela o fara certamente no plano perpendicular ao lado maior, para o qual a
inércia é a menor (a barra vai flambar no plano onde A é maior).

Supondo A > A, (flambagem em regime eléstico), vem:



T2E N T2E b2 3P b 4+[18 s P L2 6
= = —_— = — = = = = _—_— =
Ore =50 2 A 12 12 > 5(2b2) 5 2E cm

Verificando a corre¢do da hipotese:
L
A=+1 E=115>100=Mm OK!

Portanto, a respostaé b = 6 cm .

B —secdo retangular (b x2b) e P =180 tf

Supondo A > A, resulta:

418 s P L2 Vi3 L -
b= T2 - 7,80 cm = A=+v1 b= 89 < Apim =  suposicdo errada

Portanto, a flambagem se da no regime elastoplastico, para o qual:

A\ 3P
Ogpp =SO = Ge—(()'e—()'p)(v) =Sm
Na expressao acima temos:
, 1212
M= —m- e Aup =100

Portanto, fazendo os calculos, resulta:

b=860cm = A=80<A,, OK!
A verificacdo acima, do indice de esbeltez, €, rigorosamente falando, desnecessaria.
C —secdo quadrada macica (bxb) e P=25tf

b 1 b? Lep

A = b2 [= —
€ 12

Supondo A > Ay, , fica:

N wEl_|WE b _ 3P N b =5,70 A=122>100 OK!
f=——>5—=|—"5 —==S—|=Ss = = 5,70 cm e = !
Lz, 12 12 5

D — secdo quadrada vazada (lado externo = b, lado interno=0,6 b) e P =251tf



b*  (0,6b)*

A =b* - (0,6b) 0,64b e 7 2 0,07253b
= 21007253 b2 = i=033657b = )\—L“)—29711L
"TAT 064 =5 - 47
mEIl |m?E 3P
Ny = ——= —2(0,07253b4) =s—| = b=590cm e A=101>100 OK!
L, L 5
Observacéo:

Nos casos C e D temos:

Ac=(57)2=3249cm? e Ap=0,64(59)?%=2228cm? = Ap = 0,7A¢

Ou seja, as se¢des vazadas se comportam muito melhor a flambagem, quando comparadas com as
se¢Oes macigas.
9-2) Segundo Exemplo de Aplicacéo

Na viga continua da Figura 8-18 o apoio central (e apenas ele) permite deslocamentos na direcao
normal ao plano da figura. Pedem-se:

A — Achar a dimensdo a em funcdo de b na condicdo de flambagem simultanea nos planos
horizontal e vertical.

B — Nas condicdes do item A achar o valor de b, sendo: L = 5m, E = 2(10)° kgf/cm?,
0. = 2 000 kgf/cm?, 0, = 1500 kgf/cm?, P =188tf e s= 2 (coeficiente de seguranca)

B c-— T 5
A (J N a— — “Ex b
N Wi N J |
'l = A 5
V

) f_?atﬁ;jf _LL‘E‘_J@E S

Figura 8 - 18
Resolucéo:

A — Para que a flambagem seja simultanea nos dois planos, os respectivos indices de esbeltez devem
ser idénticos:



Flambagem no plano vertical xz

_ ab3 .2 Iy b2 Lf{) L

A=ab (& IY_E

Flambagem no plano horizontal xy

A b I b33 .2 IZ az 2 Lfg 5 2L
= = —-— = = —=— = = — = R
e kT 2 T AT 12 y =,
L 2L
)\z=}\y = V12 B= v12? = a=2b
B — Para dimensionar, precisaremos do indice de esbeltez limite:
T2E
Aoim = |[— = 114,7
Op
Considerando, por exemplo, a flambagem no plano vertical:
(2b)b®  b* I b? L L
= 2 = = — i2 = — = — = —= —_
A=2b [ = 7 % = i =12 = A n \/12b

Supondo que a flambagem se da no regime elastico, obtém-se o valor de b:

m?E P m?E b? P
Ofp =SS0 = A—2=Sﬁ = 12L2=52b2 =

Confirmando a hipotese feita:

L

L
A =x/ﬁ5=133>7\ﬁm OK!

Se considerarmos a flambagem no plano horizontal, o resultado sera o0 mesmo (verificar!)

9-3) Terceiro Exemplo de Aplicacdo (Professor Carlos Alberto Soares)

Para a trelica isostatica da Figura 8-19 (na pagina seguinte), determinar o coeficiente de seguranca
para cada barra, assim como o coeficiente de seguranca global da estrutura. Séo dados:

P =30000kgf, o, =2500Kkgf/cm?, o, =2000kgf/cm? e E = 2,1(10)°kgf/cm?.
Sabe-se que a se¢do transversal das barras é macica e de formato quadrado com lado:
a=7,5cm (barrascomprimidas)

a=5,0cm (barrastracionadas)



Figura 8 — 19

Resolucéo:

O coeficiente de seguranca de cada barra é o quociente da forca normal Gltima ou de ruina (N,) pela
forca normal atuante ou de servico (N). Coloquemos os resultados em forma de tabela (as barras
verticais ndo estdo solicitadas):

Barra L (cm) N (kgf) N, (kgf) s=Ny/N

lel2 250 — 25000 — 87438 3,50

4e8 200 — 40000 — 117 464 2,94

5e9 250 + 25000 + 62500 2,50

2,6,10e 13 200 + 20000 + 62500 3,12
Forca normal Gltima para as barras tracionadas (a=5,0 cm)
N, = Ao, = (5,02 (2500) = 62 500 kgf
Forca normal Gltima para as barras comprimidas (a=7,5cm)
m2E
}\i’im = G—p = 101,8
A= a2 R L S
=a e =1z i= e \/ﬁ =2, cm

115,47 > Ay (L = 250 cm)

92,38 < Ay, (L = 200 cm)

Portanto, a forca normal Gltima para as barras comprimidas se calcula como:



T2E
N, = Aoy = (7,5)? 7= 87 438 kgf (L =250 cm)

A

2
- ) l — 117 464 kgf (L = 200 cm)
-£im

N, = Ao = (7,5)2 Ioe — (0. — Gp)(

Quanto ao coeficiente de seguranca da estrutura, por ser ela isostatica, sera igual ao coeficiente de
seguranca da barra que tiver o menor coeficiente. Logo:

(para a estrutura)

10 — FLEXAO COMPOSTA DE BARRAS ESBELTAS. EFEITOS DE SEGUNDA ORDEM

Seja a viga esbelta em balango da Figura 8-20, sujeita a uma carga compressiva P e uma carga
transversal F, ambas aplicadas na ponta do balango:

D

N
n

/
7L
N

wé

F
1, L—- ] E— I L5
7 i
Figura 8 — 20

Pelo fato de haver carregamento transversal ndo se trata de flambagem. Deixa de haver o ponto de
bifurcacdo na trajetdria de equilibrio. A configuracao trivial de equilibrio (w = 0) nédo existe mais,
Ja que, desde o inicio da aplicacdo das cargas F e P, aparecem deslocamentos w # 0 .

Trata-se, na verdade, de um problema de valores de contorno, ou de equilibrio. Mas ndo é um
problema usual, como aqueles estudados na Teoria de Primeira Ordem. Neste caso, como a viga é
esbelta, devemos escrever o equilibrio na geometria final, ou geometria deformada.

Com a formulacdo que sera estabelecida poderemos calcular a carga critica do sistema, que é
numericamente igual a carga de flambagem, mas de significado conceitual diferente.

A teoria permite também que se determinem os efeitos de segunda ordem (sobre os deslocamentos e
esforcos internos) causados por uma carga P correspondente a uma fracdo (< 1) da carga critica. O
efeito de segunda ordem sobre o deslocamento wy da ponta do balango (por exemplo) corresponde
ao fator de majoracdo do mesmo deslocamento calculado em teoria de primeira ordem.



Formulacéo diferencial

Aplicando a equacéo diferencial da linha eléstica (EDLE) a viga da Figura 8-20, resulta:

Elw =—-M=FL-x)4+Plwg—w) =

" F
Elw + Pw=P F(L—X)+WB]

Solucéo geral (vide Anexo A):

Elw 4+ Pw=F(L—-x)+ Pwg

n F
w + k2W=k2[E(L—X)+WB

F
w=Csinkx+Dcoskx+E(L—x)+wB (57)
! F
= w =Ckcoskx—DksinkX-E (58)
Condigdes de contorno:
FL
w(0)=0: D+WB=—? (59)
, F
w(0)=0: Ck= (60)
w(L) = wp : CsinkL + DcoskL =0 (61)

O sistema acima, de 3 equac0es algébricas a 3 incognitas (C,D e wg) ndo é homogéneo, em virtude

da existéncia da carga F.

De (60) vem:
oo FL
~ PKL
De (61) e (62) obtem-se:
FL /tankL
o= (5
P KL
De (59) e (63) resulta, finalmente:
_ FL (tan KL )
BT P kL

Observemos que o parametro:

Isso confirma o fato de que néo se trata de um problema de autovalores.

(62)

(63)

(64)



KL= [— (65)
é adimensional.
A curvatura pode ser obtida da equacéo (58), por diferenciacao:
w' = — Ck? sin kx — Dk cos kx (66)
Tendo a curvatura, o momento fletor é imediato:

M= —EIw = EIk?(Csinkx + D coskx) = P (Csinkx + D cos kx) (67)

O momento fletor no engaste (x = 0) vale:

tan kL
M(0) =M, =PD = M, =—FL( T ) (68)

Carga critica

Examinando a expresséo (64), percebe-se que wg — co quando tankL — oo, ou seja, quando:

U 2 m2E
KL — — = k212 - — =

2 4 P = W (69)

(note-se, examinando a expressdo (68), que também M, — co quando tanKkL — o).

A carga critica €, portanto, o valor de P que faz os deslocamentos e esforcos internos dispararem
para infinito. Ela tem o mesmo valor da carga de flambagem, embora seja conceitualmente diferente.

Propriedade importante
Uma propriedade muito importante da carga critica é que ela ndo depende da carga transversal F. A
carga critica terd 0 mesmo valor na presenca de outro carregamento transversal, por exemplo uma

carga distribuida constante ou um momento aplicado na ponta do balango (verificar!)

Assim, para efeito do calculo da carga critica, a carga transversal F exerce o papel de uma mera
perturbacdo do equilibrio, servindo apenas para destruir o ponto de bifurcacao.

Efeitos de segunda ordem

Para a viga da Figura 8-20 achar o deslocamento wg € 0 momento M, para o seguinte valor de P:

Comparar os valores obtidos com aqueles da teoria de primeira ordem, determinando o0s
correspondentes fatores de majoracao.



Resolucéo:

4 4 M2E1 TEI T2

P=gk=5@m-oz = KP=35 = kng = |tankL =3
De (64) e (68) obtém-se, respectivamente:

o))+ Y] o

MA=—FL(talI:i{L>=—FL\/3_% = MA=—FL<%3_> (71)

Considerando que os resultados da teoria de primeira ordem s&o 0s seguintes:

wl =— e M} =—-FL

obtém-se finalmente os fatores de majoracao, que traduzem os efeitos de segunda ordem:

wg _ 27(3v3-m)
==

— =1,7891
Wg T

M, 3V3

A = = 1,6540

M, i1

Os efeitos de segunda ordem sdo importantes na verificacdo de estruturas esbeltas sujeitas a cargas
transversais e cargas compressivas. N&o considera-los significa errar contra a seguranca.

Validade do Principio da Superposi¢cao dos Efeitos

Na teoria apresentada de flexdo composta de barras esbeltas ndo vale, rigorosamente falando, o
Principio da Superposicao dos Efeitos, pelo menos ndo na sua versao classica.

Mas vale uma versdo especial do Principio, que esta exposta no Anexo B.



Anexo A

Solucéo da equacéo diferencial

|w” +k*w = f(x)|

Seja a equacéo diferencial de segunda ordem:
w4 k2w = f(x)

onde k € uma constante positiva. A solucdo geral dessa equagdo se escreve como:
w(x) = wy + wp

sendo w, a solugdo complementar, ou solu¢do da homogénea, e wp uma solucéo particular da nédo-
homogénea.

A solucdo complementar é dada por:
wy = Csinkx + D cos kx

sendo as constantes de integracéo C e D determinadas por meio das condigdes de contorno.

Quanto a solucéo particular, se f(x) = k?(ax+b), entdo wp = ax +b. Para demonstrar esse fato
basta introduzir wp na equacédo diferencial e verificar que o resultado € uma identidade.

Agora, se f(x) = k?(ax? + bx + ¢), entdo wp = ax®> + bx + ¢ — i—‘: .

Para demonstrar, introduz-se:
wp =Lx?+Mx+N
na equacdo diferencial, obtendo:
2L+ kK2 (Lx*+Mx+N)=k*(@x?*+bx+c)

Igualando os coeficientes dos dois lados resulta, pelo Principio da ldentidade dos Polindmios, o
seguinte sistema de equacdes:

[ KL = K2a (L=a
M=Db
k*M = k?b =
| | 2a
| k?N + 2L = k%c \N=c- 13

(como gueriamos demonstrar)



Anexo B

O Principio da Superposicdo dos Efeitos na Flexdo Composta

O Principio da Superposicdo dos Efeitos na Flexdo Composta s6 funciona com a carga de
compressdo P aparecendo sempre (Figura 8-21). Vamos provar que o caso 3 corresponde a soma dos
casos 1 e 2, mesmo que, aparentemente, a carga P esteja sendo considerada duas vezes.

Il
7N
>
I
™
=]
i
N

L L
Figura 8 — 21
Caso 1
Elw, = —M,; = — —x—Pw; = Elw’l’+Pw1=P(— PLX)
w; + k2w, = Kk? (— M*X> @)
1 1 PL
Caso 2
., ) * ) 2M*  2M*
Elw, = —-M, =-2M" + L X — Pw, = El w, +Pw2=P< LY P )

PL *~ P

2M* 2M*>

w, + k2w, = k? ( (b)




Caso 3

n * " M*
Elwy; = —M3 = —-2M" + TX—PW3 = El'wy +PW3=P(EX——
" M* 2M*
v = (- )
w3 + K*ws pL X P ©)
Somando (a) e (b) membro a membro, vem:
" " M* 2M*
w; +w, +k%(w, +w2)=k2(ﬁx— T) (d)

Comparando (c) com (d), conclui-se que:

|W3=W1+W2|

como queriamos demonstrar. E como se a carga P fizesse parte da estrutura.

2M*

P

)



