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1 Introducao

Na Andlise Matricial, as estruturas reticuladas sio modeladas por barras unidas através das
secOes extremas a pontos da estrutura denominados nds. Exceto quando existem offsets®, as
posi¢bes dos nds da estrutura, a conectividade das barras expressa pelos nés de extremidade
e as propriedades das se¢bes transversais determinam a geometria da estrutura, Fig. 1.

Os deslocamentos nodais sao as varidveis primdrias da analise e estao diretamente associ-

ados aos deslocamentos de extremidade das barras. Todas as demais grandezas associadas as

1Excentricidade do eixo da barra em relagio ao né nas conexdes da estrutura.
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Fig. 1: Representagio geometria da estrutura reticulada

barras sao calculadas a partir dos deslocamentos: esforcos de extremidade, esforgos solicitantes
e deformacoes ao longo da barra.

Ao contrario dos métodos classicos da andlise estrutural que privilegiam a reducao do
nimero de incégnitas visando abreviar a resolucido manual das estruturas, a Anélise Matricial
maximiza a sistematizacao do processo de resolucao e sua implementagao no computador.
Uma grande vantagem estd na abrangéncia das estruturas analisadas. Veremos que o proce-
dimento desenvolvido para um problema unidimensional empregando barras com dois graus

le liherdade node ser imediatamente estendido nara estruturas nlanas m
1€ 1IDeraace poae ser Ineaiatamente estiendclGo para estrujuras pianas ou pacial 1aa

o

por barras com 6 ou 12 graus de liberdade. Alteractes da matriz de rigidez das barras e dos
vetores dos esforgos nodais equivalentes possibilitam resolver estruturas tao distintas como
vigas continuas, grelhas, trelicas planas e espaciais, porticos planos e espaciais. A Andlise
Matricial lida facilmente com materiais e segoes transversais diferentes, vinculagbes externas
e internas, diversos tipos de agdes — por exemplo aquelas envolvendo recalques, variacao de
temperatura, deformaces iniciais etc.

Mais do que resolver estruturas reticuladas de qualquer tamanho no computador, nosso

estudo da Andlise Matricial tém os seguintes objetivos:
e esclarecer as hipdteses simplificadoras e suas principais limitagGes;
o entender a dedugdo das equagoes do método dos deslocamentos;
e obter os esforcos de extremidade da barra em funcao de seus deslocamentos nodais;
e obter os esfor¢os nodais equivalentes aos carregamentos distribuidos na barra;
e listar as principais etapas do método;

e adquirir familiaridade com a programacao do método e conhecer como a estrutura e seus

carregamentos sio descritos nos programas;
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e resolver diversos tipos de estrutura tais como vigas continuas, pérticos e grelhas para

entender melhor os diferentes comportamentos estruturais.

1.1 Hipdteses
As seguintes hipdteses sio consideradas nas dedugoes:
1. As estruturas sio reticuladas? e contém apenas barras prisméticas.

2. Estruturas tém comportamento linear (proporcionalidade entre esforgos e deslocamentos

na estrutura), que por sua vez requer as hipdteses de

e linearidade fisica: material eldstico linear (lei de Hooke)

e linearidade geométrica: deformacdes, rotagoes e deslocamentos suficientemente peque-
nos para que as equacoes de equilibrio possam ser escritas na configuracgio indeformada

da estrutura

3. Desprezam-se os efeitos dindmicos e admite-se que os carregamentos sejam aplicados len-

tamente (carregamento estaticos).

4. Em cada barra, a deformagdo e os esforgos solicitantes sdo determinados pelos deslocamen-

tos e rotagbes de suas extremidades de acordo com a Teoria de Barras de Bernoulli-Euler.

A validade do principio da superposiciao de efeitos, usado sistematicamente nas dedugoes

deste capitulo, depende da observagido do comportamento linear da estrutura.

2 Estrutura Unidimensional

Nesta se¢do, uma estrutura unidimensional formada por barras prismaticas € resolvida pelo
processo dos deslocamentos, e a seguir a resolucao é sistematizada no formato da Anédlise
Matricial de Estruturas. Além da simplicidade na descricao da geometria e das condicdes
de contorno, esse tipo de estrutura apresenta deslocamentos com a mesma diregdo e, con-
sequentemente, nio requer transformacdes de coordenadas Essas caracteristicas possibilitam
uma compreensao quase intuitiva das equagoes do problema através de figuras e o desenvol-
vimento de uma metodologia geral de resolugio vélida para qualquer estrutura reticulada de

comportamento linear.

2Estruturas formadas por barras.
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Apesar das limitagoes inerentes ao exemplo da secéo 2.2, veremos que seu desenvolvimento
ja contempla os aspectos fundamentais da andlise matricial. Entre eles podemos enfatizar: a
discretizacao da estrutura em barras unidas por nés, a numeracao dos deslocamentos nodais,
os conceitos de matriz de rigidez, de vetor dos deslocamentos nodais e de vetor das forgas
nodais — tanto da estrutura quanto da barra, a montagem direta da matriz de rigidez da

estrutura, o cdlculo dos esforcos solicitantes nas barras ete.

2.1 Forgas nas Secgoes de Extremidade de uma Barra

Considere uma barra prismatica de comprimento £ e produto de rigidez axial FA sujeita
a deslocamentos uy e uy das extremidades, conforme mostra a Fig. 2-a. Os deslocamentos
deformam a barra e geram a forga normal

Al FEA

j\‘r = EAT = T{UJ — U[),

mobilizando as seguintes forcas de extremidade:

Jfi=—-N, fi=N.

Os sentidos positivos dos deslocamentos e das forcas de extremidade concordam com a ori-
entacao do eixo . Em virtude do comportamento linear da barra, o mesmo resultado é
obtido impondo-se os deslocamentos separadamente. Assim, qualquer estado de deformacao
da barra pode ser obtido pela combinagao das deformadas indicadas na Fig. 2-b, com as for¢as

de extremidade dadas por

s EAu B EAu

I e I e J
o _EA L EA
J e I e J-

Ou na forma matricial:
f[ o EA 1-1 Uy

1 -1 1] |w

ou ainda,
fe = keues (2)

em que

f, vetor das forcas de extremidade da barra;
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Fig. 2: Distribui¢io dos deslocamentos axiais na barra sujeita a deslocamentos de extremidade
impostos (a) simultaneamente e (b) separadamente.

. vetor dos deslocamentos de extremidade da barra;

k. matriz de rigidez da barra;

Nota 1 (Interpretacio dos coeficientes de k.) Um deslocamento u; unitario gera um ve-
tor de forgas numericamente igual a primeira coluna da matriz de rigidez,

1 N a1 EA[ 1-1][1 EA
U = = _ :
‘o fy ¢ -1 1o —za |’

enquanto um deslocamento wuy unitario gera um vetor de forcas numericamente igual a segunda

coluna,
0 w1 EAl 1-1]T0 -£4
u, = = == =
1 fs ¢ -1 1|1 EA

Portanto, o coeficiente kf;) da matriz de rigidez K, é¢ numericamente igual a forca na extremi-

dade i quando um deslocamento unitdrio é imposto a extremidade j, com 4,5 =1 ou J.
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2.2 Exemplo Conceitual
Exemplo 1 A estrutura da figura é formada por trés barras prisméticas de mesmo compri-

mento £ mas com se¢Oes transversais distintas. Para o carregamento indicado, determine:
1) os deslocamentos dos nés da estrutura;

2) as forgas normais nas barras;

3) as reagoes de apoio;

4) o deslocamento da segdo central da estrutura.

] § =254

i . ]p 7P 3EA
i -

A o oD

(1) EA B (2) 2EA |C (3) 3EA &

L ¢ ‘ i

1= u u =t

Fig. E1: Estrutura unidimensional.

madtricial.

2.2.1 Resolugao direta pelo processo dos deslocamentos

(a) Equacdes de compatibilidade

O deslocamento de qualquer segio da estrutura fica perfeitamente determinado uma vez
conhecidos os deslocamentos dos quatro nds da Fig. E 1-i, sendo dois deslocaemntos livres,
e ug; e dois impostos, ug e wg. Observe que a numeragao nao segue a ordem das letras dos

nos, com os deslocamentos livres numerados antes dos demais.
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Fig. E1-i: Numeracao dos deslcoamentos nodais e diagrama de deslocamento axial.

O fato dos deslocamentos nodais da estrutura serem compartilhados pelas extremidades
das barras adjacentes a um né, conforme a Fig. E 1-i, é suficiente para satisfazer as equacoes de
compatibilidade uma vez que o campo de deslocamentos e sua primeira derivada sio continuos

no interior das barras, Fig. 2.
(b) Equagdes constitutivas

As forcas de extremidade das barras se relacionam com os deslocamentos nodais através
da Eq. (1). Pelo principio da acdo e reacdo, forcas iguais e contrarias atuam em se¢des opostas

da barra e do no, como indicado na Fig. F1-ii.

(1) 2 (3)
—t = ) £ @ | T
EAlug—u) TA(m —u3) %(’Ur-uz) %(urw) “;AKUr'ua) ”; BBy — up)
8P 7P
By - 4—4— <—<— 4——&4
EA EA; . 2EA 2EA(yy ) BEA EA . — us
A T(u._q u]) T(UJ u3) B T(it] ?z-g) 7 2 1 C T(’ug—u;l) [U'i UZ) D

Fig. E 1-ii: Forcas de extremidade das barras e equilibrio dos nos da estrutura.

(c) Equagdes de equilibrio

A imposigio do equilibrio dos nds garante o equilibrio de toda a estrutura em virtude das
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barras isoladas ja estarem equilibradas,

1:  BA(uy —ug) + 2BA(uy —up) +8P =0 = EA(3uy — 2uy — ug) = —8P  (3)
2 %(UQ - ‘U]} + ET(LLQ - ‘LL4} —-T7TP=0 = %(—2'&1 + Dug — 3'1.',4) = (4}
3 ET( 3—1,-!1) Ry=0 = E ( ’LL1+’L£3)=R'3 (5}
4 SEA (u4 — le) R4 = = ET( 3us + 3’1‘,{4) = R4 (6}
Ou na forma matricial,
(51 —8P
U TP ,
= (7)
(153 Rg
U4 R4

A matriz rigidez é simétrica, fato que pode ser constatado quando a ordem das equagées

de equilibrio segue sequéncia dos deslocamentos nodais correspondentes. A simetria é uma

propriedade da estrutura e pode ser demonstrada empregando-se o teorema de Betti-Maxwell.
2Pt

A introdugdo das condigoes de contorno essenciais, ug = 0 e ug = ;54 , nas duas primeiras

EBA| 3=2]uw| EA|-1 0|] 0] [-8P
t -2 5| |w t| 0-3]| 2% P |’

conduz ao sistema reduzido,

equagoes,

cuja resolucao fornece os deslocamentos

_8 —2 3-8
9 5|P¢  —40+18 P¢ Pt -2 9|\ Pt Pt
== = — Uy — —— = ——
! 3 _9|EA~ 15-4 EA EA 2 11 EA EA
-2 5
Resultados

Conhecidos os deslocamentos incégnitos, as forcas normais sao calculadas com as relagdes
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da Fig. E 1-ii,

. EA _EA, Pt
Ny = v (u1 — ug) = e (72)7EA = —2P;
2FEA 2EA Pt

. 3EA 3EA (2 P?
Ny = (ﬂ-4—ﬂ-2)=7(§_1)ﬂ=_}3‘

As equagdes (5) e (6), associadas aos deslocamentos impostos, proveem as reagoes de apoio,

FA

77111 = R = R3=2P (—);
FA

*SE ’uQ:R4 = R4:7P («—)

que podem ser verificadas pelo equilibrio dos nés na Fig. E 1-iii.

o @ 0
= = B E——
2P T ap 6P 6P P P
8P P
Ry —_— Ry
— 3] —{1}— 2]«
A 2P 2P B 6P 6P C P P D

Fig. E 1-iii: Verificacido do equilibrio dos ndés da estrutura.

Os deslocamentos axiais variam linearmente numa barra prismatica sem carga distribuida.

O deslocamento na segao central coincide com o deslocamento no meio da barra 2 e vale

‘ ‘ 1 Pt
(g — gy = T2 L
e =t2) = 284
2.2.2 Resolugao pela Andlise Matricial

Uma das vantagens do processo dos deslocamentos é a facilidade com que ele pode ser sis-
tematizado, colocado na forma matricial e, posteriormente, implementado num programa de

computador.
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Fig. E 1-iv: Numeracao dos deslocamentos da estrutura e das barras.

A Fig. E1-iv apresenta a numeracio dos deslocamentos nodais da estrutura e de suas bar-
ras, assim como a orientacao dos eixos locais das barras. Definindo o vetor dos deslocamentos

nodais da estrutura como a matriz coluna contendo todos os deslocamentos da estrutura®,

U

Uy
Uy

Us

U=

A letra maitscula U fol usada para distinguir os deslocamentos nodais da estrutura dos deslo-
camentos das barras. Como na resolugiao anterior, os deslocamentos livres foram numerados
primeiro e o traco separa os deslocamentos incognitos dos impostos.

Por outro lado, os vetores dos deslocamentos nodais das barras contém dois deslocamentos

R T B
1 = 1 2 = 1 3= .
'u-(21) 'u-(22) 'u-(23)

As componentes dos diferentes vetores das barras sdo identificadas pelo niimero da barra entre

cada,

parénteses e o nimero do deslocamento da barra no subscrito*, como indicado na Fig. E 1-iv.
(a) Equagdes de compatibilidade

As equacoes de compatibilidade resumem-se as relagoes entre os deslocamentos nodais das
barras e os da estrutura:

1 2
'L-!-g ) ’L-!-g ) u?)
u; = 1 = , Uz = 2 3 us = =
uh u? W
3Repare que é possivel empregar a forma transposta para abreviar a apresentacao, UT = [U1 Us ‘Ug Uy ]

40 emprego de subscritos numéricos no lugar dos nés I e J justifica-se por que um niimero maior de
deslocamentos pode estar associado ao mesmo né numa estrutura reticulada.

Us
U

Uy
Us

Uy
Uy

‘ (8)
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As relagoes acima podem ser abreviadas definindo as matrizes de incidéncia das barras, LM,,
matrizes linha contendo apenas os nimeros dos deslocamentos da estrutura compartilhados
pela barra e,

LM = [3 1],

LM, = [1 2}, LM; = [2 4} (9)

Elas mapeiam os deslocamentos nodais das barras nos deslocamentos nodais da estrutura e
sao usadas na montagem da matriz de rigidez da estrutura e na obtengao dos vetores dos
deslocamentos nodais das barras a partir do vetor dos deslocamentos da estrutura.

Tanto nas matrizes LM, quanto nos vetores u, estd implicita a orientacao do né inicial T
para o nd final J adotada na numeragao dos deslocamentos da barra; no exemplo, o né inicial

esta sempre a esquerda da barra.
(b) Equagdes constitutivas

Como os nés sio admitidos rigidos, a verificacio da Eq. (1) no dominio das barras garante

que as equagdes constitutivas estio satisfeitas em toda a estrutura,

(A Bal 1 1] [udP] .

= — , = ug;
-f2(])- ¢ -_1 1- -ué])- 1 1U]
(A7) Ea 2 2] [uf?]

= — , fy = kous; 10
_féz)_ ¢ __2 2_ _uéz)_ 2 2U2 ( )
(A _pal s3] [u] fy = kyu
-f2(3)- g -_3 3- -u(3)- 1 3 aug.

As equagdes podem ser reescritas em fungdo dos deslocamentos da estrutura com a ajuda das

Eqgs. (9),

AV Ea[ 1-1][0s]
_fz(l)_ ¢ __1 1_ _U]_!

(21 Eal 2-2][m:

2l B Bl R Y
(1] EBal 3-3][0]
_fz(a)__ t]-3 3_ Us

Os vetores de forgas nodais e as matrizes de rigidez das barras admitem formas expandidas

que incluem todos os deslocamentos nodais da estrutura. Elas sio obtidas introduzindo-se
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linhas e colunas nulas as matrizes das barras®,

- i I i I

1 1o-10]| [y 10-10]| |ty

0 EA|l 00 00]|]o0 EA|l 00 00| | . .

ol =" - =4 1, h=ki = kU
i 110 10| (U 10 10U
0] L 00 00] 0] | 00 0 0] | U]

(11)

[ @] [ 2-200][on] [ 220 0] ]

(2)

EA|l-2 200 |U EA|l-2 200]||W L .

Iz =— =22 2|, by = koty = koU;
0 € 0 000f]0 € 0 0000
| 0 L 0 000][0] | 0 000 |Us
(12)
[0 ] 0 00 o] fo] [0 00 o] [tr]
(3)

EA| O 30-3||U EA| 0 30-3|]|U . .
h_EA o 21y = kyiig = ksU.
0 1o oo oflo 1o o0 ofluy
1Y L o-30 3] |u] 030 3] |0]

(13)

O acento (") nos vetores f,, G, e na matriz k. denota as correspondentes formas espalhadas

das matrizes das barras®.

(c) Equagdes de equilibrio

Define-se o vetor das forcas nodais da estrutura como a matriz coluna contendo as forgas

aplicadas e as reagoes de apoio ordenadas de acordo com os correspondentes deslocamentos,

F —8P
F: P
F=|"7?%|= 7
Fy R3
Fy Ry

5Repare que na primeira equacio, as linhas e colunas foram trocadas antes de se acrescentar linhas e colunas
nulas.

5Veremos na préxima segio que as matrizes espalhadas podem ser evitadas efetnando-se o espalhamento
direto nas matrizes da estrutura.
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As Eqgs. (3) a (6) de equilibrio dos nés da estrutura podem ser escritas automaticamente
empregando os vetores f. ¢ F definidos acima bastando lembrar que os vetores £, que atuam

nas barras sio iguais e contrarios aos vetores que atuam nas se¢oes dos nos,

Equilibrio dos nds < Z f,=F. (14)

e=1

O emprego das Egs. (11) a (13) fornece
(ki + ke + ky)U=F,

on ainda

em que a matriz

Somando as matrizes espalhadas das barras, obtemos o sistema de eguacdes,
1+2 =-2|-1 0 Uy —8P
EA 2+3] 0-3 Uy P
¢ 1ol o] | R
Sim. 3| | 5s Ry

em que € possivel identificar a contribuicido de cada barra na matriz de rigidez.

A partigio do sistema acima nos deslocamentos livres e bloqueados fornece

Kaa Kab Ua - Fa
Kpa Kpb | | Up Fy
em que o subscrito a denota a parte associada aos deslocamentos livres e o b, a parte associada

aos impostos. O sistema nos deslocamentos incégnitos U, se reduz a

KaaUa = Fa - KabUb:
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ou explicitamente,

22 B Y e Bl B P

A resolugdo fornece o vetor procurado
-2
1

As equacdes restantes fornecem o vetor Fy, das reagdes,

th
Us

Pt

U, = ok

F, = KpaUs + Ky Uy,

ou explicitamente,

Rg BA|l -1 0 U1 EAIL1O 0
Ry Cloo-3] || £ |o3]|2]
Efetuando as contas, temos
R 2
F, = = P.
Ry -1

Resultados

Os vetores 1, sio obtidos com as Egs. (8),

br?’ 0 be Lrl =2 pe IT2
u; = = T4y Us — = = Uq = =

Enquanto as Eqgs. (10) proveem os vetores f;,

EAl 1-1]] o 2
f=—"— Pt — P,
S —2]“ [—2 ‘

EA[ 2 -2][-2 —6
fo = — P _ P
T |2 2 1]“ [6

EAl 3-3][1 1
fo= """ b P.
T -3 03 g}“ [—1
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dos quais sio obtidas as forgas normais,

Ny=—f =g = 2p
Ny =—f? = f{¥ = 6P,
Ng=—-fV=f)=-P

2.3 Montagem Direta da Matriz de Rigidez

Define-se a matriz bindria de incidéncia da barra e como sendo a matriz L. que fornece o
vetor u, dos deslocamentos da barra a partir do vetor U dos deslocamentos da estrutura. Ela
é baseada na matriz LM, e possui tantas linhas e colunas quantos forem os deslocamentos
nodais da barra e da estrutura, respectivamente. A regra de formacio da matriz se resume ao
fato da i-ésima linha de L, apresentar o valor 1 na coluna LM, (¢) e zero nas demais colunas.

Para a barra 1 do exemplo anterior, temos

L.\»{1:{3 1} - Ll—[O()lo].

1000
Assim,
Uy
(1) ; ;
u] 0010]|0s s
U]:LlU = |:u(1):| = |:1000 D' = D_ .
2 3 1
Uy

A transposta da matriz bindria permite o espalhamento automético do vetor f, no vetor

espalhado f, da barra mediante a expressio
f, = LTf,, (17)
enquanto o produto abaixo permite obter matriz espalhada 1A<8 da barra’,

k. = LTk.L.. (18)

"As Eqgs. (17) e (18) podem ser deduzidas a partir das seguintes relagdes entre os vetores dos deslocamentos:
u, = LU=L.i.e L;FLEU = l,; e os vetores das forgas: fo = L.F = L.f. ¢ LELEF =f,.
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Por exemplo, para a barra 1 temos

01 10-10
i |00 @[1—1“0010]=ﬂ 00 00
10 * =1 1]]|1000 =10 10
00 00 00

O emprego das matrizes L, tem custo proibitivo pois implica no produto por um grande
numero de zeros. Por essa razdo um procedimento conhecido por montagem direta é empre-
gado tanto na resolugdo manual quanto nos programas de computador.

A montagem direta da matriz de rigidez da barra tira partido da sua simetria e monta
apenas os coeficientes da parte triangular superior da matriz da barra na parte triangular

superior da matriz de rigidez da estrutura usando os indices da numeragio do vetor LM,. A
(e) (€)
[44] [i3]
que os indices i e j referem-se aos deslocamentos nodais da estrutura. Para elementos com

i > g, basta trocar a ordem dos indices uma vez que k[(;)] = ké'?]

correspondéncia ¢ imediata para os elementos ky; na diagonal ou elementos k3 com ¢ < j em

Nas equagoes, a letra A substitui o simbolo ¥ de somatdrio para indicar a montagem direta
das matrizes das barras,

e
K= Ak. (19)

A operagao é totalmente equivalente & Eq. (16) e tem um custo computacional muito menor

pois evita as multiplicagdes pela matriz L, e sua transposta.
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Exemplo 2 Faga a montagem direta da matriz de rigidez K do exemplo anterior.

SoLug¢A0 A Fig. E2 ilustra passo a passo a montagem dos coeficientes das matrizes
k. das barras obtidas na pédgina 11 empregando-se as matrizes LM,. Os ntimeros dos
deslocamentos nodais da estrutura, contidos na matriz LM, e posicionados convenien-
temente junto as matrizes das barras, permitem espalhar os coeficientes das barras na
matriz de rigidez da estrutura. Como as matrizes sdo simétricas, apenas os coeficientes
das partes triangulares superiores foram considerados.

(1) (1)
kg = Kpayy

Fig. E2: Montagem da matriz de rigidez da estrutura.

1
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Exemplo 3 (Montagem de K) Para a estrutura da figura, monte o vetor carregamento F
e a matriz de rigidez completa da estrutura, K. As cinco barras estdo alinhadas, sendo a barra
5 tubular e concéntrica com as barras 2 e 3. Considere a seguinte férmula para o cilculo da

matriz de rigidez das barras:

em que e é o numero da barra.

P (5) 3P
3 M 4 2] 5
0 CEESG T

Fig. E3: Esquema da conectividade da estrutura.
SoLugio

Adotando a mesma numeracio dos nés para os deslocamentos nodais da estrutura, temos as

seguintes matrizes das barras com a incidéncia ja indicada:

(3] 1 1[4 [4 2
1 -1 3] 2 211 3 -3 [4]
kl = k2 = k3 =
111 -2 2| [4 3 3] 2
2 [5] 1 2
N 4 41 9 N 591
R IR R IR

Efetuando a montagem direta, chegamos a

] 1 2 3] [4] (5] )
1+2+5 -5 —1 -2 1
3+4+5 -3 -4 2
K = 1 3]
Sim. 2+3 4]
I 4 I
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Portanto,
§-5-1-2 0 P
-5 12 0-3 -4 3P
K=|-1 01 0 0 F=|R;
-2-3 0 5 0 Ry
0—-4 0 0 4 Rs

Problema 1 Para a estrutura abaixo, fornega as matrizes de incidéncia LM, das barras e
monte a matriz de rigidez completa da estrutura. As quatro barras estao alinhadas, a barra 4
sendo tubular e concéntrica com a harra 2. Adote a numeragio dos nés para os deslocamentos

nodais e considere as seguintes matrizes de rigidez para as barras:
a —a b —b c —c d —d
k; = , ks = , ks = , ky = .
' [a- a] : [b b] : [c c} * [d d}

3

DS @) 3 &

~
L]
-

Fig. P 1: Estrutura uniaxial.
2.4 Forcas Aplicadas nas Barras da Estrutura

O procedimento de cdculo desenvolvido até agora considera apenas forgas externas aplicadas
nos nos da estrutura. Forcas aplicadas nas barras requerem uma decomposicio engenhosa
do carregamento e o conceito de esforgos de engastamento perfeito que, além de equilibrar a

barra carregada, geram deslocamentos nulos das suas extremidades.

2.4.1 Esforgos de Engastamento Perfeito

Considere uma barra prismética presa nas duas extremidades e submetida primeiro a uma
forca concentrada () e depois a uma forga uniformemente distribuida ¢ conforme mostrado na
Fig. 3. Obtidas as reagdes de apoio empregando a Resisténcia dos Materiais, é possivel tracar
os diagramas de for¢a normal, deformacao longitudinal e deslocamento longitudinal para os
dois carregamentos.

Os esforgos reativos nas extremidades da barra sdo denominados esforcos de engastamento
perfeito. Constata-se imediatamente que quando eles sdo aplicados aos ndés de extremidade
juntamente com as respectivas forcas nas barras os deslocamentos nodais relativos se anulam

independentemente da vinculagéo da barra, Fig. 4.

20 Edgard Almeida Neto & Henrique Britto [versdo preliminar| Junho de 2017

@b Q Qa at q at
£y a —_—s b g ¢ P P — 2
-— L — — zd—

71 ‘ IV A1 ‘ J

Q &

£

fEA 2EA
To
U= ] edx
@ @ :
(a) (b)

Fig. 3: Forcas (a) concentrada e (b) distribuida aplicadas numa barra presa nas extremidades.

@ Q Qa 14 14
Tl e b3 = L, 9, . 1 3
S 7 D% y'e 7 R

?ﬂ‘]:o ?MJ=O

Fig. 4: Aplicacfo dos esforgos de engastamento perfeito numa barra biapoiada.

2.4.2 Decomposicao do Carregamento

O exemplo a seguir ilustra como o principio da superposicao de efeitos e os esfor¢os de engas-
tamento perfeito sio usados para decompor o carregamento de uma estrutura com esforgos

aplicados nas barras.

Exemplo 4 Para a barra do Exemplo 1 submetida ao carregamento abaixo, determine os

deslocamentos nodais e o diagrama de forcas mormais. Considere () = ¢f.
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JJ_(L q 2, JQ
A > > > ST oD
1 (2) 2BA |C (3) 3EA

4 ¢

Fig. E4: Estrutura unidimensional com forcas aplicadas nas barras.

O carregamento da estrutura pode ser decomposto em duas parcelas conforme a Fig. E4-i.
A parcela [0] é constituida pelas forcas aplicadas nas barras acrescidas das correspondentes
forcas de engastamento perfeito. As iltimas sio forcas nodais que equilibram as forcas nas
barras sem provocar deslocamentos nas suas extremidades e, consequentemente, nos nds da
estrutura. O vetor FO das forcas nodais de engastamento® é obtido mediante o espalhamento

das forcas de engastamento perfeito das barras,

Te
F'= Af0. (20)
e=1
[S-] wn B
<3 %
o © 5 ©
i v, ——— U 1 Az = 2
2,5Q 0
1
1t o, .. = Ry U e | 25Q
3 Q) t— (2 2— (3 4 Ry
U1 U‘Z - R4
0 I
u Carreg. [0] ] —% - 92£
—'-DQ - 0 0 _g2£
—— = =
— — — _& U 0 F g
Q Q ¢ qt 2
2 2 T Z J 0
’L!.l _
— uU'=U F'=F-F’
Q
2

Fig. E4-i: Decomposi¢io do carregamento e diagramas deslocamento longitudinal.

A parcela [1] é constituida apenas por forgas nodais: forgas concentradas aplicadas direta-

¥Em virtude de U ser nulo, os nés da estrutura sujeita a parcela [0] do carregamento podem ser admitidos
bloqueados e os esforgos de engastamento interpretados como se fossem reagoes de apoio.
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mente nos nés subtraidas das forgas de engastamento perfeito. De acordo com a decomposi¢ao

da Fig. E4-i, o vetor dos deslocamentos nodais U procurado é idéntico ao vetor U! e é obtido

resolvendo-se o sistema de equagoes:

KU'=F' = KU=F-F"

Finalmente, o vetor f, das forcas de extremidade da barra e é igual a soma do vetor f! = k.u,,

em que u, ¢ obtido a partir de U, com o vetor £ das forcas de engastamento perfeito,

fo=f' +f° = ko, + 2, (21)

SOLUQAO
Como a estrutura é a mesma do Exemplo 1, apenas os vetores das forcas de engastamento

perfeito precisam ser calculados.

Q Q Q L4
2z (1 17 1
f Fig. E4-i: Forcas de engastamento perfeito.
1) Vetores f. das barras
-9 —05| 3 -2 —05| 1
£ =gt = *|=q
-3 —05] 1 - 05| 2
) Vetor F° da estrutura
0,5 =05 1 -1
—-05] 2 —-0,5
F' = g¢ = gl
—-0,5 3] —-0,5
4] 0

3) Resolucio do sistema de equagdes KU = F — F°

Caleculo dos deslocamentos livres

K., U,=F,—F):= F!
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O célculo do vetor carregamento a direita fornece

wolfe- 2]} 1)

resultando o sistema reduzido cuja resolugdo fornece os deslocamentos,

1
=gl , = U,=
3

3 =2
-2 5

EA

14

U
Uy

U
Uy

_
T EA

1

Céleulo das reagoes de apoio

R _Nn=
F, — 3| _ o 0,5
Ry 0

4) Deslocamentos das barras no sistema global

Fp, = F) + KpaU,.

Logo,
-1 0

0 -3

£A
14

a
EA

-]

Com o emprego das matrizes de incidéncia LM,, montamos os vetores dos deslocamentos

das barras,
Us qg? |0 U qf? |1 U, qf? |1
u; = = — N Uy = = — ) Uq = = .
1 U] EA 11 2 Ug EA 1]’ 3 U4 A 0
5) Forgas de extremidade
e Barra 1
EA 1-1] ¢ |0 —-0,5 -1,5
fi =l + £ = —= — | {+at| Tl=q| |
1 1u 1 7 1 1] EA |1 q 015] q [ 015]
e Barra 2
2FA 1-1]qg2 |1 5 —0.5
fr =kouy +£) = —— e + gt =qf T
2 2uy + 1, 7 1 1| EAlL at| ] q [_015}
e Barra 3
3EA| 11| q# |1 3
f3 =k = _—— 4 =af )
3 U3 7 1 1| EA 0:| q |:3:|
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6) Diagramas de estado
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Com os valores das forcas de extremidade na Fig. E 4-iii é possivel obter as forgas normais

nas barras e tragar o diagrama,

1,5gl, 0<z, <0,5¢ . _ - )
Ny = Ny = ODqg — T, Ny = —30q€
0.5q¢, 0,50 <T; <{
1,5q¢ 9 0,5¢¢  0,5q¢ 0.5¢¢ 3,0qf 3,0q¢
~—t — > g ——— J—
T (1) z (2 T @3
1,5
@ 0,5
[
(a0)
0.5
©
3,0
Fig. E 4-iii: Forcas de extremidade e diagrama de forgas normais.
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