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Resumo

Nesta unidade, estudamos como as tensdes num ponto variam com o plano de
atuacao. Deduzimos as equagbes de transformagéo das tensoes normais e tangenciais
para o estado duplo de tensdo priorizando a interpretagdo fisica do problema. Os con-
ceitos sdo consolidados mediante o tracado do circulo de Mohr e a resolugdo de varios
problemas.

A seguir, abordamos o estado triplo de tensdo visando a resolugdo de problemas
praticos de engenharia e a familiaridade com a notacio e convencio de sinais da Teoria
da Elasticidade. Salientamos a natureza tridimensional do estado de tensdo, do qual o
estado duplo é apenas uma representacio parcial, e determinamos a tensdo tangencial
maxima nas paredes de vasos de presséo.

Os conceitos examinados sao suficientes para a compreensao dos resultados de andlises
estruturais mais complexas empregando o Método dos Elementos Finitos ou o Método
dos Elementos de Contorno.

Introducao

O estudo das tensoes é essencial para o entendimento do comportamento mecanico de sélidos

submetidos a agoes externas (forcas, momentos, deslocamentos impostos etc.). Ao contrério

dos esforgos solicitantes, que sdo associados a segdo transversal (5T), a tensao ¢ uma grandeza
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! uma grandeza ideal para descrever os esforcos transmi-

pontual. Esse fato torna a tensio
tidos no interior do sélido assim como os limites de resisténcia do material. A utilidade do
conceito de tensao é evidente quando barras prisméticas com secoes distintas sdo ensaiadas
a compressdo, Fig. 1. Para solicitagoes mais complexas, entretanto, nio basta conhecer as
tensoes no plano da se¢fio pois o comportamento do material na ruptura pode estar associado

a tensdes que ocorrem em planos obliquos ao da segao.

%

Fx
(b)

Fig. 1: (a) Barra com se¢ao Ap; (b) barra com segio 3A4p; (c) justaposigao de trés barras com
segio Ao [3].

A distribuicao das tensdes na estrutura ¢ determinante na escolha da sua forma, tanto
em termos de economia quanto de seguranga. A Fig. 2 ilustra alguns sistemas estruturais em
que a concepgao da estrutura é influenciada pela distribuicao das tensdes e o tipo de material
empregado.

Neste capitulo, adotamos uma abordagem que enfatiza a interpretagio fisica da tensdo.
Ou seja, dados um ponto e um sistema de eixos, as tensdes num plano genérico sdo deduzidas a
partir do equilibrio de forgas distribuidas de superficie representando a interag¢do entre partes
do sdlido ao redor do ponto.

O Estado de tensao num ponto Conhecer o estado de tensdo num ponto P de um
solido significa conhecer as tensdes que se manifestam em qualquer plano a passando pelo
ponto. Mais adiante, no estudo do estado triplo, demonstraremos que o estado de tensio
fica perfeitamente determinado quando sdo conhecidas as tensoes em trés planos ortogonais

1Veja a revisido do conceito de tensiio na subsegio A.1 do apéndice.
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Fig. 2: Sistemas estruturais: forma influenciada pela distribuigio das tensdes [5].
quaisquer e que existem trés planos ortogonais, denominados planos principais, em que as
tensoes tangenciais sdo nulas, Fig. 3.

Geralmente um dos planos principais é conhecido a priori nos elementos estruturais. Isto
simplifica 0 estudo das tensdes pois as equagdes de equilibrio do prisma sido expressas em

termos das tensdes que atuam apenas nos planos ortogonais ao principal conforme mostra

ue a tensio principal g3 nio afeta o equilibrio de

ny.

a3ng o2m

(b) ()

Fig. 3: Estado triplo de tensdo: (a) tensoes em planos perpendiculares aos eixos, (b) tensoes
nos planos principais, (c) tensdes em planos ortogonais a ng.

Nas dedugdes, substituimos os vetores £(¢), t(j) e ¢(k), indicados na Fig. 3-a, por suas
componentes nas diregoes dos eixos. Na Figura 4, apresentamos a notagéo e a convencgio de
sinais empregadas por Timoshenko e Goodier [9] na Teoria da Elasticidade. A letra grega o
denota a tensdo normal e a letra 7 denota a tensao tangencial (ou de cisalhamento), corres-
pondendo as componentes normal e tangenciais do vetor tensio atuando no plano. O fndice

de ¢ identifica a diregdo da tensio, enquanto os indices de 7 identificam o eixo normal ao
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Fig. 4: Notagio e convengio de sinais no estado triplo: (a) faces positivas, (b) faces negativas.

plano e a direcao da tensao, (Tplano, diregio)-

O sinal positivo da tensdo normal indica tragdo, enquanto o negativo indica compressio.
A convengao de sinal da tensio tangencial é valida para planos normais aos eixos do sistema
de coordenadas e depende da orientacdo do versor normal externo ao plano. Se o versor
tiver a mesma dire¢ao e sentido de um dos eixos, as componentes da tensao tangencial serdo
positivas no sentido dos demais eixos, Fig. 4-a. E vice-versa, se o versor e o eixo tiverem

sentidos opostos, as componentes serdo positivas no sentido oposto ao dos eixos, Fig. 4-b.

2 O Estado Duplo de Tensao

Na Engenharia de Estruturas, sio comuns os estados de tensio em que um dos planos prin-

cipais é conhecido a priori. Os exemplos mais significativos envolvem:

e Solidos de pequena espessura cuja geometria pode ser descrita por um plano médio no
qual atuam os esforcos externos, Fig. 5-a. O plano principal é paralelo ao plano médio
e dizemos que os pontos do silido? estdo submetidos a um estado plano de tensdo®. As
vigas paredes, os consolos e as vigas retangulares carregadas num plano longitudinal de

simetria sdo exemplos representativos.

e Soélidos prismaticos alongados confinados longitudinalmente e apresentando carrega-

mento e vinculagao iguais em todas as segdes transversais, Fig. 5-b. O plano principal

20s sélidos com essas caracteristicas sio chamados de chapas.
3No estado plano de tenséo admite-se que as tensées sejam nulas em planos paralelos ao plano médio e que
as tensoOes sejam uniformes na espessura.
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é paralelo aos planos das se¢bes e dizemos que os pontos do sélido estdo submetidos a

4

um estado plano de deformacido®. Tubos espessos, muros de arrimo, galerias, tiineis,

barragens de gravidade sdo alguns dos exemplos.

o Superficies livres® ou submetidas a uma pressio hidrostatica, Fig. 5-c. Nesse caso, a
auséncia de tensoes tangenciais na superficie indica que o plano tangente passando pelo
ponto é um plano principal. A superficie de eixos de transmissio talvez seja o exemplo

mais significativo.

Nos trés casos acima, o estado de tensdo admite uma representagio parcial, denominada

% em que o estudo da variagdo das tensdes fica restrito aos planos

estado duplo de tensdo,
ortogonais ao plano principal conhecido. Na Fig. 5, esse plano é identificado pelas faces

triangulares de um pequeno prisma.

QQb
b >
O

(b) (c)

Fig. 5: (a) Estado plano de tensdo; (b) estado plano de deformagao; (¢) estado de tensio na
superficie do sélido.

Por ser uma representacao parcial do estado triplo de tensio, o estado duplo ndo deve ser
visto como um caso particular do triplo, da mesma forma que na geometria o triangulo nao

é um caso particular da pirdmide, ou o circulo da esfera [6]. Entretanto. adiantamos que a

1No estado plano de deformagio os campos deformagiio independem da secéio transversal.

5Superficie continua, lisa e descarregada.

6 A definicio de estado duplo apresentada procura abranger toda uma classe de problemas resolvidos medi-
ante o emprego das equagdes desenvolvidas na proxima secdo. Esta definicao é mais geral do que a apresentada
nos livros textos de Resisténcia dos Materiais, nos quais o estado duplo é sinénimo de estado plano de tenséo.
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envoltéria das tensdes num ponto fica caracterizada por trés estados duplos associados aos
planos principais.

No estado duplo, o equilibrio de um prisma triangular infinitesimal contendo o ponto P
permite obter as tensdes em qualquer plano ortogonal ao plano da face triangular, Fig. 6.
Demonstramos essa afirmacio considerando um sistema cartesiano com o eixo z normal &
face triangular no plano principal de modo que as componentes 7, e 7, nessa face sao nulas.
As forgas de superficie t(n), t(2) e t(j) que atuam nas faces laterais do prisma e a forca
b distribuida por unidade de volume estdo indicadas na figura, assim como as respectivas
componentes. Repare que o eixo y esta orientado de modo que o sentido positivo do angulo

« seja o horario.

L//////N%/

;
v

Fig. 6: Tensoes nas faces do prisma triangular infinitesimal.

2.1 Equacgoes do Estado Duplo de Tensao

No estado duplo de tensao, a tensdo tangencial é positiva quando tende a girar o prisma das
tenstes no sentido hordrio. Embora essa convencio seja diferente da do estado triplo, ela
tem a vantagem de ser consistente com a da forca cortante e ser valida para qualquer face
lateral do prisma. Assim na Fig. 6, de acordo com essa convencao, a tensao 7(a) indicada no
plano inclinado seria positiva, 7., na face vertical seria positiva e 7, na face horizontal seria

negativa.

2.1.1 Tensoes num Plano Arbitrario

Para determinar as tensbes num plano inclinado qualquer em funcdo das tensdes que atuam
em dois planos ortogonais, consideremos o prisma triangular de dimensoes infinitesimais e

espessura unitaria da Fig. 6 em que a face inclinada é determinada pelo dngulo o medido
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no sentido horario a partir do plano de atuacio de o,. As tensdes nas faces sio admitidas
uniformes e suas resultantes estio indicadas na Fig. 7-b. A resultante das forcas de volume,
bdV = b(ds)?sencos /2 constitui um termo de ordem superior e pode ser desprezado face

as demais resultantes das forcas de superficie quando ds — 0.

G'(CE) T(O:) ods - dS
\ @ Oq \ @ o, ds cosa
S| | — o) —_—
P B
Q
¥ b\ 5| Tey bl fon mc}‘ Tiy ds cOS €
dssina
T JE—
Tyx l—~ l Tyz ds sen o
Ty y oy ds sen o
(a) (b)

Fig. 7 Prisma triangular de espessura unitaria: (a) tenstes e (b) resultantes.
As expressoes gerais de o(a) e 7(n) decorrem das equagdes de equilibrio no plano zy:
¢ Soma de momentos em relagdo ao ponto O

dssen ds cosa

(Toy dscosa) — (1yz dssen @) —5— =0

resultando

(1)

As tensdes tangenciais” em dois planos ortogonais sdo iguais em modulo e tém sentidos

opostos junto & aresta comum aos planos.

e Soma de forgas na diregao de ¢
ods = gy dscosacos a + Ty dscosasen o + oy ds sen avsen ev + 7, ds sen cecos @,

o = 0, c08% a + oysen’a + 27, cos asen a. (2)
Empregando as relagbes trigonométricas:

1+ cos 2« 1 — cos 2«
2 2

"Nas férmulas deduzidas a seguir, emprega-se apenas a tensio 7, em virtude dela possuir o mesmo sinal
nas convengoes da Resisténcia dos Materiais e da Teoria da Elasticidade.

cos® a = . sen’a = . 2sen aecos o = sen 2, (3)
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obtemos
ala) = Iz ;% e ; W cos 20 + Tay S€0 201, (4)
e Soma de forcas na direc¢ao de 7
Tds = —opdscos asen o + Ty ds cos acos a + oy dssen avcos o — Ty dssen asen
T = —(0z — 0y) sen @ cos a + Tyy (cos® a — sen’a). (5)

Empregando a Eq. (3); e a relacio cos2a = cos

2 o — sen? a, obtemos

e — Oy

T(a) = — sen 2

O + Ty COS 20,

(6)

As Egs. (4) e (6) determinam o estado duplo de tensao uma vez conhecidas as tensdes em

dois planos ortogonais. Como foram empregadas apenas equagoes de equilibrio, elas indepen-

dem do material que constitui o sélido.

Exemplo 1

O estado plano de tensdo num ponto é caracte-
rizado pelo conhecimento das tensdes o e 7 em
dois planos perpendiculares (mn e np). Calcule
analiticamente as tensoes ¢ e 7 nos planos pq
e mq (tensdes em MPa) [Lista PEF102].

m
40°
4,5
7.0
90°
n N e—

—

3,0

q
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Exemplo 2
Um tubo de raio interno R; = 3cm e raio externo K. = 4 cm esta submetido a um momento

de torcao Mt. Determine o valor do momento, sabendo-se que a tensdo normal no ponto A

da superficie do tubo é de 35 MPa no plano inclinado a 60° com o eixo.

- AAQ__ME A()Rﬁ

Resp.: My =277,8kN cm.

12

Exemplo 3
Para a viga

Edgard S. Almeida Neto [versio preliminar] Abril de 2017

abaixo, calcule as componentes normal e tangencial da tensio no ponto C no

plano de solda. O carregamento e as dimensoes da ST estao indicados na figura.

z

2kN 1KN 2kN o, Medidas em cm 5
I i
A| solda—1C |B -
’%’20 30 | 30 |20 100 JA 3]
SOLUGAO
a) Golnens adiobebic ST wdbel
5
zi;' & g Tabl 38
1 125 #om 125 2"
l folmf\ ‘s '} " = 1280m
B ‘”L % A %
4 w | w0 4 125
375 h25

e 0 Tt 100732
b) Tewom /o Pa'nt C. ji—) !(a—%'

-4, -5 ~-o‘17:55*” =-9%M  } -

o 2 Ve (2 3

7= %Oy . 4.25.225 - 0.0?32’@4; o732N% (1) st U+ es
oy 3 128 - 2 >,

gj: 333#2’5 = 2Q15m3

re /fs-(awo{
()= £294(%5) 2 + By am2u = -3 ~ Lt o0 - 732 6mD
- —gs5e Mg

Blo) ="

A 4

(C‘-u;-ry;mu-régy = gé?gmsa -4732-% = 327ME
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2.1.2 Tensoes Principais e Planos Principais

As tensOes normais extremas que ocorrem num ponto, a maxima denotada o e a minima
02, sio denominadas tensdes principais. Suas diregoes e planos de atuacao sio denominados
direcdes e planos principais, respectivamente.

O exame da expressao de o(«), Eq. (4), mostra que ela é formada por um termo constante

mais um binémio trigonométrico. Impondo-se a condigio de extremo,

do(a)

ia - 0 = —(oy — o) sen 2a + 27, cos 20 = 0, (7)
obtemos )
tan 20, = Ty (8)
Oz — Oy

em que o subscrito ¢ indica que a condigiio se refere as tensdes normais. Note que a derivada
em (7) é duas vezes 7(er) na Eq. (6). Portanto, as condigdes de tensdo normal extrema e de
tensdo tangencial nula sdo equivalentes.

Quando introduzimos a Eq. (8) em (4) e fazemos uso da trigonometria®, obtemos as tensdes

normais maxima e minima,

Oz + O Oy — O 2 Oz + O Oy — O 2
o =—F"t+ (EQ y) + 72, 02 = =5 = (7;"2 y) +7 | (9)

cujos planos de atuagao formam angulos a; e ap com o plano de oy,

01 — Oz
tanoy = ——, tan g =
Tay Ty

T2 — Oy

(10)

A partir da Eq. (8) podemos concluir que dngulos a e o estdo defasados de 7 /2.
B usual expressarmos as tensoes num plano arbitrario em func¢ao das tensdes principais.

Para tal, substituimos

Oy = 09, oy = 01, Tay = 0,
nas Egs. (2) e (5) e obtemos
o(a) = aisen’a + a3 cos’ a, (11)
() = (o1 — o9) sen a cos v, (12)

8Ver apéncice B na pagina 50.
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em que a é o angulo formado com o plano de as.

2.1.3 Tensoes Tangenciais Extremas

A expressao de 7(a) na Eq. (6) é um bindmio trigonométrico. Impondo-se a condigio de

extremo, temos

d
:l(a) =0 = —(oy — oy) cos 2a — 27, sen 20 = 0,
o
ou ainda,
Oy — Oy
tan2q, = ———4 13
an 2a., 27 (13)

Quando introduzimos a Eq. (13) em (6) e fazemos uso da trigonometria, chegamos a

2
Ty — O,
Tméx = —Tmin = %( £ D) y) +Tm2‘"y (14)

Examinando as Eqgs. (9) e (14), verificamos que

a| — 02
5 .

Tméax = —Tmin =

As tensdes normais nos planos de 7 extremo sio obtidas substituindo a Eq. (13) em (4),

Eq. (13)
—_———
Oz + 0y Oz — Oy Oz — Oy
= cos2 ———— | sen2
olar) = =7+ Ty eos O‘Jr( 2tan2a) O
Oy +Uy -
== Y 1
5 (15)

Finalmente, multiplicando as Egs. (8) e (13), obtemos
tan 2a, tan 20, = —1,

o que demonstra que os dngulos @, e o, estdo defasados de 7 /4, ou seja, os planos de tensio 7
extrema formam Angulos de 7/4 com os planos principais. Os mesmos resultados sdo obtidos

facilmente a partir das representacoes graficas de o(a) e 7(«) indicadas na Fig. 8.
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Fig. 8: Valores extremos de o(e) e 7(e) e correspondentes dngulos 2av.

2.1.4 Propriedades do Estado Duplo de Tensao

Antes de prosseguir, é conveniente agruparmos as propriedades do estado duplo de tensao:

1.

As tensoes tangenciais em dois planos ortogonais sio iguais e de sentidos opostos.

A soma das tensGes normais em dois planos ortogonais quaisquer é constante. Escrevendo
a Eq. (4) para o e r+ %, somando as expressoes obtidas e comparando o resultado com

a soma das Egs. (9), temos

T
O‘(Q)+O‘(Q+§):O‘1 + 09 = 05 + 0y

As tensoes tangenciais sio nulas nos planos principais.

Os planos principais sdo ortogonais.

Os planos principais formam dngulos de J com os planos de Tmax € Tmm.
As tensbes tangenciais extremas valem

g — 02
Tméx — —Tmin — T

16 Edgard S. Almeida Neto [versio preliminar] Abril de 2017

7. As tensbes normais nos planos de Tmax € Tmin valem

Ozt oy
—a

Na secdo 2.2, veremos que as propriedades acima podem ser facilmente identificadas por

meio de uma representacao grafica denominada circulo de Mohr.

Medidas em mm

Exemplo 4

Para o eixo circular de didmetro ¢ =
100mm, determine as tensfes extremas
no ponto A junto a superficie e a direcio
do plano onde ocorre a tensio normal

maxima.
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SOLUGAO

(1%

Mz ~Lmy,

= 'go*fQ3N+ 0]090.-|03Nx 50 = 944 m&

51 TR a0n,0¢

2= 5+ =Y%4 + MbRr=0+
LT ks

D-‘? e

kS
4000210 , 50
4 214,10

~yioiw ¥

0% Fo = L=

Exemplo 5

Com o pistao travado na posicao
indicada, a lanca do guindaste
da figura suporta uma carga de
5kN. Calcule as tensoes princi-
pais e a tensdo maxima de cisa-
lhamento para os pontos A, B e

C da secao c-c.

17

2z,

Tret= 1854 mm "
= 50" 40710’

1

- 2% = 2,819 210 mre!

= 20,55 Mk (1)

Medidas em cm

18

Resp.:

of = 11,82kN/em?,
of = 4,63 kN /em?,
of = 0,10 kN /em?,

Edgard S. Almeida Neto [versio preliminar] Abril de 2017

on = 0kN/em?, T =591 kN/em?, oy = 05
o = —0,01 kN /em?, B =232 kN/em?, oy = 3,5°%
oy = —0,28 kN /em?, 7o = 0,19 kN/cm?, g = 59,2°.
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Problema 1

Determine as tensoes e os planos prin-
cipais nos pontos A, B, C, D e G da
se¢ao da base da estrutura ao lado.

600

400

Resp.: cff‘ = 18,9MPa 02A = 0,00MPa 7% = 9.44MPa;
oP = 153MPa o8 =-026MPa 7B, = 7,79MPa;

of = 123MPa 0§ = —-1,07MPa 75, = 6,70 MPa;

of = 0,00MPa  of = —459MPa 72, = 23,0MPa;
0¥ = 362MPa  of = —423MPa 7S = 3,92MPa.

2.2 0O Circulo de Mohr no Estado Duplo

O estado de tensido num ponto admite uma representacio grafica concisa denominada ciérculo
de Mohr. Para o estado duplo, ela resume-se a uma circunferéncia no plano cartesiano (o, 7),
conhecido por plano de Mohr, e permite a “visualizacdo” imediata de todas as propriedades
listadas na segfio anterior.

O exame das equagoes de o(a) e 7(a) sugere uma forma simples de se eliminar os termos

trigonométricos. Com os binémios trigonométricos isolados do lado direito, as Egs. (4) e (6)

20 Edgard S. Almeida Neto [versio preliminar] Abril de 2017

sao elevadas ao quadrado e depois somadas de modo a produzir

[a(a} - %]2 + [r(@)]? =

2
(%) cos® 2a + 2 (%) cos 2asen 2 + 77, sen’ 2a

2
+ (%) sen” 2a — 2 (%) cos 2arsen 2a + ’J'f.y cos®2a. (16)

Cancelando os termos em sen 2acos 2a e simplificando os demais usando a identidade sen? 2a-+

cos? 2a = 1, obtemos

["(O‘) - %;%]2 + [r()]* = (%;%)2 + 72, (17)

A interpretacao da equacao acima revela que o lugar geométrico das tensoes no plano de Mohr
. . Ay Totoy a3 — oo—0y\2 2
é uma circunferéncia de centro C(Z3%,0) e raio p= 1/ (Z52)" + 72,

2.2.1 Construcao do Circulo de Mohr

A Fig. 9 ilustra o tragado completo do circulo de Mohr. Os mimeros em colchetes indicam as
etapas descritas a seguir. O tragado € repetido na Fig. 10 subdividido em quatro figuras para

a melhor visualizacio das etapas.

1. Conhecidas as tensoes (o4, Twy) € (0y, — Tay) em dois planos ortogonais, marcam-se os

pontos A(og, Tzy) € B(oy, —Tsy) no plano de Mohr definido pelos eixos o e 7, Fig. 10-a.

2. Os pontos A e B determinam um didmetro do circulo cujo centro C estd sobre o eixo

das abscissas.
3. Com centro em C, traca-se a circunferéncia passando por A e B.
4. A simples inspecao da circunferéncia fornece as tensdes extremas oy, 02, Tmgx € Tmin-

5. Define-se pélo (ou pento de irradiacio) do estado duplo de tensdao como sendo o ponto
P sobre a circunferéncia onde se interceptam todas as direcoes de pares de planos orto-
gonais.

Portanto, o polo P encontra-se na interseccao da reta ra, que passa por A e tem a direcao
do plano onde atuam as tensdes (04, Tqy) € da reta rg, que passa por B e tem a diregao

do plano de (o, —74y), Fig. 10-b.
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%= (55;16)

Fig. 9: Circulo de Mohr: sequéncia das etapas construtivas.

6. Para determinar as tensées no plano que faz um éngulo a com o plano de (gg, Toy) — @
medido no sentido hordrio, basta tracar a reta r, com a direcdo do plano passando por

P. A interseccdo de 1, com a circunferéncia no ponto X determina as tensoes no plano

[a'8

Uma construcao alternativa consiste em determinar o ponto X diretamente por meio do

angulo central ACX = 2a medido no sentido horario a partir do segmento CA, Fig. 11. Fig. 10: Etapas construtivas do cireulo de Mohr: (a) diagonal ACB; (b) polo P; (c) tensdes

T . . , principais; (d) tensoes tangenciais extremas.
7. Os planos principais séo obtidos unindo-se o polo aos pontos de @y e g2, como é mos-

trado na Fig. 10-c. Com os tracos dos planos, é possivel desenhar o prisma das tensoes

mostrado a direita.

o =0C + CX cos(2a — 26)
Ozt 0y
2

7= —CXsen(2a — 23)

8. De modo analogo, sdo determinados os planos das tensdes tangenciais extremas e as

faces do prisma correspondente. + plcos 2acos 23 + sen2acsen 23),

2.2.2 Demonstragao = —p(sen 2a cos 23 — cos 2asen 23).

As expressoes de o(a) e 7(a) podem ser deduzidas a partir do circulo de Mohr (Fig. 11).

Como o angulo central XCA e o dngulo XPA com vértice na circunferéncia compartilham o Introduzindo as seguintes expressoes obtidas do proprio circulo:

— —_—
mesmo arco, tem-se XCA = 2XPA = 2a. Assim, o exame da figura permite que se escreva Ty — Oy
psen2fi = 1y, pcos2f = 7
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Fig. 11: Tensoes num plano arbitrario.

obtemos

_ Op+ 0y Oz — Oy
2 2

oz — 0@
T= f% sen 2a+ Tyy 08 2a,

€08 20r + Tyy sen 2,

que sao idénticas as Eqs. (4) e (6) do estado duplo.

As tensdes principais podem ser escritas com base na Fig. 9. ou seja,

a1 = oC + 0,
g2 = W - p.
—_— ) . . -
onde OC = %2% ep= (L;y) + 72,. Finalmente, para as tensoes tangenciais extremas,
obtemos
Tméax — —Tmin = P-

Nota 1 Além de ser uma excelente ferramenta de visualizagdo do estado de tensdo num
ponto, o circulo de Mohr facilita a memorizaciao das propriedades do Estado Duplo assim

como permite a demonstragéo imediata das propriedades enunciadas na subsegao 2.1.4.
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Exemplo 6
Para a estrutura indicada na figura:

1. trace os diagramas de esfor¢os solicitantes (M, N, V');

2. determine o maximo valor que a forca I' pode assumir admitindo & = 90 MPa;

3. fornega os diagramas das tensdes normais e tangenciais na secéao transversal C-C (F =
1kN);

4. determine graficamente as tensoes normais e tangenciais extremas no ponto K da segio
C-C, assim como as dire¢es dos planos em que elas ocorrem. Indique as diregdes
principais no prisma das tensoes e a direcdo de 7,4 na figura.

Medidas em mm

90 120 160
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Resp.: F=1296N

o =31,1MPa,
oy = 94MPa,

"

o = —35,6 MPa,
oy = —0,6 MPa,

e = 2,5MPa,
Tméx = 2,0 MPa.
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Exemplo 7

Para a viga da figura,

a) obtenha os esfor¢os solicitantes na segdo C-C da viga e calcule o e 7 no ponto Q da secéo;
b) determine as tensdes no plano vertical passando pelo ponto (§ usando o circulo de Mohr;

c¢) obtenha as tensées normais e tangenciais extremas, assim como os respectivos planos de

atuacio, a partir do circulo de Mohr;

d) indique as respostas do item anterior por meio de prismas das tensoes.

Medidas em cm

= Secido c-c
T 12
_
L I e
z
: ol s
Ql - 3
=] 5.
- 3
A=35cm? |
! 100 50 ‘ M I, =21504cm' |1
I, =1459cm?
SOLUCAO
a) &4@@ adictides 2 Jimeorn mo paib Q..
= PJ . H R & .
o .. Q= T 8z =<6 - 500, (3,y
Ane R £ 2!50,*1[ o)
g Sl =-OI7TH + 04403 = 0,669 BN
e, 20 i
Segid c-c Oy= o= %537 o4pr M
e 5008 o bl teaspyy _ m?
6 6 s
~ e T . — ]
: ‘?; o b LA | Sy el 961
g s T / = 11537 o’
L 1okM
- 5700mﬁ
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3 Estados de Tensao Particulares
Os seguintes estados de tensao sao tteis no estudo das tensoes:

1. Estado Simples de Tensdo

Nesse estado, apenas uma das tensoes principais é diferente de zero. Ele é o estado que
ocorre nos pontos de uma barra prismatica submetida & compressio ou tragio simples
(Fig. 12). Nos circulos de Mohr correspondentes, observamos que os planos de g

formam dngulos de =7 com a dire¢io do eixo da barra.

2. Estado de Cisalhamento Simples
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o T
o1 o
ople— <= \(T = o Oc o\“ﬁq—z L o

Fig. 12: Estado simples de tensao.

Esse estado é caracterizado por tensoes normais nulas nos planos onde atuam as tensoes

tangenciais extremas (Fig. 13).

Os pontos de um tecido montado numa moldura quadrada com cantos articulados estao
submetidos a cisalhamento simples quando vértices opostos da moldura se afastam ou

se aproximam. Outro exemplo é a tor¢do de um pedaco cilindrico de giz (Fig. 14). Um

T

(28] a9

S

AV

Fig. 13: Estado de cisalhamento simples.

quadrado na superficie do giz, com dois lados paralelos ao eixo, sofre apenas distorgéo.
Como o giz tem baixa resisténcia a tragdo, a ruptura dar-se-a nos planos de maior tensao

de tragdo, os quais formam um éngulo de 7/4 com o eixo.

3. Estado Hidrostético de Tenséo (ou Estado de Tenséo Uniforme)

Estado caracterizado pelo fato de todas as tensdes principais serem iguais. Consequen-
temente em todos os planos, as tensdes normais sio constantes e iguais a —p e as tensoes

tangenciais sdo nulas (Fig. 15).
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/\/\LﬂL{ [ { /{\
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Fig. 14: Ruptura de um giz cilindrico.
T
Ly }

LT T Oy =0y =—p Ta:y=0

i

Fig. 15: Estado hidrostatico de tensdo.

4. Estado Semi-Hidrostatico de Tensao

Esse estado é caracterizado por duas tensoes principais iguais e distintas da terceira.

Ele ocorre, por exemplo, na parede de reservatérios estéricos (Ex. 11, pag. 39).

Uma propriedade do estado plano de tensdo num ponto € que ele pode ser decomposto num
estado semi-hidrostatico de tensdo mais um estado de cisalhamento simples, como mostrado
na Fig. 16.

4 Nocoes de Estado Triplo de Tensao

4.1 O Estado de Tensao num Ponto

Para estudar o estado de tensiio num ponto P, consideraremos primeiro o equilibrio de um
paralelepipedo elementar em torno do ponto, conforme mostrado na Fig. 17. As faces do
paralelepipedo s@o normais aos eixos e admite-se que estejam suficientemente préximas para
que o campo de tensdes possa ser considerado homogéneo com tensoes uniformes nas faces.
Se uma das dimensdes do paralelepipedo tender a zero mais rapidamente que as demais, por
exemplo dy na figura, concluiremos do equilibrio de forcas que as componentes das tensoes
em duas faces opostas sdo iguais em mddulo e tém sentidos contrdrios.

A convengdo de sinais adotada para as componentes de tensdo é tal que o equilibrio de

forcas é imediatamente satisfeito no paralelepipedo:
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gi1toaz
o2 —01
2
v

2]

o1+0o2

1

2[
2
-— - - g1—02
o “_‘gl N D“i + -iT

o2

T T

a9 a1 2

Fig. 16: Decomposi¢ao do estado plano de tensdo num estado semi-hidrostédtico e noutro de
cisalhamento simples.

dy

Fig. 17: TensOes nas faces de um paralelepipedo envolvendo o ponto P.

e g >0 para tensdo normal de tragio;

no sentido dos eixos para as faces positivas (4,7, k);
e 7>0

no sentido contrario ao dos eixos para as faces negativas (—%,—7, —k).

A Fig. 4 na pédgina 5 complementa a Fig. 17 e indica os sentidos positivos das componentes de
tensao nos planos das faces escondidas do paralelepipedo. Na notagao da tensdo tangencial,
o primeiro indice indica o plano de atuacao e o segundo a direcao da tensdo.

O equilibrio de momentos fornece a lei da reciprocidade das componentes das tensoes
tangenciais. Em relagio ao eixoz’, paralelo a z e passando pelo baricentro C do paralelepipedo,

a maioria das resultantes das tensdes ou intercepta o eixo ou é paralela a ele. As resultantes




Estado Duplo e Estado Triplo de Tensdo 31

remanescentes estdo mostradas na Fig. 18 e fornecem

> M=0 = —(rydydr)dz+ (r.drdz)dy =0,

’
T

’ -~ oy . -~ . r r .
De modo andlogo, as equagoes de equilibrio em relagao aos eixos y e 2z, respectivamente

paralelos a y e z e passando por C, fornecem

Tex = Txz,

‘ Tyz = Txy-

Logo, as tensoes tangenciais em dois planos ortogonais possuem componentes perpendiculares
a aresta comum aos planos com a mesmo valor absoluto e sentidos que ou convergem para
aresta ou dela divergem, Fig. 19.

Toy dy dz

Tyz da:dzl e J Ty, dr dz

Tzy dy dz

Fig. 18: Equilibrio de momentos em relagio ao eixo 2’

/K

Tyz = Tzy Tzz = Taz Tyz = Tay

Fig. 19: Reciprocidade das componentes das tensdes tangenciais em planos ortogonais.

Exemplo 8

Determine as tensoes nas faces de um paralelepipedo infinitesimal na superficie de um tubo
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de parede fina, com raio R e espessura t, solicitado por uma for¢a normal N e um momento

de torcao Mr.

SoLUgA0o  As férmulas da Resisténcia dos Materiais fornecem as tensdes nos planos
das segoes transversais. Usando a reciprocidade das tensdes tangenciais e o fato da
superficie externa ser uma superficie livre, obtemos as seguintes tensdes indicadas na

Fig. 20.
N Mt
T =, oy =0, Tey = SAL

N
/V

y

My z T .
% Tay

N
/MT

Fig. 20: Tubo solicitado por uma forca normal N e um momento de tor¢ao Mr.

4.2 'Tensoes num Plano Qualquer

Para completar o estudo das tensoes, consideraremos o tetraedro infinitesimal da Fig. 21
que envolve o ponto P e é delimitado pelos planos do triedro Oxyz e um plano arbitrério
caracterizado pelo versor normal n = ngt + nyj + n,k. Na mesma base, o vetor tensdo no

plano arbitrario é expresso por
tn) =tyi+t,5+1t. k.

As dreas das faces normais aos eixos x, y e z podem ser escritas® em funciio da drea dA da
face normal a n,
dA; =n,dA,

dA, =n,dA4, dA, =n,dA.

Ao escrever as equacoes de equilibrio é conveniente usar as componentes dos vetores tensao,

as quais podem ser admitidas constantes nas faces do tetraedro infinitesimal da Fig. 22.

9 As relagies podem ser obtidas a partir das expressoes do volume do tetraedro considerando cada uma das
quatro faces como base do tetraedro, por exemplo dV = %dA;c dz = % dAdh, e da relagio das arestas dz, dy,
dz com a altura dh por meio dos cossenos diretores.
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T t(n) =tttk

t(—i)
t(—5) n =Mn,1+n,J +n.k

dA, = dAn,

Fig. 21: Tetraedro envolvendo o ponto P.

Fig. 22: Tensoes nas faces do tetraedro.

Multiplicando as componentes pelas respectivas areas e somando em cada direcdo, obtemos

as seguintes equacoes de equilibrio:

tedA = oyng dA + Tyeny dA + 70, dA,
tydA = Tyyng dA + oyny, dA + 70, dA,
todA = Tpong dA + 1oy, dA + 6.0, dA.
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A eliminacdo da area dA fornece a equacgido matricial

(2% Oz Tyr Taw Ng
ty | = | Tay Oy Tay Ty | (18)
2 Tez Tyz Oz Ty
ou ainda
t= Tn.

Para expressar o equilibrio de momentos em relacdo ao centro de gravidade @ da face

n, vale a pena lembrar que os centros de gravidade das faces do triedro coincidem com as

projecoes de () sobre as faces!®

My =0 = (dIQ dz) d?y o ((]1;2 dy

Zﬂ’{y’ - 0 — 7Tzz (dydz) ﬁ + Tz:t (dydr) dEZ = 0 - Tz:r.: == TI,‘Z'!
)

1y d
SMy =0 = rzy((y‘)(z)
A

demonstrando mais uma vez a validade da lei de reciprocidade das tensdes tangenciais.

=0 = 7y =7,

=0 = Tex = Tzz,

A Eq. (18) mostra que o estado de tensio num ponto fica perfeitamente caracterizado pelo
operador vetorial linear T ou, equivalentemente, quando sao conhecidas as tensdes em trés
planos ortogonais. Em virtude da reciprocidade de 7, o operador T é simétrico e o estado de

tensio depende apenas de seis componentes, ou seja

Oz Ty Tzz
T= Oy Tyz | - (19)
sim. T,

Tensdao Normal e Tensao Tangencial O vetor tensio t(n) pode ser decomposto num
vetor normal, ¢ = on, e noutro tangencial ao plano, 7 = t — o, denominados vetor tensio

normal e vetor tensio tangencial no ponto P e plano n. Conhecido o vetor t, o cdlculo de &

10 As coordenadas do centro de gravidade do tetraedro, ignais s médias das coordenadas dos vértices dessa

face G(de, d—g, %z), demonstram essa afirmacio.
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e T ¢ imediato,
oc=1ten

= TNy + tyny + t.n,,

T=t—oc=1—o0on

= (te — ong)i + (ty — ony)j + (t. — ony)k.

Fig. 23: Componentes do vetor tensio no ponto P e plano n.

4.3 Planos Principais e Tensoes Principais

Para o estado triplo, é possivel demonstrar a existéncia de trés planos ortogonais entre si nos
quais as tensoes tangenciais sao nulas. Esses planos sdo denominados planos principais, as
respectivas tenses normais, ordenadas de modo que o3 < g9 < 7, sdo denominadas tensdes

principais e as diregoes das tensdes sdo denominadas direcdes principais.

Determinacao das Tensoes e Planos Principais Por definicao, as tensoes tangenciais
sdo nulas nos planos principais e, consequentemente, a aplicacao linear ¢t = Th deve gerar um

vetor com a mesma direcio do versor h,

Th = h, (20)
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logo,
[T - M]h =0,
ou na forma matricial,
(0z—A) Ty Tz he 0
Toy  (Oy —A) Ty hy| =10 (21)
Toz Ty= (0. —A) h, 0

Como h é um versor, a solugio h = 0 do sistema homogéneo ¢ inaceitdvel. Para que o sistema
admita outras solugoes, ele deve ser indeterminado ou, equivalentemente, seu determinante

deve ser zero,

det [T — M| =X — [N+ LA — I3 =0, (22)

em que

I =0, + oy + 0,

2 2 2
I = 0y0: + 0:00 + 020y — T, — Ty, — Toy,s

[ 1

Tz Tey Taz
I3 =det | 7y 0y Ty

Tzz Tyz Oz

A Eq. (22) recebe 0 nome de equagdo caracteristica e tem trés rafzes reais em virtude da
matriz do operador ser simétrica. As raizes fornecem as tenstes principais que, assim como
os invariantes 1, Is e I3, independem do sistema de coordenadas escolhido. Usualmente, as
raizes sio ordenadas de modo que

03 < 02 < 01.

Também se demonstra que as tensoes g e o3 sdo as tensdes normais extremas, ou seja
a3 < a(n) < ay,

qualquer que seja o versor n do plano considerado.

As diregdes principais hy, hy e hy sio perpendiculares,!! sendo calculadas a partir de duas

18e )\, e A sdo duas raizes distintas satisfazendo a Eq. (20) e h, e hy sio as respectivas diregdes principais,
entao
Auhu = Thua

Efetuando o produto escalar da primeira equagao por ny, e da segunda por n,; e depois subtraindo as expressoes,

Mhy = Thy,.
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equagoes independentes do sistema (21) e da condigio de h; ser um versor,
hZ, +hZ, +hi =1

Um caso particular importante é aquele em que duas das tensdes principais sdo iguais mas
diferem da terceira, por exemplo 3 = g2 < 7. Aqui, apenas a diregao de hy é determinada
e todas as diregbes perpendiculares a hy s@o diregdes principais (estado semi-hidrostdtico de
tensdo). Se as trés tensdes principais forem iguais, todas as diregdes principais serfio indeter-

minadas e qualquer direcdo serd uma direcdo principal (estado hidrostatico de tensio).

4.4 Circulos de Mohr

Ao examinar o equilibrio das tensoes em planos ortogonais a um dos planos principais, consta-
tamos que a resultante da tensao principal correspondente nao participa das equacdes, perma-
necendo validas as equagdes do estado duplo. Portanto, podemos construir o circulo de Mohr
associado as duas tensoes principais restantes, conforme ilustrado na Fig. 24. O procedimento
pode ser repetido para cada tensdo principal.
A partir das equagoes de equilibrio do tetraedro, é possivel demonstrar que o lugar geométricc

das tensdes do estado triplo corresponde & regido delimitada pelas trés circunferéncias indi-
cadas na Fig. 25. A deduciio pode ser encontrada em [3] no capitulo do estudo das tensdes.

Exemplo 9 4 MPa
Determine a maxima tensdo de cisalhamento |

para o paralelepipedo de tensfes da figura e

indique o plano em que ela ocorre. PRk

7

obtemos
(Ao — M) hgohy = hys Thy — nge Thy = hye Thy — nye TThy = hyo (T — TT)h, =0,

em que foi usado o fato de T ser simétrico. Como A\, # A, por hipétese, temos h,«h;, = 0 e, portanto, as
diregdes principais sdo perpendiculares.
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Fig. 24: Circulos de Mohr para pares de tensdes principais. oy e o7 representam as tensoes
principais do estado duplo.

a1 —03
Tméax = —3 _

.

Fig. 25: Circulo de Mohr para o estado triplo de tensao.
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Exemplo 10
Para o paralelepipedo de tensbes da figura,
determine as tensdes principais e a médxima

tensao tangencial.

Resp.: a3 = —220,7 MPa,

39

Resp.: Tmax = 4,5 MPa.

200 MPa

50

100

| 50

gy = —50.0MPa, Ty = 85,4MPa.

A consideracao do estado triplo ¢ fundamental para o calculo da tensdo tangencial méaxima,

grandeza associada & resisténcia de materiais metalicos como o ago. Um bom exemplo desta

afirmacio sdo os vasos de pressio metdlicos, para os quais a superficie de ruptura nio é

ortogonal ao plano médio da parede.

Exemplo 11

Um vaso de pressao esférico tem raio interno de 2,5m e
espessura de 1,5cm® Represente graficamente o estado
de tensdo num ponto da parede, fornecendo as tensoes
normais e tangenciais extremas. Sabe-se que o vaso estd

sujeito a uma pressiao interna de 0,9 MPa.

“Uma casca é considerada fina quando a relacdo entre a espes-
sura e o raio de curvatura é inferior a 1/20.
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Resp.: 01 =75,0MPa, o03=—-09MPa, 74 = 38,0MPa.

Exemplo 12

Um vaso de pressio cilindrico de ago tem raio interno de
2.0m e espessura de 25mm. Sabendo-se que a pressiao
interna do fluido é de 0,5 MPa, represente o estado de
tensao num ponto na parede do cilindro e indique o plano

em que ocorre a maior tensao de cisalhamento.

Resp.: oy =40,0MPa, 3= —05MPa, 7max = 20,3 MPa.

5 Trajetoria das Tensoes Principais

As direcoes das tensdes principais sdo essenciais ao projeto de estruturas envolvendo materiais
com resisténcias diferentes a tragdo e & compressiao. As dire¢des orientam o posicionamento de

reforgos estruturais, condicionando a distribuicdo das armaduras de ago no concreto armado e
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o arranjo das fibras nos materiais compostos, cujos padrdes privilegiam as dire¢oes das tensoes
principais de tragao.

No caso de vigas, as tensoes e dire¢oes principais sdo calculadas a partir das tensoes nos
planos das segdes transversais

N M VS,
osT = —&— — — & TST = -
ALY ST,

A Fig. 26 ilustra a obtencdo das direcdes principais a partir dos valores calculados nos pontos
de uma se¢ao com M > 0 e V > 0. Um modo de apresentar os resultados é mostrado na
Fig. 26-c. Em cada ponto, sio usadas cruzes cujos segmentos sio proporcionais as magnitudes
das tensoes principais e orientados segundo suas diregoes, com as flechas indicando tensdes de

tragao.

a3 a1

9

a3 a1

- B
R Sy N
NN
2
) 9
q
X

g3 a1

—
&
S—r
—
o
~

(c)

Fig. 26: Tensoes principais em pontos da altura de uma se¢do transversal: (a) componentes
de tensio no plano da secio e no plano longitudinal; (b) circulos de Mohr com as diregoes dos
planos principais; (c¢) representagio das intensidades e diregoes das tensoes principais.

A variacdo das dire¢des mostrada na Fig. 26 é bem representativa para vigas. Junto &
borda inferior, a tensdao horizontal de tragio é a unica tensao principal ndo-nula. Mais acima,
ela se inclina e surge uma tenséo principal com sinal contrario. No eixo neutro, as tensoes oy

e g3 sao iguais em médulo e inclinam-se & 45°. Finalmente, junto & borda superior, a tenséo
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principal de compressio torna-se horizontal.

“Conhecidas as dire¢oes das tensdes principais num ponto arbitrario de uma secio, pode-
mos prolongar uma das linhas até que intercepte uma segao adjacente. Determinamos entio a
direcao da tensdo principal no novo ponto e prolongamos a linha até a préxima se¢do. Obtemos
assim uma linha quebrada que no limite transforma-se numa curva cujas tangentes coincidem
com as diregOes da tensdo principal considerada. Esta curva é conhecida por trajetdria de
tensdo principal e depende do carregamento e das condigdes de trabalho da viga.” [1]

A Fig. 27-a ilustra as trajetorias de tensdo obtidas para uma viga bi-apoiada sujeita a uma
carga uniformemente distribuida. Linhas continuas e tracejadas sio usadas para distinguir as
trajetorias de tensdo de tragdo e compressdo, respectivamente. A Fig. 27-b mostra a disposic¢io
das barras de a¢o numa viga de concreto armado. A disposi¢ao segue a orientacao das tensoes

principais de tragdo para minimizar o custo da armadura.

Fig. 27: Trajetorias das tensGes principais oy e o3 para uma viga submetida a uma carga uni-
formemente distribuida: (a) trajetorias; (b) distribui¢do da armadura numa viga de concreto
armado.
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A Revisao dos Conceitos de Tensao e Deformacao

A.1 Tensao
Definigido — Tensao de Cauchy (1822)

Seja V' um sélido em equilibrio sob a acéo de esforgos externos, Fig. 28-a. Seja P um ponto
de V' e sejam | e Il as partes em que o sdlido fica dividido quando interceptado por um plano
imaginario a passando por P, Fig. 28-b. Seja A a figura plana resultante da interseccao de V'

e .

Fig. 28: Sdlido V interceptado por plano imagindrio e dividido em duas partes.

Se V estd em equilibrio, entéo as partes I e II também devem estar em equilibrio. Como os
esforgos externos em I néo estio necessariamente auto-equilibrados, evidencia-se a existéncia
de esforgos de interacdo entre I e IT através de A, denominados esforgos internos. Seja AF a
resultante dos esforgos que atuam numa pequena area AA do plano a ao redor do ponto P.

A tensdo média no ponto P, considerando o plano « e a drea AA, é definida por

AF
tn(P,a, AA) = A4

Admitindo uma distribuicdo continual? dos esforcos internos na secio A, definimos vetor

tensdo no ponto P e no plano a por

AF
t(P,a) = lim —.
(Pya) = Jim X3
Diferentemente do conceito de vetor aplicado, o vetor tensio t depende também do plano «

e seu estudo requer uma nova grandeza matematica denominada tensor de segunda ordem.

12A distribuicdo requer a hipétese de continuidade da matéria do sélido.
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: ‘E

Fig. 29: Tensoes t, e tg atuando no mesmo ponto mas em planos distintos.

Componentes de t associadas ao plano o

Fixado o plano «a, ou equivalentemente o seu versor normal externo n, é usual decompormos
o vetor tensao t no ponto P nos vetores normal o e tangencial 7, denominados vetor fensao

normal e vetor tensdo tangencial ou de cisalhamento, Fig. 30-a,

o= (tsn)n =on,

T=t—-0
Numa base ortonormal, obtemos

g=1ten =tlyn, +t,n, +1i.n,
o =0n =ongi+onj +onk,

T=(ty —ong)t + (t, —any)j + (t. — onz)k.

A tensdo tangencial 7 pode ser decomposta segundo dois eixos perpendiculares contidos no
plano da secdo A, conforme a Fig. 30-b. A notagdo das componentes emprega dois indices: o

primeiro indica o plano de atuacao e o segundo o eixo em que é feita a projecao.

".

plano diregao

(b)

Fig. 30: Componentes normal e tangencial.
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Convengoes de sinais

As convengoes de sinais das componentes de ¢ estdo indicadas na Fig. 31 para o caso bidi-
mensional. Observe que elas fornecem sinais idénticos para as tenstes nas segoes opostas das

partes [ e II do sélido, satisfazendo implicitamente o principio da a¢do e reago.

>0

I Tracao -—
o<0 .

- Compressao —_—

Sentido horério T

l'r)[]

Fig. 31: Convencio de sinais.

A0 0

VAVAV

Unidades

A tensdo tem unidade de forca distribuida por unidade de area ([F]/[L]?). No Sistema Inter-
nacional (SI), a unidade é denominada Pascal (Pa = N/m?). Em virtude de seu pequeno
valor para as aplicacoes da Resisténcia dos Materiais, é usual empregarmos multiplos de Pa
ou mesmo outras unidades. Por exemplo, MPa = 10° Pa (megapascal) e kN /em?. No sistema
técnico, é comum o emprego de kgf/em?® e tf/m® = 103 kgf/m* = 107" kgf/cm®. As seguintes
relagbes sio titeis para converter unidades:

kN N

1MPa = 01— =1——;
cm? mm?

1 kef kgf
f ioke

I1MPa = ————— =~ 10—
& 9,81 x 10-2 cm? cm?’
kN tf kgt
11— ~ 0,1— = 100—;
cm? cm? cm?

A.2 Relacoes entre os Esforcos Solicitantes e as Componentes de

Tensao na Secao Transversal

Consideremos a secao transversal da Fig. 32 e um sistema de coordenadas com origem no centro

de gravidade da se¢fo. De acordo com a figura, os esforgos aplicados na area infinitesimal dA
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siao mecanicamente equivalentes a

AN =edA, dV)=m7,dA,

Y

dM, =czdA, dM, = —oydA, dM; = (T3, y — Tay 2) dA

AV = 75, dA,
(23)

em que os sinais dos momentos seguem a regra da mao direita e um asterisco é usado para
indicar que os sentidos positivos das forgas cortantes concordam com os dos respectivos eixos.

13 14

Os esforgos solicitantes sdo obtidos integrando-se as relagoes (23),

N = fcrdA, V) = frmy dA, V> :fTMdA’

A A A
(24)
M, = fﬂsz, M, = *f"ydﬂa M, = f(‘fmzy*‘rmyz)di‘t
A A A

Fig. 32: Componentes de tensio e esforcos solicitantes na secio transversal.

A.3 Deformagao

A Fig. 33 apresenta as configuracoes indeformada e deformada de um sdlido sujeito a esforcos
externos [2].
Definimos deslocamento de um ponto como sendo a mudanga de sua posigdo no espago.
—

. ’ r
Assim, os vetores AA e BB representam os deslocamentos dos pontos A e B. Usualmente,

13Mais adiante, quando o momento M, for substituido pelo momento de torgio, My, as forcas cortantes
passardo a ser definidas no centro de cisalhamento, ou centro de torgao, da ST.

14 As forgas V, e V¥ sdo iguais em mdédulo as cortantes V,, e V. mas so positivas quando orientados no
sentido dos eixos.
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Fig. 33: Configuragoes indeformada e deformada.

trabalhamos com as componentes do vetor deslocamento em relacéo a trés eixos cartesianos,
—

u=AA = ui+vj+uwk

= U1€1 + Uz + Uze3

onde u, v e w (uy, uz e uz) sio as componentes segundo as diregoes dos versores i, 7, e k (e,
e e ey).

Dizemos que um sélido se deforma quando a disténcia relativa entre dois pontos quaisquer
se altera. A deformacio traduz-se em mudanca de forma ou tamanho do sélido, em contraste

com o movimento de corpo rigido em que as distancias entre os pontos néo se altera.

A.3.1 Deformagao Linear

A deformagdo linear média entre dois pontos mede a variagdo do comprimento do segmento
. ! . . -~
que os une (Fig. 33). Sendo sp e s os comprimentos antes e depois da deformagéo, temos
!
s —sg  As
€m = ——— = —.
S0 S0
A deformagdo linear especifica ou simplesmente deformagdo linear ou ainda alongamento

. . -~ =1 P . .
linear no ponto A e direcio AB é igual ao limite de ¢, quando sy tende a zero,

. As
e= lim —
s0—0 §p

Ao contririo de e, € independe do comprimento s, dependendo apenas de sua direcdo.
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A.3.2 Distorgao
Definimos distorgdo, on deformagao angular, como sendo a variagdo angular  sofrida por um
angulo originalmente reto com vértice no ponto examinado.

lim (655 - CTO—TE') =

co'D)
OC,0D—0

= Iim (= —
Yeop OC,OD—>0( 2

Note que as deformagoes longitudinais e distor¢ées dependem do ponto e tamhém das diregtes
escolhidas. No caso de pequenas deformagoes, o valor em radianos da distor¢do pode ser
confundido com o seno ou a tangente,

v & seny A tan-y para ~y[rad] < 1.

A.3.3 Deformacgoes Longitudinal e Transversal das Barras

T by + Ab
-------------------------------------------- . |
P A s B i P
Y Y- A Y
---------------------------------- Ir"""-" T
o Al

Fig. 34: Deformagoes longitudinais e transversais.

A deformacéo longitudinal de uma barra corresponde & deformacio linear de seu eixo.

Assim, de acordo com a Fig. 34, definimos

Deformacio longitudinal média,
As

S0

€m

Deformagao longitudinal num ponto do eixo,

. As
€= lim —.
sp—0 Sp

Para uma barra prismatica sujeita a esforcos atuando apenas em suas extremidades, temos

A

€mp — €= —.
m ﬁo
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Deformacao transversal Para a maioria dos materiais estruturais, uma deformacéo lon-

gitudinal e de uma barra origina uma deformacgdao transversal ¢, dada por

Ab

€ = — = —VE,
bo

em que a constante v, denominada coeficiente de Poisson, é uma propriedade do material e
varia entre 0 a 0,5 no caso de materiais isétropos. O sinal negativo indica que as deformagoes
tém sentidos opostos. Ou seja, um estiramento longitudinal é acompanhado de uma contragéo

lateral enquanto um encurtamento longitudinal o é de uma expansdo lateral.
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B Tensoes Extremas no Estado Duplo

B.1 Estudo do Binémio y = Asen¢ + Bcos ¢
A dedugao mais simples das tensdes extremas no estado duplo emprega as propriedades do
bindmio

x = Asen ¢+ Bcos ¢ (25)
encontrado nas Eqs. (4) e (6) com ¢ = 2a. Podemos reescrever o bindémio na forma y =
pcos(¢ — 0) usando a relagao trigonométrica

cos(¢p — f) = sen fsen ¢ + cos f cos ¢.
Desse modo, temos
peos(p— 0) = (psen @) sen ¢+ (pcos f) cos .

e, comparando com a Eq. (25), chegamos a

A= psenf, B=pcos, p= A2+ B2 (26)
Logo, as seguintes relagoes sdo validas
A B A
sen @ = —, cos fl = —, tanf = —. (27)
p P B

Como ¢ = 2a, as relagoes trigonométricas abaixo serdo uteis na deducio:

1—cos® p—B
@ senfl A
tang = sen f A (28)

1+0089:p+B'

As condigbes de maximo e minimo do binémio ocorrem para

Xmax = £ com ¢ — 6 =0,
(29)
YXmin = —p com ¢—f0=m,

e estio defasadas de m, sendo que cada uma delas estd defasada de 7/2 da situagio em que o
bindémio se anula.

A interpretagio geométrica da variagiao do binémio y é relativamente simples. O binémio
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corresponde & projecio da hipotenusa de um tridingulo com catetos A e B (tan# = A/B) sobre
o eixo que forma um dngulo ¢ com o lado B, Fig. 35-a. Desse modo, as condigoes de extremo
ocorrem quando a hipotenusa se alinha com o eixo, tanto no sentido do eixo (méximo) quanto

no sentido oposto (minimo), Fig. 35-b.

x()

(a) (b)

Fig. 35: Interpretagio do bindémio y = Asen ¢ + B cos ¢.

B.2 Tensoes Principais e Planos Principais

O exame da expressao de o(a), Eq. (4), mostra que ela é formada por um termo constante
mais um bindmio cujos coeficientes sao

Oy — Oy

B:2,

A= 1y,

com ¢ = 2a. Considerando as Eqs. (26) e (29); e adicionando o termo constante, obtemos a

tensao normal maxima,

2
gz + 0 Oy — O
o = 31‘2 y+\/(m2 y) +T3ys (30)
cujo plano forma um dngulo a; com o plano de o,. De acordo com a Eq. (28), temos
0 - B oy —0a
tanag =tan. =2" 2 o |tanay = 2 %%, (31)
2 A Tay
A tensdo minima gy ocorre num plano normal ao de g7, sendo dada por
Oz + o Oz — O ?
op = ——— = (mz 1‘) +72, (32)
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A direcdo do plano é determinada por

tan ag = tan (9 + w) _l—cos(f+m) p+B

2 sen(f + ) —-A"

B.3 Tensoes Tangenciais Extremas

Os valores extremos da tensao tangencial sio obtidos a partir da Eq. (6).

coeficientes do binémio sdo
B = Ty,

o Oz — Oy
==(2%)

resultando,

tanas =

a2 — O0g

2
Tg — Oy
— — 2
Tméx = ~Tmin = w( D) ) + T:cy'

Examinando as Eqs. (30), (32) e (34), verificamos que

g1 — 02
Tmax — —Tmin — 2 .

Nesse caso, 0s
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C Tensoes em Vasos de Pressao com Paredes Finas

As paredes de um vaso de pressdo com raio interno R; e espessura e sdo consideradas finas
quando é valida a relagdo R;/e > 10. Sob essa condigao, as distribuigdes das tensoes normais
na espessura podem ser admitidas uniformes e o calculo das tensdes nos planos transversal e
longitudinal dos vasos é imediata. O emprego das férmulas da Teoria da Elasticidade para
vasos cilindricos submetidos & pressdo interna mostra que os erros induzidos pela hipétese de
distribui¢ao uniforme sio de £5% quando R;/e = 10 e de £2,5% quando R;/e = 20, sempre
contra a seguranca na superficie interna do cilindro, e a favor na superficie external®.

C.1 Vaso de Pressao Cilindrico

Um vaso de pressao cilindrico contendo um fluido sob pressdo tem raio interno R; e espessura

da parede e tal que e < R; &~ R em que R ¢é o raio médio do cilindro, Fig. 36

Secgao Transversal:

Fig. 36: Vaso de pressdo cilindrico.

O estado de tensdo em um ponto genérico da parede do cilindro fica determinado pelas
tensoes em trés planos perpendiculares. A superficie interna estd submetida & uma presséo
p medida em relagdo & pressio atmosférica externa e é um plano principal. Em decorréncia
das simetrias do cilindro e do seu carregamento, os planos de corte transversal e longitudinal
diametral também sfo planos principais, Fig. 37.

Para a determinagéo das tensoes em um plano transversal do cilindro, considera-se um corte
transversal suficientemente afastado das extremidades dividindo o cilindro em duas partes,
Fig. 38. A drea da parede interceptada é A, = 2 Re e a drea do fluido Ay = 7R} ~ 7 R°.

Na superficie anelar do cilindro, as tensoes sdo admitidas uniformes na espessura uma vez

que ¢ < R. Adicionalmente, em decorréncia da simetria em relacio ao eixo longitudinal, as

150 emprego do raio médio nas férmulas aproxima as tensdes a favor da seguranga gerando erros de —0,2%
e 10,3% quando R;/e = 10.
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B.

Aq

Ay

(a) (b)

Fig. 38: Corte transversal do cilindro.

tensdes tangenciais sio nulas'® e as tensdes normais ¢, sio uniformes no perimetro da parede,
Na superficie circular de fluido, a tensdo corresponde a pressdo hidrostatica p que é normal &
superficie do corte. O equilibrio de forcas na dire¢iao horizontal da parte a esquerda, conforme
mostrado na Fig. 38-a, requer a igualdade das resultantes das tensées no plano transversal e
fornece a tensdo normal axial,

= 0y = ﬁ (35)

0a(27Re) = p(7R?) e

Para o célculo das tensdes em um plano diametral considera-se o corte longitudinal de um
segmento de cilindro com largura b indicado na Fig. 39. Novamente a tensio na parede sé
tem componente normal ¢, e pode ser admitida uniforme na espessura em virtude da simetria
em relacdo ao eixo longitudinal e da hipétese e < R. A tensio normal na superficie de fluido

corresponde a pressio p.

16 Caso contrario as tensdes tangenciais seriam antissimétricas em pontos diametralmente opostos e teriam
uma resultante de momento de tor¢ao ndo-nula.
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Fig. 39: Corte diametral do cilindro.

Se o peso préprio for admitido desprezivel, o equilibrio da parte inferior requer a igualdade

das resultantes das tensdes no plano longitudinal e fornece a tensio normal circunferencial,

Te = ﬂ (36)

oc(2be) = p(mRb) = .

A partir da comparagio das Eqgs. (35) e (36), é possivel concluir que para e << R a tensio
circunferencial o, é o dobro da tensio axial a,.

Os circulos de Mohr representando o estado de tensio em um ponto junto a superficie
interna estdo representados na Fig. 40 para o caso em que R = 100e. Repare que g, ¢ a
tensdo principal intermediaria e que g3 = —p e ;3 = 100p determinam o circulo externo
que fornece Tpac. Os planos com tensoes tangenciais extremas formam angulos de 45° com a

superficie da parede, o que dificulta a inspecio de possiveis falhas do material da parede.

\ 73'Rolo a2 a1 o

Fig. 40: Circulo de Mohr para um ponto junto & superficie interna.

Nota 2 Se tivéssemos considerado um ponto junto a superficie externa, obteriamos circulos

de Mohr muito semelhantes em virtude da hipétese de e < R, conforme mostrado na Fig. 41.
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Fig. 41: Circulo de Mohr para um ponto junto & superficie externa.
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