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1 Introducao

Neste Capitulo, estudamos as tensoes normais na secao transversal (ST) associadas a forca
normal ¢ ao momento fletor. A equacgao da tensao normal na flexao pura ¢ deduzida admitindo
que a se¢ao permaneca plana e perpendicular ao eixo da barra apds a deformacao (hipotese de
Navier). Admite-se também que o material tenha um comportamento eldstico-linear e que a
estrutura reticulada esteja sujeita a pequenos deslocamentos e rotagoes. Posteriormente, essa
equacao € usada para obter a féormula geral da flexao composta, cuja aplicacao ¢é ilustrada na
verificacao das tensoes extremas e no dimensionamento de segoes.

Discutimos os conceitos de linha-neutra, tracao e compressao exceéntricas e nicleo central
de inércia. FEles auxiliam na interpretagao da férmula geral e na resolugao de problemas

envolvendo protensao e materiais nao-resistentes a tragao.

1.1 Nomenclatura e Convencao de Sinais
\ . dM, = (¢ dA)z
dM, = —(cdA)y

dA

=

Fig. 1: Convencao de sinais: for¢a normal N, momentos fletores M, e M,; tensao normal o.

Relagao entre os Esforgos Solicitantes e a Tensao Normal Para a dedugao da férmula

da flexao de vigas!, convém recordar as relagoes entre os esforgos solicitantes (N, M,, M,) e

!Denomina-se viga a barra que trabalha predominantemente a flexdo.
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a tensao normal ¢ na ST,

N = /crdA, A{y—/asz, M, = —/crydA. (1)
: A

A A

Os sentidos positivos da forca normal e dos momentos fletores estao indicados na Fig. 1.

Nomenclatura A flexao é denominada pura quando o momento fletor é o tnico esforgo
solicitante na segao. O uso do adjetivo se justifica pois o momento fletor geralmente esta
acompanhado da for¢a cortante na flexao. Os adjetivos normal e obliqgua descrevem a posigao
do vetor momento fletor em relacao aos eixos centrais (Fig. 2). Na flexdo normal, o vetor
momento fletor é normal a um dos eixos centrais da secao e o plano de atuagao do momento
coincide com o de deflexao da barra. Ja na flexao obliqua, o vetor momento é obliquo aos eixos
centrais e o plano de deflexao usualmente nao coincide com o plano de atuagao do momento.
Os adjetivos simples e composto sao usados para identificar, respectivamente, a auséncia e a
presenca da forga normal na flexao. A combinacao dos adjetivos acima € capaz de descrever

o tipo de flexao considerado, como ilustrado na Fig. 3.

z Z z
) M
My oy y Y
z Z z
1 v e Y P Yy
|~ |~ \W
z R T Y
2 My — M, _"/’]Wz z
L~ L~ L~
L~ L~ L~

Fig. 2: Flexao normal e flexao obliqua.

1.2 Hipoteses

As seguintes hipoteses entram na deducao da distribuigao das tensoes normais na segao trans-

versal de uma barra:

MATERIAL
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K4 1‘2 z 4 z
M, M M
Y y N Y Y N Y
gy | +,7,,,,@_»+,7,7 ,7,,7,(_}
M, M,

Flexao Normal Flexfo Obliqua  Flexado Obliqua
Composta Simples Composta

FNS FNC FOS FOC

Flexao Normal Simples

Fig. 3: Tipos de Flexdo para V' # 0. Vista frontal da ST.

e O material da barra é homogéneo e isétropo.

¢ O material tem comportamento eldstico-linear (lei de Hooke, linearidade fisica).

BARRA

e A barra tem eixo reto na configuragao indeformada.
e A secao é uniforme ou suas dimensoes variam pouco ao longo da barra.

e E vilido o Principio de Saint-Venant.

DEFORMACOES

e Deformacoes, rotagoes e deslocamentos sao pequenos o suficiente para que as equacoes de

equilibrio sejam escritas na configuracao indeformada da estrutura (linearidade geométrica).

e A deformacgao transversal da secio é desconsiderada, ou seja, despreza-se o efeito do

coeficiente de Poisson v.

e As secoes transversais permanecem planas apos a deformagao e continuam perpendicu-

lares ao eixo deformado (hipdtese de Navier).

Nota 1 As hipéteses envolvendo as linearidades fisica e geométrica garantem que os efeitos
de um esfor¢o nas deformagoes provocadas por outros esfor¢os seja desprezivel [1] e que o
Principio da Superposicdo de Efeitos seja valido.

As hipéteses formuladas permitem que se calcule com razoédvel precisao as tensoes normais

em barras com diferentes tamanhos e STs. Mesmo para barras de pequena curvatura® e

20s erros sdo de até 7% para secdes retangulares de barras com raio de curvatura p > 5h, onde h é a altura
da ST [2].
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mudanca gradual da ST, a férmula geral pode ser usada de modo aproximado. Contudo,
existem casos onde ela nao se aplica: as barras com secoes retangulares muito estreitas, por
apresentarem instabilidade lateral & torcao e perderem com facilidade a sua forma; e as vigas
parede, com um vao-livre inferior a cinco vezes a altura da ST (¢£/h < 5), por se comportarem

como chapas e nao como vigas [1].

2 Solicitacoes Combinadas

Nesta secao é obtida a formula geral das tensoes normais em uma segao transversal sujeita a

forca normal e momentos fletores atuando em dois planos centrais.

2.1 Tensoes Normais na Flexao Pura

A dedugao da tensao normal ¢ na flexao pura segue uma estratégia bem definida. Submetemos
um trecho genérico de barra a um momento fletor M. Obtemos a distribuicao das deformacoes
e das tensoes na ST usando a hipétese de Navier. E, aplicando as relagoes (1), levantamos as

condigoes para que a deflexao ocorra no mesmo plano de atuagao de M.

I. Compatibilidade de Deformacgoes Consideremos um trecho infinitesimal de barra de-
limitado pelas secoes AC e BD afastadas de dx, cuja configuracao deformada encontra-se
representada na Fig. 4-a. Originalmente, todas as fibras longitudinais do trecho estao retas e
tém o mesmo comprimento dx. Essas fibras se deformam sob a acao do momento fletor, as
fibras superiores encurtando e as inferiores esticando, mas todas elas se curvam em arcos de
circunferéncia concéntricos para satisfazer a hipdtese de Navier.

Na Fig. 4-b, as configuracoes deformada e indeformada do trecho considerado foram so-
brepostas de modo que as segdes AC e A’C’ coincidam. O exame da configuragio deformada
evidéncia a presenga de uma superficie longitudinal G'H’ cujas fibras mantém o comprimento
original dz. Essa superficie recebe o nome de superficie neutra e sua interseccao com o plano
da ST determina a linha neutra que separa as partes tracionada e comprimida da ST.

Se definirmos um sistema de eixos locais Z, § e Z com origem em G’ e orientado conforme
mostra a Fig. 4-¢, entao a deformacao ¢ da fibra longitudinal I'J’, distante (—z) da superficie

neutra, é dada por

Iy -1 1)V -GH  [p+(=2)]de—pde
o o pdp n

€ ;

o | W
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=)

(c)

Fig. 4: Deformacao de um trecho de barra submetido & flexao pura.

onde [J denota o comprimento indeformado. Assim, para uma fibra genérica na cota z, temos
(2)

I1. Equacao Constitutiva Introduzindo a deformacao acima na lei de Hooke unidimensio-
nal, o = Fe, obtemos

o(3) = —Eg. (3)

Concluimos das Eqs. (2) e (3) que as deformagoes e as tensoes possuem distribuicoes planas
na ST.

ITI. Resultantes na ST  As relagoes entre esforcos solicitantes e as tensoes normais, Eq. (1),

nos permitem chegar as seguintes conclusoes:

A origem G’ coincide com o centro de gravidade da ST

N:/adA — 0=Efsz =  §;=0. (4)



Edgard S. Almeida Neto [CIVIL versao preliminar| Fevereiro de 2016 i

Os eixos § e Z coincidem com os eixos centrais y e z da ST
I!:;z_

E
P
A

Em decorréncia das Eqgs. (4) e (5), a LN coincide com o eixo central® y. Portanto,
quando o momento M atua num plano central definido pelo eixo da barra e um dos

eixos centrais, a deflexao ocorrera neste plano.

Curvatura do eixo deformado da barra

E - 1 M
M, = fosz = -M = —/z2dA = —=—, (6)
y y p J e El,

em que o momento fletor M é positivo quando traciona as fibras inferiores da viga.

Tensoes normais na ST Introduzindo a Eq. (6) em (3), temos

M
o= ff—yz. (7)

2.2 Foérmula Geral da Flexao Composta

Um momento fletor )M, tracionando as fibras superiores e atuando no plano central normal

ao eixo y faz com que a ST seja solicitada por uma distribuicao plana de tensoes normais,

Analogamente, a aplicagao de um momento M, atuando no outro plano central gera a distri-
buicao .
oly) = —}—Iy
o sinal negativo indicando que um momento M, positivo comprime o lado positivo de y, Fig. 5.
Pelo principio da superposigao de efeitos, o diagrama das tensoes gerado por um momento
fletor obliquo M = M,j + M_k ¢ igual a soma dos digramas das componentes M, e M,. Se,

adicionalmente, estiver presente uma forca normal NV, a tensao normal na ST serd dada pela

3 Bizos centrais sio eixos principais passando pelo centro de gravidade da secio.
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seguinte féormula geral®:

N M, M,
J(y,z):z—f yJFI—yZ- (8)
z v

O exame da Eq. (8) indica que quanto maior o momento de inércia em relagao a um eixo
central-principal, maior é a capacidade da secao resistir a momentos fletores em relacao a esse
elxo.

O diagrama de o(y, z) pode ser decomposto em um diagrama uniforme (solicitagao axial)
e dois diagramas planos que interceptam a segao nos eixos centrais (flexdes normais simples).
Note que os sinais na Eq. (8) podem ser facilmente recuperados examinando se as componentes

M, e M, tracionam ou nao o lado positivo dos eixos.

. . My,

Iz
Mz

Iy
y 7
wi ‘ SN =
N T i %‘ + , =
4

Fig. 5: Decomposi¢ao do diagrama de tensoes normais.

=1z

Il
+

O conceito de linha neutra examinado a seguir possibilita uma representacao mais concisa
do diagrama de tensoes normais conforme a Fig. 6, além de facilitar a determinagao das tensoes

extremas na ST.

1B importante enfatizar o fato dos eixos y e z serem eixos centrais, ou seja eixos principais passando por
G. Se um par (s,t) qualquer de eixos perpendiculares no plano da ST fosse adotado, a expressio final seria
o= a+ By + 7z, com

o (Ith — I It) F+ (If, S — Ist St) Mg + (Igf, S — I St) M;

D
5 _ UsSi=LaS) F+ (Al = 5, 5) M, + (AL = 52) M,
= D ,
oy = (It Se — It St) F + (S? — AI:) Mg + (SS Sy — AISt) M;
= D ,

onde F' é a resultante das tensdes normais e M, e M, sdo os momentos calculados em relacdo aos eixos s e t;
eD= (1% — L) A+ 1,5 +1; 52 — 214 Ss St.
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6 11
0]
N _yz i ! p
Z Iy / Z < /
—= 2 2n ‘/
/
y D / Y
/
A /
—'3 2 o
(b) (c)

Fig. 6: Representagoes da distribuigiao das tensoes: (a) espacial; (b) decomposta no plano da
ST; (¢) perpendicular & linha neutra.

2.3 Linha Neutra

A linha neutra (LN) é o lugar geométrico dos pontos do plano da se¢ao transversal com tensao

normal nula, correspondendo a reta de interseccao do diagrama de tensoes com o plano da

Secao
(1,2) = 0 N N M, N M, 0 ©)
oly,z) = - Y z =1,
A I 1,
ou
M., NI

Z

= I—zy ~ E (10)

A direcio de maior inclinagao de o(y,z) é perpendicular a LN®. Portanto as tensoes normais
extremas ocorrem nos pontos mais afastados da LN e as tensoes sio iguais em pontos sobre
uma paralela a LN, conforme mostrado na Fig. 7.

Podemos concluir da Eq. (10) que mudancas na forga normal provocam apenas translagoes

da LN. Por outro lado, a inclinagao da LN em relagao ao eixo y € dada por

M, T
te — =Y N l]_
ana = L1 (11)
a qual difere da inclinagao do vetor momento,
t _ M. (12)
anag = 5 I,

“1{ = %&), sendo portanto normal a reta definida pela Eq. 9.

5Lembrar que o gradiente é dado por (—



10 Solicitagoes Combinadas

Fig. 7: Linha neutra e representacao concisa do diagrama de tensoes.

Os angulos o e ap sdo iguais® apenas quando [, = I, ou quando uma das componentes do

momento ¢ nula (flexdao normal).

3 Exemplos de Flexao Obliqua

Exemplo 1 Para a viga da Fig. E1, pede-se a distribuicao das tensoes normais na secao
onde atua o momento fletor maximo. Indique a posi¢ao da LN e discuta qual seria o efeito da

introducao de uma forga normal de compressao de 90 kN.

1]
|
|
|
|
|
|
|
6 cm
=

6 cm

Fig. E1: Viga de secao triangular.

SQuando a secio apresenta dois eixos de simetria com o mesmo momento de inércia, como no caso do circulo
e de qualquer poligono regular, deduz-se que os momentos de inércia em relagio a qualquer eixo passando por
G sao iguais e a flexdo pode ser sempre tratada como normal no plano perpendicular ao vetor momento fletor
na secao.
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O momento fletor maximo ocorre no meio do

vao e vale

; ¢

MM = — =100kNcm.

Na Fig. E1+, o eixo de simetria z é um eixo
central. O outro eixo central passa por G e
é perpendicular a z. Os momentos centrais de
inércia foram calculados com as férmulas bésicas

do triangulo,

6v2(55)°
I, = Tﬁ =18cm?,
(%)
I,=2 ‘g = 5dcm?.

Logo, Iy = I, I = Iy e a; = 45°, Fig. E1-i(a).

Decompondo-se M™* segundo os eixos cen-

trais e aplicando a Eq. (8), temos

_ 100

V2
54

_ 100
V2

0- 18

y+

o(y.z) = z

1,31y — 3,93 z,

11

A LN passa por G e tem inclinacao

. -] 1
ana = — = —,
1 3

As tensoes extremas de compressao e tracao ocor-

rem nos pontos A e B da Fig. E 1-i:
A(—4,243;1,414)

o4 =—556—556=—11,12kN/cm?
B(0; —2,828)
op = 11,12kN/em?

Finalmente, a forca normal provoca uma tensao

normal de

=% 9
ON =g = —5kN/cm

e produz a translacao da LN indicada na Fig. E 1-

i(e). A

.
g

Fig. E 1-i: Decomposi¢ao do momento e distribuigoes de o.
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O calculo das coordenadas dos pontos da segao em relagao aos eixos centrais simplifica-se
com o emprego das férmulas de mudanca de base dadas na Fig. 8.
y(p,q,B) = pcos B + gsen 3
¢ AT #(p,q, ) = —psenf+qeos

P

Fig. 8: Rotacao de Fixos.

Exemplo 2 Determine as tensoes normais extremas que ocorrem nos planos das secoes da
barra na Fig. E2. O apoio A impede deslocamentos em qualquer direcao e o giro do eixo,

enquanto o apoio B impede deslocamentos nas diregoes y e z.
z

/ \:_
-

Fig. E2: Exemplo — Viga de secao simétrica.
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O momento fletor méaximo ocorre no meio do
vao e suas componentes estao indicadas na secao
da Fig. E2-i,

EQ
M, = —% = —750kN em

(traciona embaixo).

pe
M, = i 500 kN cm

kN/cm?®
(traciona a face visivel.) @

0,879

Em virtude da simetria da segao, os eixos y e 2
. . NP Fig. E2-i: Posicao da LN.
sao eixos centrais. Os momentos de inércia sao

dados por Os pontos mais afastados da LN tém coorde-
L 164 s 16 x 83 N 64(32)2 nadas (8,8) e (—8, — 8) e as tensoes normais sao
boow 30 ’ (8,8) = 7,32 x 1072 x 8
= — X X
= 20480 cm* (1), 7 ’
— 3,66 x 1077 x 8
16+ 8 x 83
L=+ = 6827emt (Iy), = —0,879kN/cm?,
o(—8,—8) = =7,32 x 102 x (—8)

A equacio da linha neutra é dada por
— 3,66 x 1072 x (—8)

500 —750
0,879 kN /cm?.

“os27Y T20as0° "

—7.32%x10 2y —3,66 x 102z =0,

e tem inclinacao

tana = > = -2, a = —63,43°.
y
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Exemplo 3 Determine as tensoes normais extremas no plano da secao transversal do engas-

tamento.

3
20kN —3
200cm JL "
,,,,,,,,,,,,,, cm
— e =
100kN Medidas
€1 cm

Fig. E3: Flexao obliqua composta.

. z
A) Cgmctv,éjf',_c»n Aﬂ'—(é) ‘QH) = 282 vm A= 720 txm?“

A (15, -6 = 360 om*®
T VO i
A (H,-20) = _F2 om
e t
30 .
2= z.¢2,to + 260x 5 + TExL ':‘”;3’.'3%
= 725
b =m20Pu 24 - 360 « 6 = 72%20 _ —14 40
20
= —_—
Iﬂ'-'- | — D_* i V
\
{jz 2y’ __/l-j
= J_'IZ’ L b’“.’i'_}{— 3Gu 12° i [—"
Jra =~
T i‘?x'id ;2!3&3 |"'5.“2‘4x 63 7z HZT
o + + A ‘
. = 7 L 36, = al

i

[0+ 200x6xf-24)] + | 0+ F60x ’5"(‘%*& + F2u My ’“‘"”j

= “5?3 TJH WpH e
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I

I

¥
i
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Ty 50416
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Tensoes Normais Extremas em um Trecho Prismaético de Barra Conforme indicado
na Fig. 9, os valores maximos e minimos de uma funcao lisa’ podem ocorrer nas extemidades
ou no interior do intervalo [a,b] considerado. No caso particular de fungoes lineares, esses
valores ocorrerao sempre nas extremidades. A condigao necessaria para que haja um ponto
de médximo ou minimo (extremante) no interior do intervalo é que f’(z) =0 com a < x < b.
O exemplo da funcao fy(r) mostra que essa condigio nao é suficiente pois pode existir um

ponto de inflexao.

f(z) o f(z)
i f5méx
fs
f5rm'n
f3max fﬁméx
b @ b
T xT
N mein
f4 f4m1’11

Fig. 9: Extremos de fungdes lisas de uma varidvel no intervalo [a, b].

O calculo das tensoes extremas requer que as barras da estrutura sejam divididas em tre-
chos nos quais as funcoes N(z), M,(z) e M,(x) sejam lisas e mondtonas em seu interior,
Fig. 10-a. Os pontos mais tracionados e mais comprimidos sao identificados com base nas
inclinagoes das linhas neutras nas segoes extremas de cada trecho, Fig. 10-h. Denotando por
Q(7, Z) qualquer um desses pontos, a tensao normal ao longo da fibra longitudinal correspon-

dente é dada por

N(z) ﬂy{z(ﬂ?)g L M)

Q =
o) == I, I,

z
Quando as fungoes N(x), My(z) e M.(x) sao lineares, a variagao da tensao normal com x

também ¢ linear,
o®z) = a + fx.

e os valores extremos ocorrem nas secoes de extremidade do trecho. Se uma das fungoes é
nao-linear, entao pode existir um extremante no interior do trecho, cuja localizacao € definida

pela condigao
do®(x)
dz

A seguir ilustramos o procedimento descrito por meio de um exemplo.

=0.

"Uma funcéo lisa é uma funcéo continua com primeira derivada continua.
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L (1] *[214 [3] 1

(4]

LB

]

J

L

; z LN,
Q=0C,/ . /
/’ - (X
/\ : | LNy
s ____/)V‘tdb
/‘/’ y
Sy
v
_———/‘Q =T

17

Fig. 10: Pontos mais solicitados na ST: (a) subdivisao em trechos; (b) pontos mais afastados

das LNs.
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Exemplo 4 Para a viga da figura, determine as tensoes normais extremas e as segoes trans-

versais em que elas ocorrem.

P
-
IS4
}L_IEOZJ-J""_T,L

Cegad: Tl
—

> 3
../

¢

) 1sa a_li,'ia_.

Fig. E4: Viga com secao em ‘T".

2 ST A=Ha?4 245 = ba?
v A+ 2 2
g 6= Haxa + 24 nla
o Z
—_— Ma
= v b= a
E
I = M + “._“L@;- aﬂ
J > =
T =adia) 4 20’ = 55,
12 2
b) Esforgos solicifantes
#
vy 3 J ] 7
iop, 74 & -
15pa 15pa Spa

* PR b(30a)% 1250
_%-ﬁgJ- for
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4 Flexao Normal
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A flexao normal® ocorre quando uma barra prismatica® ¢ submetida a esforgos externos atu-

ando somente em um dos planos centrais de inércia. Esse € o caso das vigas com secoes

simétricas carregadas no plano de simetria.

8Também sio usadas as expressdes flezdo reta ou flexdo plana.
9 possivel estender o conceito para barras retas nio-prismaticas desde que a orientagfio dos eixos centrais

seja a mesma para todas as STs.
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Adotando a convencao de sinal da Resisténcia dos Materiais para os momentos fletores e

considerando o eixo z vertical para cima, temos M = —M, e chegamos a férmula da flexio
normal composta (FNC)
(2) N M (13)
o(z)=—+——2,
A L

a qual se reduz na flexdo normal simples (FNS) a

M
o(z) = ——=z. (14)
I’y
Flexi ) Flex&o Normal Flexfo Normal
exao Pura :
Simples Composta
M M M
) - rad
Dt
v Vv
FNS ENC

Fig. 11: Flexdo em um plano central. Vista lateral.

4.1 Flexao Normal Simples*

A posi¢ao da linha neutra na flexio normal'® simples é obtida anulando-se a Eq. (14),

——z=0.

1

Como a LN coincide com o eixo y, a distribuicao das tensoes admite a representacio plana da
Fig. 12.

E usual designarmos as grandezas associadas aos pontos superior e inferior da ST e as
respectivas fibras longitudinais com os sobrescritos ()’ ou ()”. Eles se referem aos pontos mais
afastados da LN que estao submetidos as tensoes normais extremas,

M
o =—"2 o’ ="2" (15)

1 1
em que z’ é a distdncia da LN ao ponto superior e z”, a distancia ao ponto inferior, ambas

tomadas em mddulo (Fig. 12).

100mitiremos o indice  do momento de inércia para abreviar as expressdes.
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M
-« G

a

Fig. 12: Distribuicao das deformacoes e das tensées normais na FNS.

Para um momento positivo, ¢’ é a tensao normal na fibra superior mais comprimida,
enquanto ¢” é a tensao na fibra inferior mais tracionada. Uma caracteristica importante da
FNS é que, em modulo, as tensoes extremas sao proporcionais as distancias ao centro de

gravidade
" |

| _ o

7] "’

z z
Na Eq. (15), o momento de inércia [ e as distancias z’ e z” sao propriedades geométricas,
podendo ser reunidas nos mddulos de resisténcia a flexdo superior e inferior da secio ([L]?),

respectivamente,

I I
W' ==, Ww"="-. 16
FA z (16)

Introduzindo as Eqs. (16) em (15), obtemos

M
= W'

.M
a = a

—

n

(17)

Os mddulos de resisténcia a flexao estao associados a capacidade da secao de resistir momentos
fletores. Por exemplo, se a tensao normal admissivel @ for a mesma na tragao e na compressao,

o momento fletor admissivel resistido pela secao sera
M =aW,

em que W é o menor dos médulos de resisténcia.
A Fig. 13 apresenta os modulos de resisténcia de varias segoes com a mesma area. Verifica-
se que as segoes com areas mais afastadas do eixo y sao as mais eficazes a flexao em torno

desse eixo.

Problema 1 Verifique os madulos de resisténcia a flexao para as secoes de mesma drea (A =

a?) ilustradas na Fig. 13.
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<

= a a 2 2,1la ;’

y 7 y Y —

a -1
@ (o]
JL01a
W —0,141e3 W — 0,11843 W — 0,167a3
(a) (b) () ,
_ W' = 0,333a°

W = 0,167a3 v 8

Y %

0,25& 2 5a C‘C}I (d) w

—_ Ik 91
—
g 02004
g
W =09260% || W = 1,760a

W — 0,667a% e - —
| | w- = 0,3 (3&3 ! 2’1a Ef

(e) (1) (g) =

Fig. 13: Médulos de resisténcia a flexao de segoes com a mesma area.

4.1.1 Dimensionamento da ST

Os modulos de resisténcia sao muito tteis no dimensionamento da segao. Depois de adotada
a forma (retangular, circular, em ‘T’ etc.), as dimensoes devem ser escolhidas de modo que W
seja maior ou igual ao momento fletor dividido pela tensao admissivel. No caso das tensoes
admissiveis a tragao e & compressao serem iguais em valor absoluto, o ponto mais afastado da

LN, associado ao menor valor entre W' e W, comanda o dimensionamento, fornecendo

:'L’[ |

IAI‘ = 7
< No=
T a = W 5

a =

Caso contrario, os pontos mais solicitados & compressao e a tracao sao identificados e os

respectivos médulos de resisténcia sao confrontados com

1”'/

M \
-y, 2 M

a'c Tt

We =

Por exemplo, para um momento tracionando embaixo, impoem-se W’ < W, e W"” < W para

as fibras superior e inferior, respectivamente.
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4.1.2 Vigas de Perfis Metdlicos

O emprego de tabelas com as propriedades das segoes (ver Apéndice A) facilita considera-
velmente o dimensionamento e a verificagao de estruturas formadas por perfis metalicos com
secao padronizada. Adicionalmente, € possivel otimizar o peso da estrutura escolhendo o perfil

com menor area dentre aqueles satisfazendo o critério para o modulo de rigidez a flexao.

Exemplo 5 Empregando a Tabela 1 do Apéndice A, escolha a secao transversal mais economica
para um momento fletor de 500 kN m. Considere uma tensao admissivel de & = 100 MPa para

0 aco.

F = 100 N/n1n12

M = 500 x 103 x 103N mm K2

M
} W > =5 x 109 mm3.

3 correspondendo & secio W 33x130 com h = 840 mm,

Na tabela, encontramos W, = 6,655 x 105 mm
b=292mme A = 24710mm?. Por sua vez, o emprego de W, fornece a tensao maxima o, =

TSMPa <a. A

4.2 Flexao Normal Composta

Na flexao normal composta, a presenca da forca normal faz com que a LN se mova paralela-

mente ao eixo y (Fig. 14),

E—Ez—ﬂ = z—££
A T CMA

As tensoes extremas ocorrem nos pontos mais afastados da LN,

. N M
N M TEAT W
_N M 18
S Rl B N, M L)
AT W

Esforgos Mecanicamente Equivalentes A solicitagao da secao pode ser representada
por esforcos mecanicamente equivalentes aos esforgos solicitantes M e N. Por exemplo, o par
das resultantes R; e R, das tensoes de tragao ¢ compressao, Fig. 14-a, ou uma tunica forca
F com excentricidade e = M/F, Fig. 14-b. Esta ultima representagio é util na resolucio
de problemas envolvendo materiais com resisténcia & tragao muito inferior a resisténcia a

compressao (ferro fundido, concreto simples etc.). Na figura, o contorno da ST nao restringe a
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. (]

(b)

Fig. 14: Distribuicao das tensoes normais na FNC e esforgos mecanicamente equivalentes na

ST.

posicao do ponto de aplicagao da forga F', caso contririo seria impossivel representar a flexao

normal simples em que ¢ = +oc.
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4.3 A Idéia de Protensao

A idéia de protensao pode ser introduzida por meio do seguinte exemplo.

Exemplo 6 Para a secao transversal re- P l
tangular da figura, determine o maximo | |
o R

valor da carga PP que uma viga bi- »{% 2m | 2m . g
apoiada de 4m pode suportar. As 2
tensoes admissiveis sao oy = 1kN/ Cm2, A =12 % 50 = 600 cm?
0. = 10kN/cm?. Na resolucdo, forneca 2

¢ / Gae, fotnes w= 220 _so00em® —

as distribuicoes das tensoes normais con-

siderando as seguintes configuragoes de Fig. E6: Segao retangular.

Carregamonto:

a) Carga P aplicada no meio do véao. y

Sabemos que as tensdes no meio do vao nao devem ultrapassar as tensoes admissiveis,

0_,b 5 -10 = P & 500 2N 4 Capacidade
. -ti.——e—)—" resistente
—_— admissivel
( _B. r< 1 ﬁ < SOMJ_} Vs.

N

1 L

A pequena tensao admissivel & tracao determina a carga P, gerando desperdicio da resisténcia

adicional & compressao.
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b) Acréscimo de uma for¢a de protensao

P
300kN l 300 kN
F = 300kN centrada. :Z}” ''''''''''' '

Procedendo de maneira analoga, obtemos

N M - —300 05 15 2,0
TRt B pro=Pemw 1Y
sl o + =
00 5 ‘ p
-2 1,5 1,0

A forga axial F' permite um aproveitamento melhor da resisténcia & compressao.

B
¢) Forca de protensao F' centrada que ma- r l P
Ximiza o valor de P. g :
A B
As forgas F' e P sao obtidas impondo-se a condicao economica traduzida por o’ = —|a¢| e 6" = ay.

O problema também admite uma resolucao gréifica baseada na decomposicao tinica das tensoes
em um diagrama uniforme e outro linear com og = 0. Como o primeiro corresponde a forga

normal e o segundo ao momento fletor, tém-se —F/600 = —4,5 e P/50 = 5,5.

LB B oy o
T o el A e
Q’I1-""E:"+ F - . S -
s il
200 50
55
2 -"
kY %
o + s
| & I3
E B +1 A-B_ 55
200 23 !

Embora o material esteja bem aproveitado na secao central, o mesmo nao ocorre junto as extre-

midades.
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P
5cm l 5cm
d) Forca de protensao £’ = 300kN com ex- T jm_};'”_ ''''''''''' 1‘_} 200 kN

centricidade ep = Hem.

Agora devemos examinar tanto a secao central quanto a de extremidade.

Segod _extrema (\wf) r——‘,__j i

F = -850 150 fa)

500 ' w00
= -05 +03 = —0,2 \/
e T bk P

= ~05-03 = -8

(J\m,a’
. 100P- 1500\ » 1 ) ﬁ'
q‘:-ﬂ,'ﬁ-ﬁ(ﬁm ) —U,G \C/ ’;5 e
P o 1405t03 = Pg M - §§
F 1)5
._g’_r) + Dp & = _,,? G
——
'S
| .
g I = ¥
_ B
- dﬁ "0,3 + _E_ i

A excentricidade eg alivia o momento fletor no meio do vao e possibilita uma carga P ainda maior

que em b).
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28
P
€p l €0
e) Forca de protensao F' e excentricidade e e e E—
) ¢ p 0 F ¥ 7’25” A ¥ "

que maximiza o valor de P.

Temos agora um problema de maximizacao com trés variaveis e quatro inequacoes. Se trocarmos
a incognita eg pelo produto Feg, o problema passa a ser linear e a resposta pode ser obtida usando
o método simplex. Entretanto, a simetria da secdo retangular e o fato de e ser constante simplifi-

cam a resolucao pois qualquer sistema formado por trés das inequacoes fornece a mesma resposta.

“F o B - &
o ¥ F00 t-LF oy
Bl o T | d
0 asm"_o =~ P=gspN
S -FE =-2
X0 —'D-i'f_-_'-i
o F = 270 &N 50
l = 5 HJ‘
eD-_-E_OOO(ﬂ-P_F_) =k P 030 |
=

i
3

Os valores iguais obtidos para P mostram que se tivessemos adotado ey = 10,2 cm e calculado F

e P, ou adotado F = 2700kN e calculado eg e P obterfamos sempre os mesmos valores para a

secao retangular.
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5 Tracao ou Compressao Excéntricas

Uma forga excéntrica F' perpendicular ao plano da ST é mecanicamente equivalente a uma
forca de mesma intensidade aplicada em G mais dois momentos fletores atuando nos planos

centrais iguais a
M, =—Fe,, M, = Fe,,

em que e, e €, sio excentricidades medidas nos sentidos dos eixos, Fig. 15.

z

€y F

L €z
ay ET

az

N

Fig. 15: Forca de compressao excéntrica e esforgos mecanicamente equivalentes no CG.

Introduzindo os momentos na Eq. (8), obtemos

1 e e
= _F|l 4 % )
a (AJrIzerIyz)

A equagao acima pode ser generalizada para a forca normal N = —F,
og=N 1+€y-z+€zz (19)
—T\AT LY L)

Com base na Eq.(19), a linha neutra pode ser tragada a partir das seguintes coordenadas

dos pontos de intersecgdo com os eixos centrais principais (Fig. 15):

1 e

(y:a.y,z=0) = 0:Z+i0y = ay:iACy’ (20)
(y:O,Z:GZ) = U_/];I_FZOZ = az__ljizu (21)

Recordando as defini¢ées dos raios de giragdo da ST, ig = I,/A e i? = I./A, podemos obter
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expressoes ainda mais sucintas,

=,
= b

LS )

Gy = (22)

g —

f‘alu-:.
.

C

w

Yy

As Egs. (20) e (21) mostram que o fato da LN atravessar ou nao a ST depende apenas das
excentricidades e, e e,, e nao da intensidade da forca F'. Adicionalmente, os sinais negativos
indicam que a LN cruza os quadrantes em que a for¢a I' ndo estd aplicada.

A distdncia da reta ay + bz + ¢ = 0 & origem do sistema de coordenadas Gyz é dada por,

|

resultando para a linha neutra:

1
@)+ (E)

“Quanto maior a excentricidade, menor a distancia entre a linha neutra e o centro de gravidade,

ou seja, sao mais pronunciados os efeitos da flexao. Por outro lado, no caso limite em que
ey — 0 e e, — 0, a distancia tende a infinito e a distribui¢ao de tensoes resultante é uniforme,
0 que é coerente com a aplicagao de carga centrada. Deve haver uma situacao intermediaria
em que a linha neutra seja tangente ao contorno da secao, ou seja, as tensoes tém o mesmo
sinal em todos os pontos (sé compressao ou so tragao): o lugar geométrico definido pelos
correspondentes e, e e, caracteriza o contorno do chamado nicleo central de inércia.” [7]

O conhecimento do nicleo central é particularmente importante quando o material estru-
tural tem baixa resisténcia a tracao. Nesse caso, o conhecimento das excentricidades méaximas
que mantém a segao totalmente comprimida é de grande valia na verificagao, ou mesmo no

dimensionamento, das secoes transversais.

Problema 2 Para a ST retangular, demonstre que a LN é paralela a uma das diagonais

quando a for¢a F' esta aplicada sobre a outra diagonal.

6 Nicleo Central de Inércia

Seja F' uma forga de compressao atuando na ST como indicado na Fig. 16. A distribuigao
das tensoes normais é uniforme quando o ponto de aplicagao coincide com o centro de gra-

vidade da segcao. Movendo-se o ponto de aplicagao para baixo, a compressao é acentuada na
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borda inferior e aliviada na superior. Simultaneamente, a LN aproxima-se da borda superior,

tangenciando-a quando o ponto de aplicacao estd sobre o ponto K, correspondendo & condicao

—F F¥ w’
! '
0=——-———=0 = B =——
A W A
LN
;" o' =0
- s
" ] LN
il K L1 e¢=0 e <k’ e=#k' ek’
e — - —_ - 5 —— —-
) P o = iy = e s = |
K F ] F <+ -
— F R

Fig. 16: Delimitacao do niicleo central.

Movendo-se agora o ponto de aplicagao para cima, atinge-se o ponto K” com ¢ = k" para o

qual a LN tangencia a borda inferior.

n

B ;F + Fk” B U e k” B I’{’ﬂf
A W AT

Se a forca I for aplicada entre os pontos K’ e K”| ela origina tensdes normais com o mesmo
sinal. Fora desse intervalo, a LN cruza a ST e surgem tensoes de tracao e compressao. Os
pontos K' e K” sao chamados de pontos nucleares e k' e K de coordenadas nucleares.
Quando estendido para a flexao obliqua composta, o raciocinio acima permite definir o
ntcleo central de inércia da ST como sendo a regiao no interior da qual a aplicagao da forca
F produz tensoes normais com um unico sinal na ST.
Antes de apresentar o caso geral, examinaremos as secoes circular e retangular que possuem

mais de um eixo de simetria.

6.1 Secao Circular

Em virtude da simetria da secao circular, o micleo central é um circulo de raio & (Fig. 17), o

qual pode ser determinado considerando a LN tangente a borda inferior,

n xRkR3
w” =

k=K"= =4
A T2’

R
1
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P A=nR?
e
— 1t =3
W — ZE
1

L N

Fig. 17: Secao circular.

6.2 Secao Retangular

O nicleo central é determinado por quatro pontos nucleares associados aos lados da secao
retangular. Considerando primeiro a LN tangente a borda inferior e o correspondente ponto

nuclear K”, resulta

wr % h
k” - s 6 — k” o il
A bh 6
Analogamente, obtemos k' = —%, k= % ekt = —%, correspondendo a posigoes da LN

coincidindo com os lados superior, esquerdo e direito, respectivamente. O niticleo central é
tragado usando a propriedade de que os pontos nucleares das retas passando por um mesmo

vértice estao sobre um segmento de reta (Fig. 19), propriedade que serd demonstrada adiante.

b I -ﬁ\
! o=
~J < ~ LNI
A=bh
1" Iy:%
F N K ‘
¢ h Er Ke | Y 1B
SO L KJL L= iR
K’ - - bh?
E .H/"=H'”=T
&
re b
LN"  Wwe =W =21

Fig. 18: Secao retangular.

6.3 Caso Geral”

Para determinar o niicleo central é necessario conhecer os pontos no seu contorno associados a
retas tangentes a borda da ST. Para um ponto nuclear K genérico, suas coordenadas k, = ¢,

e k; = e, sao obtidas por meio das Egs. (20) e (21), desde que se conhecam os pontos de
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(%0, 20)
b

K[l

Ni»

Fig. 19: Pontos nucleares das retas passando pelo vértice (yg, 20)-

interseccao da LN com os eixos centrais principais. As coordenadas a, e a,, por sua vez,
sao calculadas a partir das coordenadas (yg, 29) do ponto de tangéncia e das componentes do
versor n = (n,,n,), normal e externo a superficie nesse ponto (portanto, normal & LN como

mostrado na Fig. 20-a),

Ny Ty 5
ay = Yo + z0 —, a; =z + Yo —- (23)
Ty N

No caso de contornos poligonais, os valores de a, e a, sao determinados a partir das coorde-
nadas dos vértices a e b do lado tangenciado (Fig. 20-b). Adotando-se a circuitacao indicada,
obtém-se

o YaZb — YbZa . 7?}325 — UbZa

y = a, =
%~ Za Yo — Ya

(24)
desde que a LN nao seja horizontal nem vertical, quando o problema torna-se trivial. Depois
de obtidas a, e a., as coordenadas do ponto nuclear sio calculadas usando as Eqgs. (20) e (21),

Aay’ Aa,

Repare que &, e ky, sao coordenadas e podem assumir valores positivos e negativos.

Exemplo 7 Nicleo central do losango.
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Yar %a)

(ylp “:b)

AT
{b)

A=4cem”
1 -
L ﬁﬂh Yy 1, = 3 em*
T
1 1. :%(Im‘1
2 N 2

Medidas em cm

Fig. E7: Secao em losango.

Para LN coincidindo com o lado no terceiro
quadrante, tem-se ay, = —2cm e a, = —lcm.

Empregando-se as Eqs. (25), tem-se

2/3 1

(-1 6™

De modo anélogo sao determinados os outros

k,=—

trés pontos nucleares, resultando o nicleo cen-
tral retangular indicado pela a area sombreada
da figura.

A

Se a tangente a um ponto da borda nao estiver bem definida, como ocorre nos vértices da

secao, as FEgs. (23) a (25) deixam de ser validas. Nesse caso, a equagao da LN passando pelo

vértice de coordenadas (1o, z0) € dada por

1 €y
171

€
Yo+ — 20 =0,

Iy
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reescrevendo,
1 1
1. %
AT

equacao que mostra que o lugar geométrico dos pontos nucleares tangentes a um vértice é

Zi
ey+I—Oez=0,
y

uma reta (Fig. 19). Isto significa que um segmento de reta une os pontos nucleares associ-
ados as diregoes entre as tangentes definidas a esquerda e a direita de um vértice da ST e,

consequentemente, que o nicleo central de um poligono € também um poligono.

Exemplo 8 Niicleo central do triangulo isdsceles.

. Qz
A= bh
3 El
1, = éﬁ‘ 1z = %3}3
sr_ bR bh®
h K Wo=5r Wi=T
h
% %F ay y
= |/
Kée— AR
1
L
b
Fig. E8: Secao triangular.
LN coincidindo com a borda inferior (K"): ol — Iy _ % _i-
* Aa, bh3h 12
s bhﬂ 2 3
" I’@y W h -
k = 1 " bh T LN na borda esquerda (A¢):
2 Por simetria,
LN na borda direita (K9): b h
Interseccao com os eixos: k’; =g k; = 19
= 2 é _ ﬁ . — % O nucleo central é obtido unindo-se os pontos
ly = = = 3 Ly = . v .
32 3 3 K", K%e K¢, como mostrado na figura. A
Aplicando as Eqs. (25),
b3
k= — L. ® __b
bhb d
Y Aa, - 8

Exemplo 9 Nicleo central de uma secao duplo “T.”
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A = 4500 cm”

1, = 7987500 cm?

1; = 1612500 cm*

W, = 145227 cmn®

W,/ = 122885 cm®

We = W = 32250 cm?

50 Medidas em c¢m

Fig. E9: Secao duplo “T.’

Na secao da figura, as seguintes tangentes
a cnvoltdria convexa devem ser consideradas
para o calculo dos pontos nucleares indicados

entre parénteses:

e Borda superior (K')

o
A/
’

k—n = 32,27
= =32 cm.

e Borda vertical esquerda (K*')

oW

=

= T7.17cm.

e Envoltéria esquerda (K*®?)
Coordenadas extremas da linha trace-

jada (circuitagao positiva)
(ya. = _501 Zg = 40)

(yp = —25, 2 = —65).

Interseccao com os eixos centrais princi-

pais
~ (—50)(—65) — (—25)40
v 40 — (—65)
= —40.48 cm,
4250
2= T T o AN 71 3 ~1idy
a 65— 10 70,00 cm

Substituindo nas Egs. (25),

1612500
ky = —————"" _ _ 8 85cm,
¥ U500 (—d0,43) | o0em
ko= 81000 e,
4500 (—170,00)
e Borda inferior (K")
k= Ty _ 27.30 cm.

A

Os pontos nucleares a esquerda do eixo z sao
obtidos por simetria. Finalmente, o contorno
do nicleo central é tragado unindo-se os pon-
tos obtidos. A
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7 Material Nao-Resistente a Tracao

Varios materiais na engenharia civil apresentam resisténcia & tracao desprezivel quando com-
parada com a resisténcia a compressao. Nas construcoes de alvenaria e concreto simples, é
usual considerarmos apenas a resisténcia da parte comprimida da secao transversal, despre-
zando a contribuicao do restante da secao, que é admitido fissurado. Consideragao semelhante
€ feita no calculo aproximado das tensoes de contato entre dois blocos de pedra ou concreto
sobrepostos, ou no contato solo-estrutura.

Para um material nao-resistente a tragao, quando a ST estd parcialmente comprimida,
ocorre a redistribui¢ao das tensoes normais ocasionada pelo aparecimento de fissuras. A
fissuracao estabiliza-se quando a resultante das tensoes normais atuando na area nao-fissurada,
R}, torna-se mecanicamente equivalente aos esforcos solicitantes na ST. Se a equivaléncia nao
for possivel, isto significa que a fissura percorrera toda a segao e provocara sua ruptura.

Apenas segoes simétricas com momentos fletores atuando no plano de simetria serao exa-
minadas. Nessas condicoes, o eixo de simetria permanece como eixo central principal da parte
comprimida, e a flexao continua normal. Caso contrario, uma flexao inicialmente normal pode
tornar-se obliqua em decorréncia da fissuragao, o que complicaria o processo de resolucao (para

maiores detalhes ver [8]).

7.1 Secao Retangular

Como foi visto na Secao 4.2, diversos conjuntos de esforcos mecanicamente equivalentes ao
momento fletor M e a forca normal N = —F podem ser adotados para representar a flexo-
compressao. A Fig. 14 ilustra esse fato para um material que resiste igualmente a tracao e a
compressao. Ao invés de aplicada em G, a for¢a F' pode ser considerada com excentricidade e
(compressao ou tracao excéntrica), ou mesmo ser dividida nas resultantes R, e [ das tensdes
de compressao e tracgao.

Caso o material nao resista & tracao, e a ST se encontre parcialmente comprimida, o
diagrama das tensoes normais se redistribui produzindo um novo prisma triangular de com-
pressao. Assim, fixados M e F' = —N, a nova resultante deve atingir R = F' e ter seu ponto
de aplicagio afastado para que se obtenha a excentricidade e original (Fig. 21).

O equilibrio na se¢ao requer uma elevacao da linha neutra (LN) acompanhada por um
aumento da tensao maxima . Somente assim a resultante /7% se igualara a forga I e terd um
momento M = Fe em relacao a G. Na regiao abaixo da nova LN, pelo fato da se¢ao permanecer
plana e as tensoes normais serem nulas, ocorre fissuragéo, tao mais intensa quanto maior for

a flexao.
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Fig. 21: Equilibrio de forgas na secao para um material nao-resistente a tracgao.

O calculo da resultante das tensoes de compressao é imediato para a segao retangular
(Fig. 22). Chamando de ¢ a altura da parte comprimida, medida a partir da fibra mais

comprimida, resultam as seguintes equagoes para o prisma triangular de tensoes,

L 7y L
T .
< h
z c
[
h - | S
h
Fig. 22: Secao retangular.
h c
d=——e=_, 26
2 3 (26)
aggch
F= : (27)
2
onde oy é a tensao na borda mais comprimida. Conhecida a excentricidade e = %, obtemos

0 comprimento

I
C=36'=3(§2—(z), (28)
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que introduzido na Eq. (27) fornece'!
2F
= — 2
Oo b (29)

7.2 Secao com um Eixo de Simetria

O procedimento usado para a secao retangular pode ser estendido para secoes com um ei

X0

de simetria. A tnica diferenca é que o diagrama das tensoes normais deve ser integrado para

que se obtenham o comprimento ¢ e a tensao méxima de compressao gp. Calculando-se

resultantes de ¢ em relagao ao ponto mais comprimido da se¢ao (Fig. 23), resultam

L L

| 0

3 | dA 5 < .

ds 3 b(s)| ¢ G El \\%
|
L

Fig. 23: Secao com um eixo de simetria.

F—fcrd/—l,

Ar_‘

Js

Fe' = [ gsdA,
Ae
onde A° é a drea comprimida e s a distancia entre a centréide de dA e o ponto L. A distribuig

linear de o permite que se escreva

A excentricidade complementar ¢’ é obtida dividindo-se a Eq. (31) pela Eq. (30),

Jo %
bt

(¢ —s)sbds
(¢ —s)bds

focbs‘ c— s)de

Jo bl

c.’

c—s) ds

as

(30)

(31)

a0

110 uso da Eq. (28) seguido da Eq. (29) é tao simples que raramente a férmula explicita abaixo é usada.

4F?

70 = S0(Fh— 2M)
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(32)

equagao que permite o cdleulo do comprimento ¢. Finalmente, o desenvolvimento da Eq. (30)

ag ag
F= [ —(c—s)bds=— [ b(c—s)ds,
fc(r s)bds Cf)((‘ s)ds,
0 0

resultando para a tensao maxima

fornece

Fe

0= Jobl(c—s)ds

Aplicando as Eqs.(32) e (33) para a se¢ao retangular, obtemos

h ¢ Fe 2F
e = —— -, Tnp — —5 — -—,
2 3 b e
que naturalmente coincidem com as Eqs. (26) e (29).
z

Exemplo 10 Determine a posicao da linha
neutra e a maxima tensao de compressao para

a secao triangular solicitada conforme mostra

a figura. Considere o material nao resistente a

tragao.

Fig. E10: Secao triangular.
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T b#) L B o be)= E(H-)
C (H-aY H g

W B=H
1 bey = (H-2) |

e um't?wha m?wm afonectrm  rag Moflmmm; b € 7,
z 2
T ng{a)(.: &) = J(Hf -4t = Ha +a )Jd- _%—'%21‘;——3:%{3”-4)
Eely )Mo = i MR e YR w g - 2B
2 l(&}zt(c 4»)1; !(Hm. 4 JJﬂ -Q_‘ 5% -Ef——*’;{— F-é*('i“ﬁ
i AT
e": E =D i'l_ = -]E(ZH ‘) =t cE~Z HL* HZ: O
T b T 3
%—(SH—c.J
-# ” H 1 .f Z = ﬂSééH

7 3
SEVE-Y A < a7 sl 056 H )

C=.FB.= B¢ . &F = 437 &

?» —6-‘/(3#%) c(3h-¢)

Exemplo 11 Determine os diagramas das tensoes normais nas secoes transversais da viga da

figura admitindo o material como nao-resistente a tracao

30kN Secdo transversal:
90cm Y 300kN 10cm A — 300 cm?
—
W = 1500 cm®
2700kNcm g
=

Fig. E11: Viga em balanco constituida de material nao-resistente a tragao
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Como a variagao do momento fletor é li-
near, basta determinar as distribuigoes de o
nas extremidades da viga e no ponto onde

inicia-se a fissuracao.

e Secao da borda:

N300 —1kN/cm®

A7 a0
e Secao do engaste:
A excentricidade e no engaste é
M 2700
€= |—=|=—=—— = Y9cm,
el ’ F 300 '
valor superior a distancia nuclear k =
h/G = 5 cm e, portanto, ocorrera a fis-
suragao da segao. A regiao comprimida

é demarcada por

h
c= 3(57 “le) = 3(15 — 9) = 18cm,

com uma tensao maxima de

L 2F 2x300
- be  10x18
3,33kN/cm” (compr. )

02 e B

A 3,33
Medidas em cm kN/em?

. = 0y

Fig. E11-i: Secao do engaste.

e Secao onde inicia-se a fissuracao

Para a forga I’ aplicada no contorno do

Solicitacoes Combinadas

nucleo central,

M = fF% = —1500kN em,

que em valor absoluto representa o
maximo momento que a se¢ao pode re-

sistir sem fissuracao.

c¢c=30cm =
2F 2 %300 ,
7= e T 0w 2N/ em

2700

i

kNcm
40 cm 50 cm Y
i
cm 5 @

9

Fig. E11-ii: Excentricidades e niicleo

central.

As distribuigoes de ¢ e a regiao fissurada estao

mostradas na Fig. E11-iii. A

Regiao fissurada

40cm

t2en] TP

1
18cm i\

3,33 2

O

—

Tenséo (kN /em?)

Fig. E114ii: Distribuicoes de o e regiao

fissurada.
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Exemplo 12 Para a viga da figura, determine os valores méximos das forgas P, e P, na

situacao em que elas atuam simultaneamente.

Py Py
900 k]\I—LTn l \LT_*_QOO kN
eo=15cm'A‘_ -------- = €o=15cm 60 cm
L 3m l 3m 1_ 2m J
A =1200 em® 20 em

7. — 3 kN/em?

Fig. E12: Viga de material nao-resistente a tragao.

O tracado do diagrama de momentos fle-
tores é obtido a partir das reacoes de apoio

expressas em funcao de P e Py, Fig. E12-i.

P

:

13500

A

_&T
3

Py
=

200 Py — 13500

(kN cm)
13500 U

150 Py — 100 Pz 4 13500

13500

Fig. BE124

Os momentos nas extremidades produzem
fissuracao da secao ja que as forgas estao apli-
cadas fora do micleo central (eg > % =10 cm).
A regiao comprimida é dada por

h
0:3(% —eg) = 3(30 — 15) = 45cm

onde eg = 15 cm é a excentricidade do cabo

de protensao. Assim resulta

2F

0’0:—_
be

O momento maximo admissivel é calculado
impondo-se que a tensao de compressao nao

ultrapasse o valor admissivel. Da Eq. (30),

2F 2% 900

c=—=——"-—=230cm,
bo. 20 x 3 '
resultando a excentricidade,

2—5:30—10:200111.

e
Logo,
M = Fe =900 x 20 = 18000 kN cm.

Os valores maximos das cargas sao obtidos
impondo-se a condi¢ao acima para as secoes

criticas:

e Apoio da direita

M| =200 P, — 13500 < 18000,
P, = 157,5kN.

e Meio do vao

M < 18000kN c¢m
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150 P — 100 x 157,5 + 13500 < 18000

P, =135,0kN.

O momento M; que caracteriza o inicio da fis-
suracao (constante para uma segao prismatica
solicitada por for¢a normal constante) é calcu-

lado impondo-se

Solicitacoes Combinadas

resultando,

; .
M, = Fé - 900%1 = 9000kN em.

A interseccao das retas dadas por M; = +9000
com o diagrama final de momentos permite
demarcar as regioes fissuradas. Demarcacao
que requer 0s comprimentos ¢ nas segoes

criticas, anteriormente calculados (Fig. E12-

M h
=7 = 5 i). A
18000
(kN em) L LN 9000
_____________ 9000 | ____TTTs\;
13500‘~‘__5H‘__‘HE‘_“H V13500
18000 ‘
75 57
R
15
T T 410
AN

[ 300

Medidas em cm

Fig. E12-1i: Regioes fissuradas.
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Exemplo 13 Um muro de concreto-massa
com 4m de altura é solicitado pelo empuxo
de solo indicado na figura. Admitindo que o

concreto tenha peso especifico 4, = 25 kN/m3,

Empuxo /

forneca a distribuicao das tensoes na superficie de solo

de contato AB entre o muro e a rocha de ‘o=
fundagao. Considere o contato nao-resistente ¢ 32,4kN/m”
a tragao. Fig. E13: Muro de Arrimo.

4 -
-J("G’ m* Mﬂmﬂ Consideranch Uma  fixa de Im de mur

F= qt45 = 135 W

M = 4503 -90:9% + ZHx » 4 = 594 Ny,
i B ?

e= "';j-‘ = 0¥m = e'= 0109~ 0lm

J a {Sa-'»#\ 4 e B
e=g wm £ MMy
Febe — G=2F~z2i3

o & 1,39
G = 151 G- 1967 4.

Lz//,-///‘j???‘.ffﬁ

ey ot |
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A Tabelas de Perfis de Aco

£ z
5 v
N Tabela 1: Vigas W@ (padrio americano) [6, p. 620].
Lo

“,T Flange Alma Eixo y Eixo z
I, Wy, & L W &

us® s1(e) A h b e ea 106 103 106 103
me min min min mimn I!]II]4 mm3 min Imﬂ4 ]f]'].lTl:3 mim
36x230 | 014342 | 43610 012 | 418 32.0 | 10.3 | 6245 13715 3r8 | 301 1870 047
160 238 | 30325 915 | 305 259 | 165 | 4060 8880 366 | 123 805 63.5
33x201 | 838x299 | 38130 855 | 400 20.2 | 18.2 | 4785 11210 356 | 312 1560 904
152 226 | 28850 851 | 204 26.8 | 16.1 | 3305 T9R0 343 | 114 775 627
130 193 | 24710 840 | 202 217 | 147 | 2795 6655 335 | 90.7 620 607
30x132 | 762x196 | 25100 770 | 268 254 | 15.6 | 2400 6225 310 | 81.6 610 57.2
108 161 | 20450 758 | 266 103 | 13.8 | 1860 4000 302 | 60.8 457 546
27x146 | 686x217 | 27675 605 | 365 248 | 154 | 2345 6735 200 | 184 1040 85
94 140 | 17870 684 | 254 189 | 124 | 1360 3980 277 | 51.6 406 53.8
24x104 | 610x155 | 19740 611 | 324 191 | 12.7 | 1200 4230 257 | 108 667 739
84 125 | 15035 612 | 229 196 | 11O | 985 3210 249 | 39.3 342 495
62 92 | 11750 603 | 179 150 | 10.9 | 645 2145 234 | 144 161 351
2Tx101 | 533x150 | 19225 543 | 812 203 | 127 | 1005 3720 229 | 103 660 73.4
83 124 | 15675 544 | 212 212 | 131 | 762 2800 220 | 339 320 465
62 92 | 11805 533 | 209 156 | 10.2 | 554 2080 217 | 23.9 228 45.0
18x97 | 457x144 | 18365 472 | 283 221 | 13.6 | 728 3080 199 | 83.7 592 673
76 113 | 14385 463 | 280 17.3 | 10.8 | 554 2305 196 | 63.3 452 66.3
60 89 | 11355 463 | 192 177 | 105 | 410 1770 190 | 20.0 218 42.9
16x100 | 406x140 | 18970 431 | 265 25.0 | 149 | 620 2870 180 | 77.4 585 64.0
67 100 | 12710 415 | 260 169 | 10.0 | 397 1915 177 | 495 380 625
40 60 | 7615 407 | 178 128 | 7.7 | 216 1060 168 | 120 135 39.9
26 39 | 4950 399 | 140 88| 64 | 125 629 159 | 3.99 57.2 284
14x120 | 356x170 | 22775 368 | 373 23.9 | 15.0 | 574 3115 158 | 206 1105 95.0
82 122 | 15550 363 | 257 217 | 13.0 | 367 2015 154 | 616 480 63.0
43 64 | 8130 347 | 203 135 | 7.7 178 1025 148 | 188 185 48.0
30 45 | 5710 352 | 171 9.8 | 6.9 | 121 688 146 | 816 054 37.8
12%06 | 305x143 | 18195 323 | 300 220 | 140 | 347 2145 138 | 112 728 785
65 97 | 12325 308 | 305 154 | 9.9 | 222 1440 134 | 724 477 76.7
50 74 | 0485 310 | 205 163 | 9.4 | 164 1060 132 | 234 228 498
30 45 | 5670 313 | 166 112 | 6.6 | 99.1 633 132 | 845 102 386
10%60 | 254xB9 | 11355 260 | 256 17.3 | 10.7 | 142 1095 112 | 48.3 377 653
45 67 | 8580 257 | 204 157 | 89 | 103 805 110 | 222 218 5Ll
30 45 | 5705 266 | 148 13.0 | 7.6 | 70.8 531 111 | 6.95 942 3438
22 33 | 4185 258 | 146 9.1 | 61 | 491 380 108 | 475 651 33.8
§x40 | 208x60 | 7550 210 | 205 142 | 0.1 | 60.8 582 807 | 204 200 518
31 46 | 5800 203 | 203 110 | 7.2 | 458 451 881 | 154 152 513
24 36 | 4570 201 | 165 102 | 6.2 | 345 342 86.7 | 7T.61 023 409
15 22 | 2865 206 | 102 80| 62| 200 193 836 | 142 279 23
6x25 | 152x37 | 4735 162 | 154 11.6 | 81 | 22.2 274 686 | 7.12 919 386
16 24 | 3060 160 | 102 103 | 6.6 | 134 167 66.0 | 1.84 361 246
Fx16 | 127x24 | 3020 127 | 127 0.1 | 61 | 887 130 541 | 313 492 323
4x13 | 102x10 | 2470 106 | 103 88 | 7.1 | 470 895 437 | 161 3L1 254

(@) No Brasil, a letra H é usada no lugar do W para os perfis de flange larga.
(8) Altura nominal em polegadas e peso em libras por pé de comprimento.
(<) Altura nominal em mm e massa em kg por metro de comprimento.
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Tabela 2: Vigas C (padrao americano) [6, p. 624].

47

Flange Alma Eixo y Eixo z

I, W, iy . W, iz P

uslel SI®) A h b e €a 108 108 108 102
mm? mm mm mm mm | mm* mm?® mm | mm* mm® mm mm
C18x58 | C457x86 | 11030 457.2 | 106.7 15.9 17.8 281 1230 160 7.41 87.2 259 219
51.9 77 9870 457.2 | 104.1 15.9 15.2 261 1140 163 6.83 831 264 21.8
45.8 68 8710 457.2 | 101.6 159 12.7 241 1055 167 6.29 79.0 269 220
42.7 64 8130 457.2 | 100.3 15.9 11.4 231 1010 169 599 769 27.2 223
C15x50 | C381x74 9495 381.0 944 165 18.2 168 882 133 4.58 61.9 220 20.3
40 60 7615 381.0 80.4 165 13.2 145 762 138 3.84 552 225 19.7
33.9 50 6425 381.0 86.4 16.5 10.2 131 688 143 3.38 51.0 23.0 20.0
C12x30 | C305x45 5690 304.8 80.5 12.7 13.0 67.4 442 109 2.14 338 194 171
25 37 4740 304.8 774 127 9.8 59.9 395 113 1.8 308 19.8 17.1
20.7 31 3930 304.8 747 127 7.2 53.7 352 117 1.61 28.3 203 17.7
C10x30 | C254x45 5690  254.0 77.0 111 17.1 42.9 339 86.9 1.64 270 17.0 16.5
25 a7 4740  254.0 73.3 111 13.4 38.0 298 894 1.40 243 172 15.7
20 30 3795 254.0 69.6 11.1 9.6 32.8 259  93.0 1.17 216 176 154
15.3 23 2895 254.0 66.0 11.1 6.1 28.1 221 98.3 | 0.949 19.0 181 16.1
C9x20 C229x30 3795 228.6 67.3 10.5 11.4 25.3 221 81.8 1.01 19.2 16.3 148
15 22 2845 228.6 63.1 10.5 7.2 21.2 185 86.4 | 0.803 16.6 16.8 14.9
13.4 20 2540 228.6 61.8 10.5 5.9 19.9 174 88.4 | 0.733 15.7 17.0 15.3
C8x18.75 C203x28 3555 203.2 64.2 9.9 12.4 18.3 180 71.6 | 0.824 16,6 152 144
13.75 20 2605 203.2 59.5 9.9 7.7 15.0 148 75.9 | 0.637 14.0 15.6 14.0
11.5 17 2180 203.2 57.4 9.9 5.6 13.6 133  79.0 | 0.549 12.8 159 14.5
C7x14.75 C178x22 2795 177.8 58.4 9.3 10.6 11.3 127 63.8 | 0.574 128 14.3 135
12.25 18 2320 177.8 55.7 9.3 8.0 10.1 114  66.0 | 0.487 11.5 145 13.3
9.8 15 1850 177.8 53.1 9.3 5.3 8.87 99.6 69.1 | 0.403 10.2 148 13.7
C6x13 C152x19 2470 1524 54.8 8.7 11.1 7.24 95.0 54.1 | 0.437 105 13.3 13.1
10.5 16 1995 1524 51.7 8.7 8.0 6.33 829 56.4 | 0360 9.24 134 12.7
8.2 12 1550 152.4 48.8 8.7 5.1 545 71.8 59.4 | 0.288 8.06 13.6 13.0
C5x9 C127x13 1705 127.0 47.9 8.1 8.3 3.70 583 46.5 | 0.263 7.37 124 121
6.7 10 1270  127.0 44.5 8.1 4.8 312  49.2 495 | 0.199 6.19 125 123
C4x7.25 | C102x11 1375 101.6 43.7 7.5 8.2 191 375 37.3 | 0.180 5.62 114 11.7
5.4 8 1025 101.6 40.2 7.5 4.7 1.60 31.6 39.6 | 0.133 464 114 11.6
C3x6 C76x9 1135 76.2 40.5 6.9 9.0 | 0.862 226 274 | 0.127 4.39 106 11.6
5 7 948 76.2 38.0 6.9 6.6 | 0.770 203 284 | 0.103 3.82 104 111
4.1 6 781 76.2 35.8 6.9 4.6 | 0.691 18.0 29.7 | 0.082 331 103 11.1

(2} Altura nominal em polegadas e peso em libras por pé de comprimento.

(%) Altura nominal em mm e massa em kg por metro de comprimento.



48 Solicitagoes Combinadas

Referéncias

[1] Belyaev, N. M. Strength of Materials. English ed., Mir, Moscow, 1979.

[2] Boresi, A. P., Schmidt, R. J. and Sidebottom, O. M. Advanced Mechanics of Materials.
5th ed., John Wiley & Sons Inc., New York, 1993.

[3] Crandall, S. H., Dahl, N. C. and Lardner, T. J. An Introduction to the Mechanics of
Solids. 2nd ed., McGraw-Hill, New York, 1978.

[4] Feodosiev, V. L. Resistencia de Materiales. 2nd. ed. (espanhol), MIR, Moscow, 1980.

[5] Hibbeler, R. C. Mechanics of Materials. 3rd ed., Prentice Hall International Inc., En-
glewood Cliffs, N.J, 1997.

[6] Riley, W. F. Sturges, L. D. and Morris, D. H. Statics and Mechanics of Materials: An
Integrated Approach. John Wiley & Sons, New York, 1995.

[7] Soares, Mério Eduardo Senatore. PEF 126: Resisténcia dos Materiais e Estdtica das Cons-
trugdes I1. Notas de aula, 1992.

[8] van Langendonck, Telemaco. Resisténcia dos Materiais: Tensdes. Edgard Bliicher LTDA.,
Sao Paulo, 1971.



Index

distancia nuclear, 31

Eixos centrais, 7
eixos centrais, 7

esforcos mecanicamente equivalentes, 23

flexao
composta, 3
normal, 3, 19
normal composta, 20
normal simples, 20
obliqua, 3
plana, 19
pura, 3
reta, 19

simples, 3
hipdtese de Navier, 4

lei de Hooke, 4
linearidade fisica, 4
linearidade geométrica, 4

linha neutra, 5, 9

mudanga de base, 12
médulos de resisténcia & flexao superior e

inferior, 21
nicleo central de inércia, 30, 31

ponto nuclear, 31

Principio da Superposicao de Efeitos, 4

raio de giragao, 29

rotacao de eixos, 12

superficie neutra, 5

49

viga, 2



