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EFEITOS DE SEGUNDA ORDEM NA FLEXAO NORMAL COMPOSTA.

ESFORCOS SOLICITANTES E DESLOCAMENTOS.

Os efeitos de segunda ordem na flexdo normal composta resultam da considera-
¢d0, no calculo das reagdes de apoio e dos esforgos solicitantes, da configuracio defor-

mada da estrutura.

Na estrutura que se mostra na fig., as reagdes de apoio e os esforgos solicitantes
sdo dados, quando se considera o equilibrio na configuragio indeformada (teoria de

primeira ordem), por:
X,=P Z,=F M,= M +FI : (1)
N =P Q=F M =-M-F(l-x) )

¢, quando se considera o equilibrio na configuragio deformada (teoria de segunda or-
dem), por:

X,=P Z,=F M,= M +Fl+Pw," 3)
N =-Pcos@+Fseng 4"
Q = Fcoso+Pseng CY)
M =-M'-F(-x)-P(w, —w) )

Considerando nas expressdes anteriores que, sendo a rotagéo ¢ pequena,
sengp =0 e cos@ =1, resulta:

N =-P Q=F M=-M -F(l-x)-P(w, -w) (5)

Como se viu anteriormente, a equagio diferencial da linha elastica é obtida a
partir da consideragio de que em uma segfo genérica, o momento fletor ¢ igual, a menos
do sinal, ao produto da rigidez 4 flexdo EI pela curvatura ¥/, isto é: -

M(x) = —EI% 6)

Considerando na expressio exata da curvatura, dada por:

W
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que, sendo a rotagdo ¢ pequena, o quadrado de w = tgp ~ ¢ pode ser desprezado em
comparagdo com a unidade, obtém-se a expressio aproximada (linearizada), dada por:

Low (8)

r
Retornando a expressdo (6), pode-se escrever:

EI w"(x) = -M(x) (9)

onde M(x) ¢ dado pela expressdo (2), quando se considera a teoria de primeira ordem, e
pela expressdo (5), quando se considera a teoria de segunda ordem.

A consequéncia da linearizagdo da curvatura serd comentada em seguida ao
exemplo 1.

Os deslocamentos e os esforgos solicitantes relativos a teoria de segunda ordem
podem ser escritos como o produto dos valores relativos a teoria de primeira ordem
multiplicados por coeficientes de majoragdo (no caso de solicitagio axial de compres-
sd0) ou por coeficientes de minoragdo (no caso de solicitagio axial de tragdo).

Sendo a carga P de compressdo, os coeficientes de majoragdo tendem a 1, quan-
do P tende a zero, e tendem a infinito, quando P tende a um valor critico P que de-
pende basicamente da rigidez a flexdo EI e das condigSes de vinculagdo das extremida-
des da barra.

A equagao diferencial da linha elastica tem-sempre a forma:

w"(x) £k’w(x) = f(x) (10)
onde:
P
2 —_—
. El (n

O sinal positivo corresponde a solicitagio axial de compresséo; o sinal negativo,
a solicitagdo axial de tragdo.

A solugdio da homogeénea associada:
w'(x)xk’w(x) =0 (12)
¢ dada por:
w, = Csenkx + Dcoskx (139
quando a solicitac@o axial é de compressdo, € por:
w, = Csenhkx + D cosh kx (13"

quando a solicita¢do axial é de tragdo.

A solugdo particular, quando f(x) ¢ um polinémio de grau n, dado por:

f(x)=a0+a,x+...+a,,x"=z a;x' (14)
i=0

€ também um polinémio de grau n , dado por:



Wy (x)=b, +b,x+.,.+bnx“=z bixi -

i=0

de modo que:

W (%) = b, +2b,x +3b;x% +...+nb,x"" =3 i bx" (16)

i=0

Wp(x)=2b, +3:2b;x +..+n(n=1b,x"* =Y i(i-1)bx"? (17)

A

i=0

Considerando na equagdo diferencial dada pela expressdo (10) as fungbes f(x),

= \w,,(x) [ w;, (x), dadas pelas expressdes (14), (15) e (17), obtém-se por identifcagio de
coeficientes:

a
b, =+ :
n kz (18)
a,.
b, == (18"

i k 2
onde, mais uma vez, o sinal positivo corresponde a solicitagdo axial de compressdo ¢ o
sinal negativo, a solicitagfio axial de tragdo.

0<i<n-2 (18"

]
H

Quando f(x) = k?(ax +b) , resulta:

wp(x) =x(ax+b) . : . (19)



EXEMPLO 1.

Dadas as vigas de rigidez EI da fig., determinar:

a) alinha eldstica e a carga critica da viga da esquerda;

b) odiagrama Px w, da viga da direita.

]
MA '_"‘:.:M-“ = Z 1
X /NA -— _JB. P X §A J
\\\Jﬂ(i) /4 U D = S
z 1 lx | P
zl ! %

Considerando, na viga da esquerda, o equilibrio na configura¢do deformada,
obtém-se:
X, =P Z,=F M, = M'+Fl+PwB (A)
O momento fletor em uma se¢do genérica, caracterizada pela coordenada x, é
dado por:

M(x)=-M" —F(I-x)-P[w, - w(x)] (B)
Considerando a expressdo anterior na equacfo diferencial da linha elastica, re-
sulta:
Elw (x) =-M(x) = M’ + F(1-x)+ P[w, — w(x)] (o))
EIw"+Pw=P[MT+§(1—x)+wB] (c™
. M' F P
wo+kw =k [—+—(-X)+wW kP =— "
[ PP (I-x) 5] El C")
cuja solug@o € dada por:
w =Csenkx+Dcoskx+MT+§(1—X)+WB (D)
de modo que:
w = Ck coskx-Dk senkx ."PI;: (E)
w' =-Ck?senkx — Dk? coskx (E")

Considerando as condigdes de contorno:
Wa=w(0)=0 o,~tgp, =w,=w(0)=0 w,=w(l) (F)

obtém-se:



= G)

kP
M" 1 Fl tgkl )
=- - (G")
P coskl P Kkl
Ti= |
w, = M [ 1-coskl +ﬂ ﬁ—l G")
P | coskl P| ki
Retornando com esses valores as expressdes (D) e (E), obtém-se:
w(x)=M ]—coskx+ﬂ senkx+tgkl(1_coskx)_i (H)
P coskl Pl ki ki 1
w(x) = Qi Senx + E[coskx +tgklsenkx —1] - (H")
P coskl P

M(x) = —EI w"(x) = -M" =2 X _E[tg -

coskl f:'? kl

No ponto B o deslocamento transversal e a rotagdo sdo dados por:

coskx —sen kx] (H")

wB=w(1)=&l—COSkl+ﬂ tgkl‘_1
P coskl P| Kkl
_ M'1? 2EI 1-coskl N FI® 3El[tgkl_1
2EI P1? coskl 3EIPI*| kI
: 2 1-coskl « 3 |[tekl
= Wiy ——s + W, Z[g —1] aI)
(kl)® coskl (k)" [ kl
g : M’ senkl F[1-coskl
~t = = D= k + —
P =180y =Wp =W (1) P coskl P[ coskl J

L] 2 .
_MIE, L F 2EI-[1 coskl:’

=— +
EI P °  2EIPI’| coskl
. tgkl . 2 |l-coskl
= + I"
~ Poo "y ¥ Pao (kl)z[ coskl } @

No ponto A o momento fletor ¢ dado por:

1 _Fltgkl_ o1 . tgkl

=M,,——+
coskl kl Acoski A ki

Q)

M; =M(0)=-M"

Nas expressdes anteriores Wy, @y, € M,, sdo os valores de w,, ¢, ¢ M,

correspondentes a M", quando P=0; wy,, @y, € M), sdo os valores de w,, @, ¢ M,
correspondentes a F, quando P=0. De fato, quando P tende a zero, ou seja, quando ki
tende a zero, tem-se:

2 1l-coskl . 3 |tgkl
mkl—»O 2 = hmkl—»o 2 -1
(kD)* coskl (k)* | kl



: tgkl . 1
=lim,,_,, T lim,, P 1 ()

Para um mesmo valor P, de P qualquer das grandezas analisadas tende a infi-

nito. De fato, de acordo com as expressées (1) e (J), Wy, @y € M, tendem a infinito
quando cosk! tende a zero e tgkl tende a infinito, isto &, quando:

kl — (kl)op = §(2n 1)  n=1,23,.. (L)
A menor carga critica corresponde ao valor (kl), = 3, de modo que:
P n’ El
kD =—R1’="- = P, =qx? ' M
(kD ¢r EI 4 R =T 212 M)

As expressdes anteriores mostram que os deslocamentos e os esforgos solicitan-
tes sdo fungdes lineares das cargas transversais, de maneira que, como se vers adiante, &

valida a superposi¢do de efeitos.

Considerando, na viga da direita, que a rotagfo ¢ € pequena, pode-se escrever:

M’ =Pecosg, ~ Pe (N)
de modo que, de acordo com as expressdes (I), tem-se:
2 1-coskl (Pe)l? 2 [1-coskl
Wg = Wy 3 = ( ' 3 [ :, (03]
(kl)* coskl 2ElI (k) coskl
tgkl (Pe)l tgkl .
=2 (0"

Pe =P T TE W

O termo kIl pode ser escrito da seguinte maneira:

P,4n” n/[P
Kl=yJ&p? = [P 22 -1 P
W =ya' =3 2\ Py i

de modo que € possivel construir a tabela e o diagrama P x w p Seguintes.

Pl:‘n Wa P
0.00 1.000
0.20 1.257
0.40 1.686
0.60 2.546
0.80 5.125
0.90 10.28
0.95 20.60 W
-1 — 0




CONSEQUENCIA DO EMPREGO DA EXPRESSAO APROXIMADA DA
CURVATURA.

Com a progressdo do carregamento as rotagdes deixam de ser pequenas, o que
exige que se considere a expressdo exata da curvatura. Isto torna a integragdo da equa-

¢do diferencial extremamente dificil.

Na fig. do exemplo anterior, os diagramas Px w, obtidos com a expressdo
aproximada e com a expressdo exata da curvatura, mostram que a concordincia entre as
‘duas curvas deixa de existir, 4 medida que as rotagdes deixam de ser pequenas.

EXEMPLO 2.

Determinar a linha elastica e a carga critica da viga de rigidez EI da fig..

M*

B A | s aq':xg z
'"_ZFQJ\‘“MP—-M—%@
R | l-x 4

L I

1

Considerando o equilibrio na configuragio deformada, obtém-se:

M
1

O momento fletor em uma se¢do genérica, caracterizada pela coordenada X, €
dado por:

L]

Xg =P ZA=ZB= (A)

M(x)=ZAx+Pw(x)=MTx+Pw(x) (B)
Considerando a expressio anterior na equagio diferencial da linha elastica, re-
sulta: ‘
; M’
Elw (x) =-M(x) = - I x-Pw(x) )
EIw"+Pw=P[—%x] : (C"
. M’ P
w +k’w=k*[-—x k?=— c™
[ P ] I c™

cuja solugdo ¢ dada por:



»

w =Csenkx+Dcoskx——l\}/)ITx (D)
de modo que:
: M
w = Ck coskx —Dk senkx - ol (E")
w =-Ck?senkx — Dk’ coskx (E"
Considerando as condi¢Ges de contorno:
w,=w(0)=0 wy=w(l)=0 ®
obtém-se:
| D=0 (G)
P senkl
Retornando com esses valores as expressdes (D) e (E), obtém-se:
M’ [senkx x
= — —_—— Hl
w(x) P [senkl l:, (H)
: M" [coskx 1
= _k —_—— H"
W=7 [senkl kl] S
M(x) = —EI w"(x) = EI M 2 Sen kx _ e Senkx (=™
P senkl senkl
As rotagdes nos pontos A e B sdo dadas por:
. . M’ 1 1] M'16EI 1
~t = F= 0) = k -_ = k . =
Or=igpa= Wy = w(0)=— [senkl kl] 6EI Pl [senkl kl]
M16[ 1 1
= — == kl I'
6EI kI [senkl kl] P10 0KD @

M

g - oo M [ 1] MU 0
== == P |tgkl k| 3EI Pl |tk K

MI13[|1 1
m— | kl I"
3EI kI [kl tgli Pao Wk &)
O deslocamento e 0 momento fletor no ponto C sdo dados por:
M' |senjkl 1| M'I>16EI [senlkl 1|
We =W = — |2 = 2 i
P senkl 2| 16EI PI* | senkl 2
M2 2 [1-cosikl
” Iy kD) ()
16EI (3kI)*| cosikl
.sentkl M' 1 1
M =M Ll =M 2 =] = PR, Ju
¢ @D senkl 2 cos+ikl N cos 1kl ()



Nas expressdes anteriores @,,, Qp,, We, € M, sdo os valores de Pas Op,

W¢ € M quando P=0. De fato, quando P tende a zero, ou seja, quando ki tende a zero,
tem-se:

limy o o —— -1 | fim, 3L 1
¥ ki senkl Kl 20Kl kI tgkl

2 |l-cosgkl| 1
= lim =lim, ,, ——=1(K
e (%kl)z[ cos1kl J D cos1kl ®)

Para um mesmo valor P, de P qualquer das grandezas analisadas tende a infi-
nito. De fato, de acordo com as expressées (I) e (J), ¢ A» Pp> We € M, tendem a infi-
nito quando senkl, tg kl e cos}kl tendem a zero, isto ¢, quando:

kI - (kl)eg =n+nr - n=1,23,.. (L)
A menor carga critica corresponde ao valor (k) cr =7, de modo que:
(D =21 =’ = By =n ™)

EXEMPLO 3.

Determinar a linha eldstica e a carga critica da viga de rigidez EI da fig.
v '
s

.__me i~ 1%

! l-x

‘" XB
| My

zl

Considerando o equilibrio na configuraggo deformada, obtém-se:

X,=P Z,=F M,=Z,1+Pw, =Fl+Pw, (A)

O momento fletor em uma se¢do genérica, caracterizada pela coordenada X, é
dado por:

M(x)=Z, x+Pw(x)=Fx+Pw(x) ' (B)
Considerando a expressio anterior na equagdo diferencial da linha eléstica, re-
sulta:
EIw'(x)=-M(x) = -Fx - Pw(x) (CH
EIw"+Pw=P[—§x] (c"



. F P
+k’w=k?[ -—x kI=— c™
w [ P ] I c™
cuja solugéo ¢ dada por:
w =Csenkx+Dco‘skx—§x (D)
de modo que:
w = Ck coskx - Dk senkx —-g (E"
w =—Ck?senkx — Dk? coskx (E")
Considerando as condi¢des de contorno:
Woa=w(0)=0 @yrtge;=wy=w(l)=0 (F)
obtém-se:
F 1
C==— D=0 G
P kcoskl ©)
Retornando com esses valores as expressdes (D) e (E), obtém-se:
F| senkx
=— X H
) P[kcoskl x] ()
- F[ coskx
= -1 H"
G P[coskl ] (H")
F senkx Fsenkx
M = —-EI " = EI—k = = Hm
(x) wAG) P coskl k coskl (H")

No ponto B o deslocamento transversal ¢ o momento fletor sio dados por:

3
wB=w(l)=E senkl -1 =Fl 3E§ tgkl__l
P | klcoskl 3EI PI ki
3 |tgkl
=Wpy ———| ———1 I'
B0 (kl)z[ ki } @
F tg ki tgkl
M, =—tgkl=FI=2—=M, =— "
BT g Kl BO 71 I

No ponto A a rotagéo é dada por:

. . F[1-coskl] FI* 2EI[1-coskl
P =180, =W, =w (0)=— =

P| coskl | 2EIPI?| coskl
2 | 1-coskl

- Il"

Pao (kl)"[ coskl ] "

Nas expressGes anteriores wy,, My, € ¢,, sio os valores de w,, M B € O,
quando P=0. De fato, quando P tende a zero, ou seja, quando ki tende a zero, tem-se:

10



2 l-coskl ..  tgkl
=lim, , —=—=1 L
(kD)? coskl =0 @)

: 3 . .
lim,,_,, W[tg kl-kl] =lim,_,,

As grandezas analisadas tendem a infinito quando kI = (kl)¢; =%, de modo que:

P n’ EI N
ki 2 = _CRIT 172 - : P = 2
( )CR EI 4 =T (2D? )

EXEMPLO 4.

Determinar a linha elastica e a carga critica da viga de rigidez EI da fig.

| wt__|F |
Pl ic _B X8 =z
WA S
’ z | l-x ’
z l !

Dada a simetria da estrutura e do carregamento, conclui-se que o comportamento
da viga proposta é o mesmo da viga analisada no exemplo anterior; basta, pois, substi-
tuir 1 por 11 e F por 1F.

O deslocamento € o momento fletor no ponto C sdo dados por:

_GRay’ 3 [tg%kl_l}

C

3Bl (1k1)?| Lkl
FI* 3 |tglkl
= —'l = kl A'
48EI (;kl)z[ Tkl J Weo XKD (A9
‘ tg+kl Fltglkl tg Lkl
M.=((F({1 2 —-_ _S27 _ =2 A"
A rotagdo nos apoios A e B ¢ dada por:
_GRGEH* 2 [1-cosikl| FI? 2 [1-cosikl
A 2EI  (4k?| cosikl | 16EI ({kI)?| cosikl
FI? 2 |l-cosikl - :
= 2 |= Akl B
16EI (%kl)z[ cos kI } i) ®)

As grandezas analisadas tendem a infinito quando kl = (kl)., =7, de modo que:

P ) EI
(kD) ¢g ?‘1%1‘12 =n" = Py =7t21_2 ©)

11



CONCLUSOES DOS EXEMPLOS.

Os exemplos 1 € 2 mostram que a carga critica depende da vinculagfio da estru-
tura; os exemplos 1 e 3 mostram que estruturas com vinculagdo diferente podem ter a
mesma carga critica; os exemplos 2 e 4 sugerem que a carga critica nio depende do car-
regamento transversal, o que é verdade, a menos do caso apresentado no exemplo do

item seguinte.

SUPERPOSICAO DE EFEITOS.

Considere-se a viga em balango que se mostra na fig. submetida isoladamente
aos carregamentos transversais q,(x) € q,(x), aos quais correspondem os momentos
fletores M, (x) e M,(x), e a carga axial P. Em uma se¢io genérica, tem-se:

M, (x) =M, (x) - P[wg, —w, (x)] (1)
M, (x) = Mg, (x) - P[wy, —w, (x)] (1)
de modo que:
Elw, =-M, =-M,, +Pw,, -Pw, 2"
Elw, =—M, =-M,, +Pw,, -Pw, 2"
ou seja:
Elw, +Pw, =-M,, +Pw,, (3"
EIw, +Pw, =-M,, + Pw,, (3"
)
M
X N4 B P_x
3 i V72 7 )
Z J‘\qw" 4
A Z | Lx |~
z! ‘ &
W (Z)
" B_P x
B R L P
\\\ p
1 x|
T L
?ztx)

12



Considere-se, em seguida, a viga submetida ao

q(x) =q,(x)+q,(x) e a carga axial P. Em uma segio genérica, tem-se:

M(x) = M, (x) - P[(wy — w(x)]
= [My, (%) + Mgy (x)} - P[wy, ~ w(x)]
de modo que:
! Elw" =-M=-(M,, +M,,)+Pw, —-Pw
ou seja:
| EIw +Pw =-(M, +M,,)+Pw,

Somando as expressdes (3') e (3"), obtém-se:

carregamento

@

&)

(6)

EL (W, +W,)+P (W, +W,) = ~(My, +My,) +P (W, +w,,) 7

As expressdes (6) e (7) mostram que o efeito da carga axial em dois carrega-
mentos transversais simultineos pode ser obtido pela adigdo dos efeitos da carga axial

em cada um deles isoladamente.

EXEMPLO S.

Determinar as rotagdes ¢, € @5 bem como o deslocamento W da viga de rigi-

dei El da fig.

Considerando a decomposigdo indicada na fig. e os resultados do exemplo 2,

tem-se:

13



Pa =Pp +Px =P p WKD) + 0, d(kI)

_MI3[1 1 +M31£[ 1 _L]
3EI ki[Kkl tgkl] 6EI ki| senkl ki

_ Ml senkl-klcoskl + okl - asenkl

A
El (kI)? senkl (A)
Pp = (P'B 'HP;; = (P|BO \V(k])"'(P‘:Ao ¢ (k1)
_MA6[ 1 1] Ml3f1 1
6EI k1| senkl kl] 3EI kI kl tgkl
M, 1kl -senkl + asenkl — aklcoskl
=4 (B)

El (kI)? senkl
We =We +We =weg MK + wgg Ak

_ M, I” 2(1+a)|1-cosikl ©
16EI (1kI)* | cosikl

As expressOes anteriores mostram que para o # -1, as rotagdes ¢, e ¢, bem
como o deslocamento w tendem a infinito quando kI tende a n, de modo que:

P
(kD2 =§12 =n? = Py=n 7 (D)
Para o= -1, isto ¢ My =-M,, as rotagdes ¢, e @, tendem a infinito quando

kl tende a 2, de modo que:

P EI
(kg = ﬁlz =4n’ = Py =41t21—2 (E)

enquanto o deslocamento w. ¢ sempre nulo.

A explicagdo ¢ que este carregamento, assim como qualquer carregamento anti-
simétrico, excita, como se vera no exemplo 2 item flambagem, o segundo modo de

flambagem.

14



ESTRUTURAS HIPERESTATICAS.

EXEMPLO 6.

Determinar o momento de engastamento M, e a carga critica da estrutura de
rigidez El da fig.
M*

MM .
- e )/:;9,
T S

Considerando a estrutura isostitica fundamental indicada na fig., o momento
M, € determinado com a condigfio de que se tenha rotag3o nula em A.

Considerando na expressdo (A) do exemplo anterior My =M’ e ¢, =0, ob-
tém-se:

M kl —senkl kl —senkl
M = - 2 = M 2
N 2 " senkl—klcoskl A" senkl —klcoskl (A)

O momento de engastamento M, tende a infinito quando:

senkl-klcoskl=0 = tgkl=kl = kl=(kl)s, =4.493 (B)
de modo que:
EI
(0.70- 1)

Uma vez que a carga critica ndo depende do carregamento transversal, a compa-
ragdo do valor obito neste exemplo com o obtido no exemplo 2 sugere, o que € verdade,
que a carga critica ¢ tanto maior quanto maior o grau de hiperestaticidade da estrutura.

(k)2 =%‘-12 =20.187 = P, =n (©)

15



EXEMPLO 7.

Determinar o momento de engastamento M, , 0 momento fletor M, e a carga
critica da estrutura de rigidez EI da fig.

Considerando a estrutura isostitica fundamental indicada na fig., os momentos
M, e M, sio determinados com a condi¢do de que se tenha rotagio nula em A e con-
tinuidade da linha el4stica em B, isto é:

PA=0 @5 =-0g (A)
De acordo com a fig. e com os resultados obtidos nos exemplos 2 e 4, tem-se:
F12 A l l '
Pa = 16El Ak,1)+ 3El ——wy(k]l |)+ ¢(k|ll) (B
. FI? M,l
Akl ML ki1)+ ol k1l :
Pp = 16EI (k1) + 6El ——¢(k,1,) 3EI v(k,l) (B")
. Mgl
Pp = 32:12 y(k,l,) (B™)
onde:
P P
k,2=a k§=a = k, =k, =k (o))
k1, =k(21) =2kl k,l, =kl cn

Considerando as expressdes (A), (B) e (C), pode-se escrever o seguinte sistema

de equagdes:
[2W(k|l|) o (k,l,) M, _ —3FL Ak, L)
o(kil) 2wkl +w (k) [ [My ] |-3F1Axk,],)

eii(zk) ¢ (2kD) M,| [-3FIA(2Kl) S
$(2k1) 2y (2kD)+y (k)| M, [~ |- 2F1a(2K) ®)

do qual se obtém:
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M, =_3F,[§[2 w (kL) +y(kyly )] -9 (ki )]?»(k.l.)
10 |2 D

3 .[512 w(2kl)+w(kl)]—¢(2kl)] '
10F1_2 = A(2k1) (E)

. [ =
20 | D

—-3—F1F5 2w(2kll))—¢(2kl)]

}X(k,l,)

- A(2kl) (E")

onde D € o determinante da matriz dos coeficientes, dado por:

D=2y(k])[2y(k,1] D+ (k1) ]-[ (k1)1

=2y (2kl) [2y (2k1) +y (kD)]-[$(2k1)]* (F)
Os momentos M, e M, tendem aos valores:
3 3
M,, =-—Fl Mg, =-—F]I
A0 10 BO 20 (G)

quando P tende a zero, e tendem a infinito quando D tende a zero, isto ¢, quando
kl = (kl)g = 2.575, de modo que:

P

(kI)Z, sﬁﬁ =6.630 = Pg =n’ El

1.221?

(H)
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DETERMINACAO APROXIMADA DOS EFEITOS DE SEGUNDA ORDEM.

Na viga biapoiada que se mostra na fig., quando P =0, a equagéo diferencial da
linha elastica é dada por:

EIw(x) =-M,(x) (1)

onde M (x) é o momento fletor em uma segdo genérica correspondente ao carrega-
mento transversal; quando P = 0, a equagdo diferencial da linha elastica é dada por:

EIw’ (x) = -M(x) = ~[ M, (x) + Pw(x)] )
que, em vista da expressdo (1), pode ser escrita da seguinte maneira:
EIw" (x)+Pw(x) =-M,(x) = EIw(x) 3)
ou seja:
w (x)+k? w(x) =w,(X) (4)
gex)

XA m r A
(/1] f .
Z ¢A ‘J--.(_ZJ_!'_—-—” (% ‘g‘
“ z | l-x i.c

i |

Consiste a aproximagdo em supor que as fungbes w(x) e w,(x) sejam fungdes
senoidais, dadas por:

w (x)= fsen% w,(x)= f, senEl)i (5)

que satisfazem as condig¢des de contorno:

w(0)=w(l)=0 (6)
de modo que:
w (x) = fl;-cos% wo(x) = f, ?cos% (7
: n’  mx A n’  mx .

w (x)= —fl—zsenT w,y(x) =1, l—zsenT (7"
2

M (x)=-EIw'(x)=EIf %sen 1‘15 7"
2

M, (x) = -El w,(x) = EI f, Tlt—zsennl—x 7"

As expressdes anteriores permitem concluir que:

18



w (x) w(x) W (%) M@ f
Wo(X)  Wo(x) wo(x) My(x) f,

®)

Considerando na expressio (4) as fungdes w (x), w(x) e W, (x), dadas pelas
expressoes (5) e (7), obtém-se:

2 , 2 .
—fn—zsenﬁ+k2fsen-n—x= ~f, n—zsenE 9)
£ 1 1 | | 1
‘de:modo que:
f 1 1 1
la . = (10)
252 2 P
fo 1-k§ 1-k’EI i e
n : n’El Per

Na viga em balango que se mostra na fig., quando P =0, a equagdo diferencial
da linha elastica continua a ser dada pela expressdo (1); quando-P-# 0, a equacdo dife-
rencial da linha elastica é dada por:

EIw’ (x) = -M(x) = =[M, (x) - P[f - w(x)]] (11)
que, em vista da expressdo (1), pode ser escrita da seguinte maneira:
EIw (x)+Pw(x) =—M,(x)+Pf = Elw,(x)+Pf (12)
ou’seja:
| W (x) +k? w(x) =w) (x) + kf (13)
" £C5) .
X4 A \ 1LB_ P x
ST ‘i"i’ r.f'lp
% : ! /-z\JQI
z! ! 4

Neste caso a aproximagdo consiste em supor que as fungdes w(x) e w,(x) se-
jam, dadas por:

w (x) = fcosv[l—cosnTx] T ow,(x)= 1, cos[l—cos%:l (14)

que satisfazem as condig¢es de contorno w(0)=w (0)=0.

Essas fung¢des levam aos mesmos resultados obtidos para a viga biapoiada, da-
dos pelas expressdes (8) e (10).
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EXEMPLO 8.
Determinar, para P =3P, o coeficiente de majoragdo do deslocamento e do
momento fletor no ponto C das vigas de rigidez EI da fig.
M*

__ B A . _’QL

' pl___|F
P |A Y

Y N

De acordo com as expressoes (8) e (10), tem-se:

we M f 1 e A
Weo Mg, §o l_P_
Per

em ambas as vigas.
A fim de comparar os resultados anteriores com os resultados obtidos nos exem-

plos 2 e 4, é necessdrio calcular o termo kl, que pode ser escrito da seguinte maneira:

- _
k1=,/(k1)2=\/312"—2=n P -4, (B)
El = |
Segundo as expressdes (J) do exemplo 2, tem-se:
w 1—-cos+kl
c .2 |-kl 2030 (©)
we (FkI)®| cosikl
M
¢ -1 __205 (C"
M, costkl
enquanto, segundo as expressoes (A) do exemplo 4, tem-se:
tg+kl
We o 3 182K 1 gg6 (D)
we (k7| 1kl
tg 1kl
Mc _B:M_, 417 (D")
Mg, 1K
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__ — — — —

P P
y =P, = %LT’“ = Opy=0p, = A,=A, (D)

Se a vinculagdo fosse a mesma nas duas diregées, isto é, sel

Py

ry = lp, resultaria
i, =i,,istoé, b=h.

No caso que se esta considcrando, iem-se:

by =hne = 2222 o hoagsyy ®

isto é, como a vinculagio no plano xz , perpendicular a y, é mais fraca do que a vincula-
¢80 no plano xy , perpendicular a z, isto é, lg, >1p,, deve-se ter i,>i,,istoé, h>b,

Supondo que, para os valores de b e h a serem obtidos, resulte A, =4, 22

LIM >
tem-se:

;El, , E bh?
= 2 R
= 2-D° 12

3
_2_E b(857b) =P
20 12

De acordo com as expressdes (B") e (C™), tem-se:

A, =h, =112> 1,

b= 44cm .
h=124cm (F)

(¢)
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