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ENERGIA DE DEFORMACAO.

Dada a estrutura que se mostra na fig., considere-se no ponto P de coordenadas
(x.y,2) o paralelepipedo infinitesimal de dimensdes dx, dy, dz.
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As tensGes normais ©,,0,,0, correspondem as deformagdes lineares €y, E€y,E,
segundo as diregdes x,y,z, dadas por:

¢, =20, ~V(o, +0,)] I
g, =%[0'y -v(o, +0,)] 1
g, =%[csz -v(o, +0o,)] (1™

Quando ¢, =, =0, resulta:

c c c
8"=Ex sy=—vf"-=—vsx g, =-v=

valores que correspondem ao ensaio de tragfio simples.

= —vg )

As tensOes tangenciais t,, =1,,, Tyz =Tz Ty, =T, Correspondem as deformagdes

angulares v, ,v,,,7,,, dadas por:

Ty T T,
"w=G TG Y=g | 3)
onde, como se ver4 adiante,
E

2(1+v) @



A variagdo relativa de volume do elemento infinitesimal de dimensdes iniciais
(anteriores a aplicagdo do carregamento) dx, dy, dz e dimendes finais ( posteriores a
aplicagdo do carregamento) (1+¢, )dx, (1 + g,)dy, (1+¢,)dz, é definida da seguinte maneira:

AV (+g,)dx (I+e, )dy (1+¢€,)dz—dx dy dz )

vV dx dy dz
Considerando que as deformacdes sio muito pequenas (por exemplo, 0.002),

podem-se desprezar os produtos €, , EyE;» &,8, € €,€.8, em face de ¢,,¢,,¢,, de modo

que:
A_\;{:Sx te, te, 6"
ou, em decorréncia das expressdes (1),
(6)

AV 1-2v
—= (6, +o, +0,)

\% E
As expressées (1) e (3) mostram que, com a progressio do carregamento, as tensdes

- ¢ as deformagdes variam linearmente do valor inicial zero até o valor final.
O trabalho da forga o, dydz no deslocamento g, dx é dado, em vista disto, pelo

produto da for¢ca média pelo deslocamento, isto &,
hodydze dx =Y o, e dxdydz (7)
Analogamente, os trabalhos correspondentes as tensdes o, € ¢, sdo dados por:
Y o,dzdx e, dy=)oc e dxdydz (7
Ko, dxdye,dz=)Y o g dxdydz 7
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O trabalho .da forga 1, dydz no deslocamento y;ydx e da forca 7,dxdz no

deslocamento v, dy, sdo dados por:
K, dydzy, dx+ Y 1,dxdzy, dy =} Tyy ¥y dX dy dz (3)
uma vez que,

Txy = Tyx € ny + ny . yxy
Analogamente, os trabalhos correspondentes as tensdes T,=T, € T, =1, S0

dados por:

Vit dzdxy,dy+ )<, dydxy, dz= )%,y dx dydz (8”)

Kr,dxdyy,dz+ Yt dzdyy, dx=}%1, v dxdydz (8"
A energia de deformagdo dU relativa ao volume dV =dx dy dz ¢ definida como a

soma dos trabalhos correspondentes as tensdes o, Cys Ous Ty =Ty Tyy =Tys Ty =T, .
Considerando as expressdes (7) e (8), obtém-se:

dU=)(c,c, +0,8,+0,8,+1,,Y,, + 1,7, +T,,7,,)dxdydz

=W dx dy dz )
onde W € a energia de deformagdo por unidade de volume, a qual pode ser decomposta nas
parcelas W e W_, relativas, respectivamente, s tensdes normais e s tensdes tangenciais,
isto-€,

W=W, +W, (10)

com:
W, =Y (o.e.+0,8,+0,8,) (10%)
W =AYy + Ty + TV ) (107)
Considerando as expressdes (1) e (3), obtém-se:
W, = Yelo} +02 +62 - 2v(o, G, +0,6, +6,6 )] (11"
W, =Yolry + 15, +75] (117)

As tensGes normais provocam no paralelepipedo infinitesimal variagdo de volume e
variacdo de forma, que podem ser determinadas, como se mostra na fig., por meio da
decomposigdo:

G,=06,+0,=0 +0, = ©,=0,-0 (12%)
-y = 3 " o Sy ”

6,=06,+0,=06 +6, = ©,=6,-0 (12™)

G,=0,+0,=06 +0, = 0,=06,—-0 (1277
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As parcelas ©,,05,,0, ¢ 0,,5,,0, correspondem as variagdes de volume

6—'\1

(8%, (%), dadas, de acordo com a expressdo (67), por:

o 1=2v , W 1-2 .
(%) =—(c, +0, +6,) =——(30) (13%)
E E
" " . o 1-2 .
(% =~ ~ (6, +0, +0,)=——2 (0, +0, +5, =30 (13”)
bem como as energias de deformagdio W, W, dadas, de acordo com a expressdo (11°), por:
: ; : ) o ] . L 1- :
W, = %[G: +6} +0'.-2v(c,0, +0,0, +6,0, )] = ?,(T;V)c ) (14%)
W =%[0‘;2 +67 +0"1-2v(0.0, +0,0, +o. =W, W, (147)
Impondo que & parcela o, ,6,,6, corresponda variagdo de volume (4%)" nula, tem-
se:
(%) =0 = o =4(o, +0,+0,) (15)
de modo que, de acordo com a expressdo. (13°),
. 1-2v '
(%) =—F— (0, +0, +0,)=("%) (16)



Deve-se notar que 4 parcela 6, =6, =6, =c' correspondem deformacdes lineares

&, =€, =¢, =¢ , dadas, de acordo com as expressdes (1), por:

£, =€, =€, =¢ = feity)
o)

de onde se conclui que néo hé variagdo de forma do elemento infinitesimal, visto que

o 17)

(I+g)dx  (+e)dy (1+¢))dz
dx  dy dz

1+¢ (18)

Considerando nas expressbes (14) o valor de o dado pela expressdo (15) e os
valores de 6, ,0,,0, dados pelas expressdes (12), resulta:

c=1g]§v[cx +cy+0-z]2 (19,)
1+v
= [(c,-0,)*+(c,-5,)’ +(c, —0,)?] (19”)

‘que presentam as parcelas de W, correspondentes, respectivamente, a variagdo de volume
(sem variagdo de forma) e a variagfo de forma (sem variaggo de volume).

As tensGes tangenciais, como pode ser comprovado pelo exame da fig. relativa ao
efeito de distorgdo dessas tensdes, ndo provocam variagdo de volume. A energia de
deformagéo, correspondente, entdo, & variacdo de forma (sem variag@o de volume), & dada,
substituindo na expressio (11”) o valor de G dado pela expressao (4), por:

1 vv=1+v

T

[th +12, +12,] (20)

Considerando as expressbes (19) e (20), as parcelas W,, e W, de W,
correspondentes a variagdo de volume e a variacfio de forma, sio dadas por:

Wy =W, =25 40, +0,] @r)
WAF =W; +Wt

1+v 2 2 2 2 2 2 3%

=E’[(0—x —Gy) +(Gy —cz) +(Gz _ox) +6(Txy +Tyz +sz)] (21 )

Pode-se demonstrar que as parcelas W,, e Wy (e, consequentemente, W)
independem do sistema de eixos, de maneira que, quando se consideram os eixos x,y,z

paralelos as dire¢des principais, isto €, quando Oy =0},0,=0,,0, =03,T,, =T, =1,, =0,
obtém-se:

1-2
o, +0, +0,]’ (227

av =

14w

AF_E[(GI“02)2+(02_c3)2+(63_cl)2] (227)



ENERGIA DE DEFOR “MACAO EM BARRAS PRISMATICAS.

Examinam-se, a seguir, casos em que o estado de tensio em um ponto da barra é
caracterizado, como se mostra na fig., pela tensdo normal o e pela tensdo tangencial t, de

modo que, de acordo com as expressdes (10) e (11) do item anterior,
2 2

W= o aC o ¢))
2E  2G o
e, de acordo com a expressio (9), i , I g
U= [Wdxdydz= [([WdS)dx (2) —7

1. FLEXAO NORMAL EM BARRAS PRISMATICAS.

Em barras prisméticas submetidas a flex4o normal, de acordo com a fig., tem-se:

M S
o= yz+E (A)

I, S

QZM;)I' i)
T= A”

b1, @) ]

Considerando estes valores de o e T nas expressoes (1) e (2), obtém-se:

1

M2 1 ¢N? 1 (Q? M
y 2 z sy
2E 1 12 J wlgd 2GII§ -[bf

1\/[2 NZ kQZ
= . dx + [—=d
I2EIy o e ®)
onde:
S (M.
k=I_2 _dbz S ©)
y z

No caso de se¢do retangular de dimensdes bxh, tem-se:

bh’ . b h?
bz =b Iy =F Msy = (T—ZZ) dS=bdz (D)

T2
de modo que k =¥ .



Lembrando que:

ILM, LN ek E
r EI, °"BES °"Gs )

onde )/ € a curvatura, g, ¢ o alongamento do eixo e y, é a distorcdo equivalente
correspondente 4 hipétese (que nfo ¢ verdadeira) de que a seg8o transversal se mantém plana,
pode-se escrever:

U= [%M, ydx+ [4Ne,dx+ [} Q,y;dx (F)

Como se mostra na fig., )/ dx representa a rotagio relativa, g,dx , o afastamento
relativo e v, dx, a distorgéo relativa das duas se¢Oes transversais que limitam um segmento

de dimenséo dx.
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1. TORGAO UNIFORME EM BARRAS DE SECAO CIRCULAR.

Em barras de segéo circular submetidas a tor¢do uniforme,
c=0 ] M, T (A)
I

Considerando estes valores de ¢ €7 nas expressdes (1) e (2), obtém-se:

2 2
g=_L M—;(J‘erS)dx=jM‘f dx (B)
2G 7 Iz 2GI, . 3
Lembrando que: ‘
o
M, do bt
g =St 4P C $
GI, dx © o
onde 6 ¢ arotagéo por unidade de comprimento, pode-se escrever:
U= [4M, do D)

onde, como se mostra na fig., d¢ representa a rotagfo relativa das duas segbes transversais
que limitam um segmento de dimensdo dx.



3. RELACAO ENTREE, G, v.

A relagdo entre 0 médulo de elasticidade E, o médulo de distor¢do G e o coeficiente
de Poisson v pode ser facilmente obtida a partir do ensaio de tor¢do uniforme, onde o estado

de tensdo em um ponto genérico pode ser representado, como se mostra na fig., em termos de
tensdes no plano da se¢io transversal ou em termos de tensées normais.

-

/s 1

iy

X
6’5‘?/ %(\

Dado que, como ficou dito anteriormente, a energia de deformagiio W independe do
sistema de eixos, as expressdes (11) do item anterior premitem escrever:

2
Wi e s
2G

(1

ou, em termos das tensdes principais ¢, =-¢, =1,

1 1+v ,
W=£[o'l2 +05 —2vo,0,]= T’

)
de modo que, igualando as duas expressdes, resulta:

E
2(1+v)

€)



CRITERIOS DE RESISTENCIA.
Os critérios de resisténcia visam evitar a ruptura de um material fragil e o
escoamento de um material dictil.
Considera-se que o estado de tensdo em um ponto é representado pelas tensGes
principais, tais que:
C; £0, <0,
e que a tensdo de ruptura a tragdo o, a tensfio de ruptura & compressio G. € atensdo de

escoamento o sdo dadas em valores algébricos, valores estes que devem ser divididos por
um coeficiente de seguranga, quando usados no dimensionamento.

CRITERIO DE RANKINE.

Segundo este critério, a ruptura de um material fragil ocorre quando a maior tenséo
de tragdo ou a maior tensdo de compress3o atinge as tensées de ruptura correspondentes aos
ensaios de tragdo e compressdo simples, de maneira que, no ponto mais solicitado,deve-se ter:

6. <06;<0,%£0,<0; 1
Como se mostra na fig.,o maior circulo que satisfaz a condigfo anterior, de raio
)5 (o1 —0¢), é dado por:

(or —o)oc —o)="1" )
| 1

Or Op

J !

O circulo correspondente ao ponto mais solicitado deve, portanto, ser interno ou
coincidir com o circulo dado pela expressdo anterior.

10



CRITERIO DE TRESCA.

Segundo este critério, o escoamento de um material ductil ocorre quando a maior
tensdo tangencial, dada por:

T, =)%(0, —03) - (D
atinge um valor limite t, que se admite ser independente do estado de tensdo, e que pode,
portanto, ser obtido com o ensaio de tragdo simples (no qual , como se mostra na fig.,
0, =0,0, =0, =0), isto é,

| T =%(0g —0)= Y0, @)
de maneira que, no ponto mais solicitado, deve-se ter: .
T, < )50y . (3)
] T

1
& 2

11



CRITERIO DE MOHR-COULOMB.

Segundo este critério, a ruptura de um material fragil ou o escoamento de um

material ddctil ocorre quando o circulo de raio )4(c, —o,) tangencia uma linha —
denominada envoltéria de Mohr — que é , como se mostra na fig. tangente aos circulos
correspondentes a ensaios que simulam vérios estados de tensdo: tragdo simples, compressio

simples, tor¢do uniforme, etc.

f l . { | COMPRESSAD SIMALES

Oy o

= by

|

Quando se consideram apenas os circulos correspondentes aos ensaios de tragéo e de
compressdo simples, obtém-se, como se mostra na fig., duas retas - denominadas envoltdrias

de Mohr-Coulomb. :
No ponto mais solicitado, deve-se ter:

Cr
C, +—0; <0 (1)
C¢
onde a igualdade corresponde a tangéncia.

No caso de materiais dtcteis, para os quais:

. @)
tem-se, de acordo com a expresséo (1),

G, -0, <0 (3)
de modo que, como se mostra na fig., pode-se escrever:

L

T) =)4(0, —03)< o =1, 4)

ou seja, o critério de Mohr-Coulomb consiste na generalizagso do critério de Tresca.

A

12




CRITERIO DE VON MISES.

Segundo este critério o escoamento de um material ductil ocorre quando a energia de
deformagdo W, correspondente a variagio de forma, dada, segundo as expressdes (217) e
(22”) do item que trata da energia de deformaggo, por:

AF =16+—EV[(G,~< _Gy)2 +(cy _Gz)2 +(Gz _o.x)z +6(Ti}‘ +T§Z +T’2‘Z)]
1+v 2
=_'6?[(0'|_Gz)-+(0'2_03)2+(0'3_01)2] (1

atinge um valor W,, que se admite ser independente do estado de tensdo, € que pode,
portanto, ser obtido com o ensaio de tragio simples (no qual , como se mostra na fig.,

0, =Cf,0, =0, =0), isto §,
1+v
W, =——0c2 2
v ="zt @
de maneira que, no ponto mais solicitado, deve-se ter:

2 2 2 2 2 2
(6, =6,)" +(0, =0,)" + (0, —0,)" +6(1], +12, +1},)=

(6, -0,) +(c, —0,)* +(o, ~0,)? <20} (3)
COMPARACAO ENTRE OS CRITERIOS DE TRESCA E DE VON MISES.

Nos casos em que o estado de tensdo ¢ caracterizado, como se mostra na fig., pela
tensdo normal ¢ e pela tensdo tangencial T, tem-se:

T, =R =4/(40)* +° 6]
T
g T
- S

\ | 220 | o

Segundo a express3o (3) relativa ao critério de Tresca, deve-se ter:
2 2 2
6 +41" <o; 2)

enquanto, segundo a expressio (3) relativa ao critério de von Mises (na qual

=1,, =0), deve-se ter:

=1,0,=0,=0,1,

0, =0,T,,

o’ +31’ <ol 3)

13



EXEMPLO.

Dada a estrutura da fig., determinar a espessura & segundo o critério de Tresca e o
de von Mises, considerando que se trata de material diictil com tensio de escoamento Cg, €
que se deseja ter coeficiente de segurancga n.

Q§€R

3 68
: ¢

Obtidos os diagramas de esforgos solicitantes, verifica-se que a secdo de
engastamento, onde

M, =-8PR M, =6PR Q=P (A)

, ==
¢ a mais solicitada.

No caso geral, pode ser necessario analisar mais de uma segfio, a saber: a segdo
solicitada pelo maior momento fletor bem como pelo momento de torg#o e pela forga cortante
correspondentes, a se¢do solicitada pelo maior momento de torgdo bem como pelo momento
fletor e pela forca cortante correspondentes, e assim por diante.

Aos esforgos solicitantes dados pelas expressdes (A), correspondem, em um ponto
genérico caracterizado pela coordenada @, as tensdes

_ ey T = EF T iy cos B
ToR TOR 7R ? (B)

obtidas no item referente ao estado duplo de tenséo.

Em pontos caracterizados por y >0 as parcelas © et  se somam, isto &:
= % o s (3 + cos ) ()
oR

enquanto em pontos caracterizados por y <0 as parcelas T et se subtraem, isto &:

t=t -t = (3 - cos o) (%
OR B )

Os resultados anteriores permitem concluir que as tensées tm o mesmo valor
absoluto em pontos simétricos em relago ao eixo y. Dado que, tanto no critério de Tresca
quanto no de von Mises, as tensdes aparecem elevadas ao quadrado, basta considerar, na

tabela seguinte, valores de ¢ no intervalo 0 <@ <90°.

14



()| o | ©@) o’ +47° (2) | o432 (2)

0 0.000 | 4.000 | 64.000 48,000
10 1389 | 3.085 65.445 49.566
20 2736 | 3.939 69.571 54.050
30 4000 | 3.866 75.785 60.838
20 5142 | 3.766 83.176 68.993
50 6.128 3.642 90.636 77.366

- 60 6.928 3.500 97.000 84.750
70 7.518 3.342 101.190 90.021
80 7.878 3.174 102.258 92.286
90 8.000 3.000 100.000 91.000
(1) multiplicar por ;% (2) multiplicar por (—P—)2

Considerando o ponto caracterizado por ¢ =80° como o0 mais solicitado, deve-se ter,
segundo o critério de Tresca:

P c nP
102.358(——) < (—%)? = §>10.12 J
(mSR) ( n ) nRo, ' ®)
enquanto;segundo o critério de von Mises:
P (o] nP
92.286(——)* <(-5) = &> 961 D}
- (TcSR) ( n ) nRo (D7)

A andlise das expresstes (B) teria evitado, com um erro desprezivel, o trabalho de
elaborag:ao da tabela anterior. De fato, visto que a parcela 1~ & pequena em relagdo a parcela
T (que é constante) e ainda menor em relagdo a parcela o (que é maxima quando ' &
minima), o ponto caracterizado por @ =90°, poderia ter sido considerado o mais solicitado.

Na pratica, quase sempre uma andlise desse tipo pode ser feita.

15



(LR



